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Forord

De fleste tekniske universiteter i verden har i de siste ca. 50 ar innfgrt et grunnkurs i regu-
leringsteknikk (engelsk: Control Systems, tysk: Regelungstechnik) for mange av sine stu-
denter. Dette skyldes at det moderne hgyteknologiske samfunn er stadig mer avhengig av
slike innsikter og Igsninger som reguleringsteknikken tilbyr. Reguleringsteknikk (ogsa kalt
kybernetikk) er blitt et av basisfagene som mange ingenigrer ma beherske.

Laereboka REGULERINGSTEKNIKK av Jens G. Balchen (f. 1926 — d. 2009) kom fgrst
ut i 1963. I 1999 kom en fullstendig omarbeidet utgave. I forhold til de gamle utgavene
representerte denne mange forbedringer bade med hensyn til faglig innhold og grafisk pre-
sentasjon. Disse bgkene har siden 1963 vert brukt i undervisningen ved Norges teknisk-
naturvitenskapelige universitet (NTNU — tidligere NTH) og flere andre universiteter og hgg-
skoler.

2016-utgaven er en oppdatering av en seinere utgave fra 2003. Innholdet er en del utvidet,
noen pedagogiske forbedringer er gjennomfgrt, og noen feil er rettet. Vi takker sivilingenigr
Asle Hammerdal for & ha gjort en stor jobb med dette, og & ha bragt boka over til moderne
I4TEX-format. Hammerdal har i tillegg designet omslaget pa boka.

Leseren vil ha en fordel av noen matematikk-kunnskaper i differensiallikninger, lineaer alge-
bra og Laplacetransformasjon, men det er ikke noen betingelse fordi denne matematikken i
stor grad forklares fra bunnen av. Det forutsettes basiskunnskaper i fysikk, herunder varme-
leere, mekanikk med dynamikk og helt grunnleggende elektroteknikk.

Boka inneholder mer stoff enn det er naturlig & kreve som pensum i et grunnkurs i regu-
leringsteknikk, fordi det er mange som gjerne vil ga litt dypere i stoffet pa egen héand, og
dessuten ha boka for handen som en oppslagsbok. Boka inneholder et stort antall eksempler.
Det finnes pa markedet mange gvingssamlinger som kan brukes som stgtte utover eksemple-
ne som finnes i boka. Det er ogsa utarbeidet en tabell som beskriver de anvendelsesorienterte
eksemplene i boka. Denne skal gjgre det enklere for leseren & se sammenhengen mellom de
gjennomgaende eksemplene i den.

Institutt for teknisk kybernetikk

Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet

Trondheim, arsskiftet 2016/2017

Trond Andresen Bjarne A. Foss
amanuensis professor
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Denne lereboka finnes fra 2021 av bare som (gratis) pdf.
Boka vil ikke bli trykket noe mer i papirutgave.

Asle Hammerdal takkes nok en gang, for & ha luket ut de siste kjente tyridefiel trykkfeil.
Trondheim, november 2021.

Trond Andresen
fgrsteamanuensis emeritus
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TABELL 1 Oversikt over eksempler*
) ) Varmt- | | )
Elektrisk Okonomi Blanding og vanns Likestrgms- | Varme- | Svingende Biltrafikk
krets blandetanker Kiel motor veksler | masse
je
2
Kap. 2 5ol 24 2.5
Matematiske 2.3 2.12 2.8% 2.9
2.77 2.12¢
modeller 2114
3.1°
Kap. 3 396
Tilstandsrom- 3.1° ; ’ 37
analyse '
Y 3.4/
4.10%7
—_— 4.11%7 4.1
ap.
L f’ 4.3% 4.12° 4710
aplace-
prace. 44 4.13 4,981
transformasjon 0
4.14 4.10'
4.15°
Kap. 5
Styrbarhet og 5.413
observerbarhet
Kap. 6 6114
Frekvensanalyse
7.1,7.215
Kap. 7 76 7.3
Tilbakekoplede 7'7 7.41°
systemer ' 7.5%0
7.8]6
8.1%
8.917
Kap. 8
P 8.1418
Stabilitet
8.16"
8.18%
Kap. 9 9.8% 9,324
Konstruksjon 9.13% 9'42 . 9.11%#
av regulator 9.21%7 '
Kap. 10
Multivariable 10.23!
systemer
Kap. 11
Diskret leri
iskre I:egu el:lng 11.10%
av kontinuerlige
systemer
Kap. 12
B .
egrensninger 12.3%
i linezere

reguleringssystemer
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TABELL 2 Oversikt over eksempler (forts.)*

Fjeer-
system
i bil

Fartgy-
styring

Invertert
pendel

Kjemisk
reaktor
(flere
typer)

Antenne-

styring

Turbiner og
generatorer
i kraft-
produksjon

Papir-
produksjon

Lgpekatt

2.62

Kap. 2
Matematiske
modeller

3.6°

Kap. 3
Tilstandsrom-

analyse

4.612

Kap. 4
Laplace-
transformasjon

5.513

Kap. 5
Styrbarhet og
observerbarhet

Kap. 6
Frekvensanalyse

Kap. 7
Tilbakekoplede
systemer

8.1518
8.20%

8.19%2

Kap. 8
Stabilitet

9.9%
9.2227

9.16%
9.20%8

9.10%
9.14%

9.15%
9.172%6

9.19%7
9.23%9

9.2730

Kap. 9
Konstruksjon
av regulator

10.332

10.132

Kap. 10
Multivariable

systemer

Kap. 11
Diskret regulering
av kontinuerlige
systemer

12.234

Kap. 12
Begrensninger
i linezere
reguleringssystemer

*Kode i tabellen: 2.1, 4.12 = eksempler. 2.1%* der tallet 24 er tema gitt i oversikt pa neste side.
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Tema for eksempler i tabell 2

L LW W LW LW W W W DN NN D NN DN NN DD = = = e = e e e e

e A o

Tidsrespons beregnes

Utvikling av dynamisk modell

Utvikling av dynamisk modell og linearisering av denne
Blokkdiagram

Transformasjon av dynamisk modell
Tilstandsrommodell

Beregning av transisjonsmatrise

Laplacetransformasjon av tidsfunksjon og residuregning
Regulering, rotkurver og tidsrespons
Laplacetransformasjon av tilstandsrommodell

. Laplacetransformasjon av modell og beregning av tidsrespons ved residuregning
. Reduksjon av blokkdiagram

. Styrbarhet og observerbarhet

. Frekvensrespons ved ulike frekvenser

. Fglgeforhold og reguleringsgrad

Tilbakekopling

. Rouths kriterium og slgyfetransferfunksjon

. Nyquists stabilitetskriterium

. Bruk av amplitude/fase-diagram

. Bruk av Nicholsdiagram

. Bruk av Bode-Nyquist kriteriet

. Fase- og forsterkningsmargin

. Apent ustabilt system undersgkt i Bode-diagram

Regulatorkonstruksjon

. Regulering med intern tilbakekopling
. Kaskaderegulering

. Foroverkopling

. Forholdsregulering

. Bruk av estimator i regulering

. Sluttverdi regulering

. Enkelslgyferegulering av multivariabelt system
. Multivariabel regulering

. Bruk av w-transformasjon

. Metning og dimensjonering av padrag
. Effektmessig dimensjonering
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1.1 INNLEDNING

Den teknologiske utviklingen har forandret menneskenes livsbetingelser pa en dramatisk
mate i Igpet av en periode pa noen hundre ar.

Fram til slutten av det 19. arhundre var tekniske nyskapninger i stor grad knyttet til energi-
produksjon, transport og den nye kjemiske- og elektrometallurgiske industrien. Behovet for
ingenigrer som kunne konstruere nytt utstyr og std for drift av kompliserte fabrikker, gkte
kolossalt.

Fram til den andre verdenskrig (1939-45) var teknologien og industrielle produkter preget av
mekaniske og elektriske kraftinnretninger. Radio og telefon var riktignok utbredt, og fjern-
synet var oppfunnet uten a vare i bruk. Informasjonsvitenskap og informasjonsteknologi var
imidlertid ikke etablert skikkelig ennd. Det skjedde med stor kraft under den andre verdens-
krig, som blant annet var preget av en enorm satsing pa teknologisk utvikling.

En lang rekke nye teknologiske utviklingsretninger startet i denne perioden. Vi kan nevne:
* Atomenergi og atombomben.
» Rakett-teknologi som dannet grunnlaget for utvikling av romfart.
* Gassturbin-teknologi som ledet til jetmotoren og moderne flyteknikk.

* Elektroniske regnemaskiner som ledet til moderne datamaskiner.

Elektronisk styring av vapen som ledet til moderne reguleringsteknikk og industriell
automatisering.
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Transistoren ble oppfunnet omkring 1948. Dette ledet til halvlederteknologien, som har gitt
oss mikroelektronikk og en eksplosiv utvikling av hastigheten og ytelsen til datatekniske
komponenter.

Basert pa metoder utviklet av blant annet professor Norbert Wiener ved Massachusetts In-
stitute of Technology (MIT), USA, ble det under den andre verdenskrig utviklet metoder for
styring av luftvernskyts som ga en dramatisk gkning i sannsynligheten for treff. Metodene
var basert pa en matematisk beskrivelse av flyets bevegelse og usikkerheten man har ved ob-
servasjon av denne bevegelsen. Dette var en del av bakgrunnen da Wiener (1947) formulerte
begrepet kybernetikk.

Ordet kybernetikk har greske rgtter (kybernetes: rormann, den som styrer). Kybernetikk har
siden vert et samlebegrep for flere disipliner med teknologisk dominans (teknisk kyberne-
tikk), tyngde pa biologiske aspekter (biokybernetikk) og hovedvekt pa sosiologiske problem-
stillinger (sosiokybernetikk).

En hovedsak for Wiener var begrepet informasjon som til da hadde hatt liten plass i na-
turvitenskap og teknologi, men som han mente var like viktig som energi og materialers
egenskaper.

Kybernetikk er et informasjonsfag, fordi fysiske stgrrelser angis som signaler. Det er framfor
alt informasjonen i signalene som er viktig. I et annet fagfelt som for eksempel energiteknikk,
vil fysiske stgrrelser vaere interessante ut fra deres innhold av energi.

Teknisk kybernetikk er en disiplin som omfatter regulering, kommunikasjon og databe-
handling i tekniske systemer. Reguleringsdelen av teknisk kybernetikk kalles ofte for regu-
leringsteknikk. Reguleringsteknikk har som formal & generere en automatisk pavirkning av
et teknisk system eller en prosess slik at man oppnar et gnsket resultat.

Nar et system for automatisk regulering skal realiseres, ma mange teknologiske fagomrader
tas i bruk:

* Mekanisering som utnytter mekaniske og elektriske elementer (ventiler, motorer o.1.),
for & pavirke farkosters og prosessers atferd.

o Instrumentering (eller maleteknikk) som kan generere og formidle informasjon om
tilstanden til den regulerte prosessen.

* Databehandling (datateknikk og elektronikk) for implementasjon av beregninger og
beslutningsregler som brukes ved automatisk regulering.

* Reguleringsteknikk som omfatter det teoretiske fundament og ingenigrmessige prinsip-
per for styring av prosesser av vidt forskjellig karakter.
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1.2. Reguleringsteknikkens historie

1.2 REGULERINGSTEKNIKKENS HISTORIE

Figur 1.1
James Watts
hastighets-
regulator.

Mennesker har syslet med reguleringsteknikk i lange tider. Funn fra oldtiden viser for eksem-
pel at egypterne hadde utspekulerte hydrauliske reguleringsmekanismer i sine vannklokker
for at de skulle fa stabil gang.

Men det skulle gé lang tid fgr de tekniske nyvinninger som dannet grunnlaget for den indu-
strielle revolusjon, ble oppfunnet. James Watt, som hadde konstruert atskillige forbedringer
pa datidens dampmaskiner, fikk i 1769 patent pa en hastighetsregulator. Grunnprinsippet bak
hastighetsregulatoren spiller en betydelig rolle i mekanisk regulering av maskiner den dag i
dag. Figur 1.1 viser den originale tegningen av James Watts hastighetsregulator.
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Den bestér av to kuler som under rotasjon far en bevegelse utover pa grunn av sentrifugalkraf-
ten. Dette medfgrer at et rgr utenpa den roterende sentrale aksen beveges opp og ned. Denne
bevegelsen er et mal for rotasjonens hastighet og benyttes til a styre apningen i ventilen som
bestemmer tilfgrselen av damp til maskinen som igjen bestemmer rotasjonshastigheten, osv.
Vi har dermed en lukket slgyfe som vi kaller tilbakekopling.

I 1745 (altsé fgr James Watt) tok Edmund Lee ut patent pa et system for regulering av en
vindmglle slik at den alltid dreide seg mot vinden, som vist i figur 1.2. En liten vindfanger
er utformet slik at den dreier til den blir stdende pa langs av vindretningen. Nar den lille
vindfangeren roterer, skjer det en mekanisk overfgring over et stort og et lite tannhjul, slik at
den store vindfangeren dreies til den blir stdende pa tvers av vindretningen.
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Figur 1.2

System for dreining
av vindmeglle mot
vinden.

Det 19. arhundre byr pa et vell av konstruksjoner for automatisk regulering innen damptek-
nikk, gruvedrift og metallurgi. J. C. Maxwell (1831-79), som er mest kjent for sine teorier
om bglgeforplantning, la i 1868 fram den fgrste brukbare teorien basert pa differensiallik-
ninger for beskrivelse av et system som regulerte hastighet. Senere kom Hurwitz (1875),
Routh (1884) og Liapunov (1892) med grunnleggende bidrag til studiet av stabilitet for dy-
namiske systemer. Disse og andre arbeider sammen med bidrag fra kjente matematikere som
P. S. Laplace (1749-1827), J. B. Fourier (1768-1830) og A. L. Cauchy (1789-1857) ga et ve-
sentlig fundament for den fgrste fase av utviklingen av en moderne reguleringsteori. Senere
har man tatt i bruk ideer introdusert av L. Euler (1707-83) og J. L. Lagrange (1736-1813).

H. Nyquist ga i 1932 et viktig bidrag til den fgrste del av moderne reguleringsteknikk. Hans
arbeid om stabilitet av tilbakekoplede systemer var banebrytende. Etter den tid, og serlig
under og etter den andre verdenskrig, har bade den teoretiske og praktiske forskningen vert
sveert mangfoldig. Russeren L. S. Pontryagin og amerikanerne R. E. Bellman og R. E. Kal-
man har levert viktige grunnleggende bidrag til den moderne reguleringsteknikkens andre
fase (1950-80).

En tredje fase i reguleringsteknikkens teori kan pavises fra omkring 1970. Denne fasen preges
av algebraiske metoder og pagar fremdeles (1997).

Det typiske reguleringstekniske utstyr omfatter gjerne enheter for maling, signalbehandling,
beregning og prosesspavirkning (padrag). Fra de enkleste mekaniske og hydrauliske innret-
ninger har utviklingen gatt mot elektriske og pneumatiske konstruksjoner av til dels hgy kom-
pleksitet. Utviklingen av elektronikken har vert av stgrst betydning. Den har fra 1950-arene
frambragt alle de elementene som i dag er uunnvearlige ved bygging av avanserte regulerings-
systemer. Datamaskinen spiller en helt spesiell rolle. Fra omkring 1960, da den farste
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datamaskinen ble tatt i bruk for industriell prosessregulering og fram til i dag, har vi sett en
dramatisk utvikling av datateknologien som blant annet har medfgrt en vesentlig reduksjon
1 pris, stgrrelse og vekt pr. enhet regnekapasitet. Dette har for eksempel medfert at en let-
tere kan realisere teoretiske Igsninger som krever stor databehandlingskapasitet, i praktiske
systemer.

1.3 VESENTLIGE BEGREPER OG DEFINISUJONER

Mye av terminologien som brukes innen fagomradet reguleringsteknikk er av utenlandsk,
serlig engelsk, opprinnelse. Det har i lang tid veert en malsetning i norsk sprakpolitikk & ska-
pe gode norske betegnelser og begreper i tide, for det danner seg en uakseptabel fremmed-
spraklig “ukultur”. I de tilfeller (og det er kanskje de fleste) der fremmedspraklige betegnelser
og begreper har sitt utgangspunkt i et av de klassiske sprakene (latin, gresk) er det naturlig og
gnskelig at det norske begrepet bygger pa den samme stammen. Men det hender at et frem-
medspréaklig begrep er basert pa en spraklig forvanskning, en misforstéaelse eller en sjargong
og da er det bedre & skape et godt norsk ord. To begreper er sentrale i regulerings-teknikk:
regulering og styring (og tilsvarende regulere, styre og regulator, styreenhet).!

Forskjellen i bruk av begrepene regulering og styring er ofte vanskelig & se. Vi bruker gjerne
begrepet prosessregulering, men fartgystyring. Pa tysk er man ngye med at steuern er en
pavirkning av en prosess etter et program eller liknende uten at det foreligger tilbakekopling,
mens regeln omfatter styring pa basis av tilbakekopling. Vi kan derfor gjerne si at regulering
og styring i stor grad brukes om hverandre pa norsk om pavirkning av en prosess bade med
og uten tilbakekopling.

Vi vil forklare en del begreper som er sentrale i reguleringsteknikken.

P4 tysk er begrepene Regelung, regeln, Regler, Steuerung, steuern og Steuer Gert. Oversatt til engelsk blir de
regulation, regulate, regulator og steering, steer, steering device. Men det dominerende begrepet for regulering/-
styring er blitt control, og regulator blir kalt controller. Dette er egentlig en spraklig misforstaelse som gar mange
hundre ar tilbake. Ordet kommer fra det gamle franske ordet contre roller som noksé ngyaktig svarer til det
norske begrepet kontrabok som vi kjenner fra dobbel bokfpring. Det norske begrepet kontroll betyr da ogsa inspi-
sere, verifisere, etterprgve. Det er derfor viktig 4 unnga a bruke det norske ordet kontroll i betydningen regulere,
styre. Det engelske ordet control brukes forgvrig ogsé i dets korrekte betydning i for eksempel quality control
som betyr inspeksjon av kvalitet. Et eksempel pa spraklig forvirring har vi i det engelske ordet birth control som
betyr fgdselsregulering, det vil si pavirkning av antall fgdsler, mens det norske begrepet fgdselskontroll refererer
til inspeksjon av mor og barn. Ordet kontroll har forgvrig en korrekt plass i reguleringsteknisk terminologi for
eksempel i forbindelse med kontrollrom idet informasjon presenteres pa instrumenter og dataskjermer for kon-
troll, dvs. inspeksjon, verifikasjon, overvaking o.l. Det har altsa ikke noe & gjgre med selve regulerings- eller
styringsfunksjonen, men er en samtidig aktivitet med denne.
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Figur 1.3
Begreperi et
regulerings-
system.

Med et system skal vi i denne boka forstd en samling av enkeltenheter som pavirker hver-
andre gjensidig og som til sammen har en funksjon. Med andre ord er det vdrt formdl som
bestemmer hva vi anser & utgjgre systemet, det vil si hvordan vi avgrenser systemet mot
omverdenen (i virkeligheten pavirker jo alle “enheter” rundt oss hverandre, selv om pavirk-
ningene kan vare svake).

Dynamiske systemer er den undergruppen av systembegrepet som er viktigst for regule-
ringsteknikere. At et system er dynamisk betyr at dets indre tilstander endrer seg med tiden
pa grunn av vekselvirkningene mellom systemets enkeltenheter.

Figur 1.3 under gir en oversikt over noen sentrale begreper.

Onsket Forstyrrelse v Malestoy W
utgangssverdi Regulerings- Styre- Midling
(referanse) avvik signal Pddrag Tilstand l (utgang)
Padrags- Mile-
Regulator - Prosess >
organ
(u) g u x element y

(alternativt)

Det som utsettes for et pddrag og forstyrrelser karakteriseres ved tilstander og observeres
gjennom madlinger, vil betegnes som en prosess. Vi bruker “prosess” om det fysiske system
som vi betrakter eller skal styre, mens helheten som bestér av prosess + reguleringselementer
da vil utgjore et (regulerings)system. Eksempel: Et skip kan defineres som en prosess, mens
skipet med autopilot er et system!.En prosess kan vare en del av en framstillingskjede for
et produkt, f.eks. en kjemisk reaktor, metallurgisk reaktor eller en maskin som bearbeider
egenskaper hos materialer eller enkeltkomponenter. En prosess kan i overfgrt betydning vaere
et fartgy eller en kraftmaskin. Et reguleringsobjekt vil ofte vare et ekvivalent begrep til en
prosess.

Tilstander (eller tilstandsvariable)er sentrale i beskrivelsen av prosesser. En tilstand endrer
sin verdi som resultat av en forutgdaende pavirkning. Et eksempel pa en tilstand er tempe-
raturen i en reaktor. Dersom vi endrer oppvarmingen/avkjglingen eller graden av kjemiske
reaksjoner i reaktoren, vil temperaturen endre seg. Et annet eksempel: hvis en motor virker
pa en robotarm, vil robotarmens tilstander veere dens posisjon og hastighet, fordi disse stgr-
relsene karakteriserer na-situasjonen til robotarmen og kan endres. Siden et sett av variable
kompakt kan uttrykkes i vektorform, vil begrepet tilstandsvektor spille en sentral rolle i
resten av boka. Vi vil heretter bruke x(¢) for a betegne en tilstand og x(¢) for a betegne en
tilstandsvektor. Det siste bruker vi nar et system har flere tilstandsvariable. En enkel

N4 er ikke dette helt helt konsekvent i litteraturen. Man bruker ogsé “system” om “prosess”, men det gar da fram
av sammenhengen hva som menes. Dette forekommer ogsa i denne boka.
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fartgymodell f.eks., vil ha ro tilstander, hastighet x; () og posisjon x(z), dvs.

() = x1 ()

x2 (1)

Et dynamisk system vil oftest vere utsatt for pavirkning fra omgivelsene, i var terminologi
kalt forstyrrelse. Slike pavirkninger kan vere av forskjellig karakter, men har det til felles
at de er utenfor var kontroll. Eksempler pa forstyrrelser er endring i sammensetningen av
ravarer og endring i omgivelsestemperaturen til en reaktor, endring i omgivelsestemperatur
rundt en bygning hvor temperaturen skal styres, endring i bglgepavirkningen eller vindpa-
virkningen pa et fartgy. Vi bruker v(¢) for & betegne en forstyrrelse og v(z) for & betegne en
forstyrrelsesvektor.

I motsetning til forstyrrelser har vi tilsiktede pavirkninger som skal utfgre en styrende funk-
sjon, blant annet a kompensere virkningen av de samme forstyrrelser. En slik pavirkning
kalles gjerne et padrag, se figur 1.3. Eksempler pa padrag er effekttilfgrsel eller kraftpa-
virkning. Vi bruker symbolet u(t). Dersom det finnes flere padrag i systemet, kan padragene
samles i en padragsvektor u(r). Noen ganger bruker vi betegnelsen inngang(svariabel) for
padrag.!

Man tar ofte malinger av de fysiske eller matematiske tilstandene i et system (se figur 1.3).
Men et system kan ha flere tilstander enn det som kan males med det tekniske utstyret som er
tilgjengelig. Malevariablene er som oftest funksjoner av systemets tilstander. Malingene kan
veere utsatt for malestgy (eller maleusikkerhet, malefeil) som forringer malingen. En “god”
maling er gjerne et mal for en tilstand (eller noen fa tilstander) i systemet og er lite pavirket
av stgy. Eksempler pa malevariable er spenningen fra et termoelement (temperaturmaling),
bevegelsen av en membran (trykkmaling), indusert spenning i en tacho-generator (hastighets-
maling) eller tidsavstanden mellom utsendt puls og ekko i radar og sonar (avstandsmaling).
Et system som observeres gjennom flere mélevariable har en malevektor. Vi vil heretter bru-
ke y(z) for a betegne en malevektor og y(¢) for & betegne en maling. Noen ganger bruker vi
betegnelsen utgang(svariabel) for méling.

I enkelte tilfeller er det behov for a skille mellom begrepene egenskap og tilstand. En egen-
skap er en funksjon av systemets tilstander. En egenskap vil ofte veere det man forsgker a
endre mot en gnsket verdi ved & endre systemets tilstander. Det er ofte lettere a realisere et
reguleringssystem i de tilfeller der en maling gir et godt mal for en egenskap enn nar egen-
skapen og malingen er forskjellig. Et eksempel pa dette har en ved framstilling av papir der
rivstyrke er en typisk egenskap, som er sterkt avhengig av cellulosefibrenes lengde og

Noen ganger vil symbolet u bli brukt om styresignalet i stedet for padraget, se figur 1.3. I slike tilfeller betrakter
vi padragsorganet som en del av den fysiske prosessen. Da vil vi ofte omtale styresignalet som “padrag”.
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fordeling (tilstand). Rivstyrken er ikke direkte malbar fgr papiret er ferdig framstilt, men
stgrrelsen “freeness” som ogsa er avhengig av fibrenes stgrrelsesfordeling, kan males tidlig i
prosessen. Vi bruker z(¢) for a betegne en egenskap og z(t) for a betegne en egenskapsvek-
tor.

Referanse er betegnelsen pa den gnskede verdien av en maling (eller en egenskap) og gis
symbolet y(y,) eller r(r). Ofte brukes ordet settpunkt for det samme begrepet.

Forskjellen mellom yy(y,) og y(y) kalles avvik og har symbolet e(e).

Tabellen under gir en oversikt over de symbolene som er nevnt ovenfor. Merk at vi ogsa
bruker bestemte bokstaver for a angi dimensjoner pa vektorer.

@vrige begreper vil bli definert etterhvert som de dukker opp.

TABELL 1.1 Symboler for variable i reguleringsteknikk

Begrep Symbol Dimensjon
Tilstandsvariabel/tilstandsstgrrelse x(t) Ix1
Tilstandsvektor x(1) nxl
Padragsvariabel u(t) 1x1
Padragsvektor u(t) rx1
Forstyrrelse v(t) Ix1
Forstyrrelsesvektor v(t) sx 1
Maling y(1) 1x1
Malevektor y(1) mx 1
Malestgy/malefeil w(t) Ix1
Malestgyvektor w(t) mx 1
Egenskap, egenskapsvektor z(t), z(t) Ix1,px1
Referanse, settpunkt r(t),yo(1) 1x1
Referansevektor, settpunktsvektor r(t), yo(r) mx 1
Avvik, avviksvektor e(t), e(r) Ix1,mx1
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Figur 1.4
Monovariabel
prosess.

Figur 1.5
Multivariabel
prosess.

En prosess med ett inngangssignal og eff utgangssignal sier vi er monovariabel.

u(?) +(0) y(1)

A

Nar y(r) og/eller u(z) er en vektor, er prosessen multivariabel.

uy (1) I 1Y 03
u(t) (1) x(1) b——— yzgg y(?)
2 I

Vi skal i denne boka, med unntak av i kapittel 10, konsentrere oss om monovariable systemer.
Merk at dim(y) = m godt kan vere forskjellig fra dim(u) = r.

Merk ogsé at vi kan ha flere tilstander, det vil si x(¢) er en vektor, selv om prosessen er
monovariabel. Vi sier at et system har orden 7, nar antall tilstander er n,

dim(x) =n (1.1)

1.4 TO METODER FOR REGULERING: FOROVER- OG TILBAKEKOPLING

Vi skal presentere de to hovedprinsippene som anvendes ved styring av prosesser. Det fgrste
prinsippet er illustrert i figur 1.6 a). Et stoff, som skal bearbeides, tilfgres gjennom en regu-
leringsventil. Prosessen utsettes for en malbar forstyrrelse slik at resultatet avviker fra det vi
gnsker. I et slikt tilfelle kan vi lage en foroverkopling (ogsa kalt programstyring) som bestar
i at vi med utgangspunkt i den malte forstyrrelsen kan regne ut hvor mye reguleringsventilen
ma forstilles for at prosessens resultat skal bli det vi gnsker. Denne lgsningen er svert utbredt
i mange industrielle systemer og har en rekke fordeler, som vi senere skal behandle i detalj, i
avsnitt 9.6. Vi kan ogsa ha foroverkopling fra referansen

Det andre prinsippet, tilbakekopling, har vi allerede introdusert. Det er vist i figur 1.6 b). Vi
maler prosessens tilstand ved hjelp av et mdleelement, som gir ut et signal til en regulator.
Der sammenliknes malingen med referansen (det gnskede resultatet). Deretter finner regula-
toren ut hvor mye padragsorganet ma forstilles slik at prosessens tilstand gradvis endrer seg i
riktig retning. Derved oppstar en tilbakekopling som medfgrer at prosessens resultat svinger
seg inn mot den gnskede verdien.
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Figur 1.6 Malo-
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James Watt anvendte prinsippet med tilbakekopling da han konstruerte sin hastighetsregula-
tor. De roterende kulene ble brukt som kombinert maleapparat og regulator. Figur 1.7 gir en
skjematisk framstilling av Watts hastighetsregulator.



17

1.4. To metoder for regulering: Forover- og tilbakekopling

Figur 1.7
Hastighets-
regulering ved
tilbakekopling.

Figur 1.8
Justering av
vanntemperaturen
i dusjen.

Maleapparat og regulator Vi

%
Padragsorgan l Prosess l 2

Yo = onsket hasrt\lghet B © Venti u Damp- y = hastighet
W evarm enti maskin
y
Svingkuler

I dag er de fleste tilbakekoplede reguleringssystemer basert pd maleinstrumenter som gir
ut elektroniske signaler, og regulatorer implementert ved hjelp av analog elektronikk eller
datamaskiner.

Vi mennesker benytter tilbakekopling i vart daglige liv. Nar vi dusjer, kjenner vi etter hvor
varmt vannet er for deretter a skru pa kranen som regulerer varmtvannstilfgrselen. Figur 1.8
viser et blokkdiagram som illustrerer dette.

Onsket vanntemperatur Hjernen
| Vanntemperatur
_/_, Blande-
Regulator Hand :
Q—{ Regilaor | in ter
C Sensorer i
nervesystemet

Vi bruker ogsa tilbakekopling ved matlaging: Ved & smake pa maten kan vi finne ut om vi skal
tilsette mer av enkelte ingredienser. Vi benytter smaksorganene som sensorer, hjernen som
komparator og regulator, og handen som padragsorgan for a tilsette salt, krydder og liknende.

En mangel ved foroverkoplingen er at vi ikke har noe mal for hva prosessens resultat egentlig
er blitt. Pa den annen side har vi ved tilbakekopling ikke utnyttet et eventuelt kjennskap til
forstyrrelsens stgrrelse som kan brukes til endring av ventilstillingen. Derfor er det egentlig
sveert logisk a kombinere disse to metodene slik som vist i figur 1.6 ¢). Vi kan gjerne si
at foroverkoplingen gir den hurtige, men ungyaktige korreksjonen, mens tilbakekoplingen
justerer reguleringsventilen slik at resultatet blir helt riktig.
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1.4.1 Statisk prosess

Figur 1.9
Padrag og sprang-
respons for en
statisk prosess.

En statisk prosess er en matematisk abstraksjon som ikke finnes i den fysiske virkelighet,
men som gir oss innsikt i noen sterke og svake sider ved forover- og tilbakekopling:

Hvis sammenhengen mellom inngang u og utgang y for en prosess kan beskrives ved en
vilkarlig funksjon f(+), er y ved tidspunktet # gitt av
y(t) = f(u()) (1.2)

Vi sier at denne prosessen er statisk (eller momentan, ikke-dynamisk, eller engelsk: me-
moryless, static).

Den statiske prosessen er, uansett formen pa f(-), gyeblikkelig i sin respons pa endringer
i padraget u. Den statiske prosessen har altsa ingen “treghet”, slik man finner i virkelige,
dynamiske prosesser (som behandles nedenfor).

Antaatu(t) =0 fort <0ogu(t) =1 fort > 0. Dette kaller vi et enhetssprang. Den statiske
prosessen vil da fa en sprangrespons som vist i figur 1.9.

u(t) 4 y(@) = flu(®)}

1
S)

t t

Hvis den inverse funksjonen f~!(-) eksisterer, kan den statiske prosessen styres perfekt ved

u(t) = f~"(o(1)) (1.3)

siden

(1) = flu(0)) = f(f7H(r(1)) = no(t) (1.4

Anta at inngangssignalet (referansen) er en sinus som vist i figur 1.10. Padraget og utgangen
blir da som vist. Vi har perfekt styring siden y() = yo(t).
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1.4.1.  Statisk prosess

Figur 1.10
Statisk prosess

med foroverkopling
fra referansen.

Figur 1.11

Statisk prosess
med tilbake-
kopling.

Foroverkopling Prosess

t N (1) t) = t
y()( ) -~ fl() u -0 y(@) = yo(0)

sinus H H H . : :: H H Usinus
periodisk, men ikke sinus

Denne foroverkoplinga krever en eksakt modell av prosessen. Na er det imidlertid svert
sjelden vi har dette, s la oss prgve tilbakekopling. Den stgrste fordelen med den er som vi
skal se, at den ikke krever ngyaktig kjennskap til f(u). Strukturen blir som vist i figur 1.11.

Yo~ € X u re y

Vi har innfgrt en forsterker K som sgrger for a endre y, hvis avviket e # 0. Figuren viser at

e=yo—y (1.5)
y= f(Ke) (1.6)

Vi benytter den inverse funksjonen f~!(-). Likning (1.6) lgst med hensyn pi e og innsatt i
(1.5) gir da
/')

K

Yo—y=
som gir det relative avviket for det regulerte systemet:

e _y-y_ 10

Yo Yo K o a7
Vi ser at vi kan gjgre dette sa lite vi vil ved & velge K stor nok. Dette resultatet er uavhengig
av formen pa funksjonen f~!(-), d.v.s. ogsd av f(-). Vi kan oppsummere at en statisk prosess
tilsynelatende kan reguleres tilnermet perfekt med tilbakekopling, ved & bruke K = co. Men
virkelige prosesser er dynamiske, ikke statiske. Stor forsterkning K fgrer pa grunn av dette til
problemer, som vi skal se i neste avsnitt.
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1.4.2 Dynamisk prosess

Figur 1.12
Sprangresponser for
forskjellige
dynamiske
prosesser.

Figur 1.13
Motor i
tilbakekoplet slgyfe.

Virkelige fysiske prosesser fglger til dels kompliserte bevegelseslover som gir et utall for-
skjellige typer responser, som har det til felles at de ikke er momentane slik den statiske
prosessens respons var.

Figur 1.12 viser noen mulige responser y(7) pa enhetssprang i padraget u(z) for forskjellige
dynamiske (dvs. ikke-momentane) prosesser.

Tre i i
A u(?) ¢ A Oscillatorisk N Motsatt utslag
1— u(?)
A i
1 I
» AT 10
. . t
t
a) b) ! c)
4 Tidsforsinkelse A N Ustabil, oscillatorisk
u(t
RN
Ustabil ;
nn IANVA Ut
(1) u(t) 4 A — — —
\ N \/ 7
! (0 \/
) K e) 1 1))

Vellykket regulering av dynamiske prosesser krever kjennskap til prosessens bevegelseslover,
dens dynamikk. Hvis vi for eksempel betrakter en elektrisk motor og definerer den som véar
prosess, kommer vi sgrgelig til kort hvis vi lager en tilbakekopling og skrur forsterkningen
mot uendelig, slik (1.7) kunne friste oss til. Betrakt figur 1.13.

e = posisjons- u =

- avvik spenning v = madlt vinkelposisjon
Yo = onsket ~ % | Motor

vinkelposisjon T_

Oppgaven er & fa motoren til a stille seg fort og ngyaktig inn til gnsket vinkel (dette er
en aktuell problemstilling i robotteknikk). En forsterker gir spenning til motorens klemmer
proporsjonalt med avviket. Sprangresponsen fra referansen yo(z) til malingen y(¢) for gkende
K blir som vist i figur 1.14.
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1.4.2.  Dynamisk prosess

Figur 1.14
Sprangrespons for
systemet i figur 1.13
for forskjellige K.

Vi ser at responsen for liten K er langsom. I hap om raskere respons gker vi K, men da
begynner utgangen y & svinge opp og ned (vi sier at y blir oscillatorisk). Responsen for den
stgrste K er helt ubrukelig, fordi vinkelposisjonen y far stadig kraftigere utsving. Vi sier at
reguleringssystemet blir ustabilt.

A Midl K
A Liten K idlere

yo(t) | /\ A

Stor K

y(1) 14

A
-V

b) )

Enda sterre K A Avansert regulator

MEN:

-

d) e)

Responsen i figur 1.14 e) indikerer hva vi kan oppna med en annen og mer komplisert regu-
lator enn en ren forsterker. Denne mer avanserte regulatoren er valgt og justert inn basert pa
en matematisk modell av motoren. Vi vil komme tilbake til dette eksemplet gjentatte ganger
i denne boka.

Vi kan na oppsummere: Skal vi regulere en dynamisk prosess, bgr vi modellere den matema-
tisk (“beskrive dens dynamikk”). Pa grunnlag av dette finnes sd en god regulatorlpsning.

Teorien som benyttes ved studier av dynamiske systemer har anvendelse innen vidt forskjelli-
ge praktiske felter. Det matematiske verktgy som brukes for & beskrive bevegelsesmgnsteret
til en enkel mekanisk innretning, kan vere det samme som benyttes for & beskrive beve-
gelsesmgnsteret til et romfartgy. Det samme verktgyet kan benyttes for modellering av en
kjemisk reaktor og til beskrivelse av samspillet mellom flere enheter som inngar i et kom-
pleks fabrikasjonsystem. Dynamiske modeller av samme art kan ogsa beskrive gkonomiske,
ressursmessige, befolkningsmessige og andre forhold i samfunnet.

=
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1.5 AKTUELLE REGULERINGSTEKNISKE ANVENDELSER

Reguleringsteoretiske metoder og reguleringsteknisk tankesett brukes mye til styring av far-
tgyer og maskiner, regulering av industrielle prosesser og energisystemer og regulering i
landbruk og fiske. Vi skal vise noen anvendelser innen forskjellige felter.

1.5.1 Styring og regulering av maskiner

Figur 1.15
Regulering av
hastigheten pa en
papirmaskin.

James Watt var som nevnt tidlig ute med en automatisk regulator for a holde en dampma-
skins hastighet konstant under varierende belastning. Mange tilsvarende problemer har siden
oppstatt og funnet sin lgsning. Man kan vanskelig tenke seg en kraftstasjon med turbiner og
generatorer der man ikke benytter turbinregulatorer for a holde frekvensen pa nettet konstant,
og & sgrge for riktig produksjon av effekt til levering pa nettet.

Roterende maskiner som driver produksjonsmaskineri av forskjellig art, har lenge vert gjen-
stand for automatisk regulering av hastighet. Dette er for eksempel tilfellet for de mange
motorene som driver en moderne papirmaskin. Der er det om a gjgre at hastigheten til hver
motor star i et bestemt forhold til de andre motorenes hastighet, for & oppna hgy kvalitet pa
papiret, og for & hindre at papirbanen rives over! Et slikt system er vist i figur 1.15 der mange
og store stalsylindre drives av hver sin elektriske motor. Sylindrene tilfgres vanndamp med
hgy temperatur innvendig, og de brukes til a tgrke et kontinuerlig papirband som gar fra den
ene sylinderen til den andre med stor fart. Hastigheten pa hver roterende sylinder ma regule-
res meget ngyaktig slik at en liten, men konstant strekk-kraft opprettholdes i papiret. Dette er
en meget krevende reguleringsteknisk oppgave.




23

1.5.2.  Styring av fartgyer

Det samme problemet forekommer ogsa i valseverk og trykkeriprosesser og refereres gjerne
til som likelgpsregulering.

En type motorstyring som har fatt stor betydning i verkstedindustrien fra 1950-arene, er sty-
ring av verktgymaskiner. Man oppnar at verktgyet beveger seg svart ngyaktig i forhold til
arbeidsstykket (eller omvendt), etter et pa forhand gitt mgnster. De fgrste styrte verktgyma-
skinene kunne kopiere en mekanisk mal, mens moderne lgsninger benytter seg av digitale
programmer som styrer motorer med stor presisjon, og utfgrer gnskede bevegelsesmgnstre.

1.5.2 Styring av fartoyer

Figur 1.16
Moderne
fartgystyring.

Automatisk styring av skip var et av de tidligste bruksomradene for reguleringstekniske
grunnprinsipper. Seilskuter kan under forholdsvis stabile vind - og strgmningsforhold holde
kursen konstant ved hjelp av et lite styreseil som pavirker roret over en mekanisk forbindelse.
En mer moderne automatisk rorvakt eller autopilot benytter seg av et kompass der avviket
fra gnsket kurs pavirker en styremaskin (rormotor). I enkle systemer vil kompasset vere et
magnetkompass. Dersom man trenger stor presisjon, brukes gjerne et gyrokompass. Figur
1.16 antyder et skip utstyrt med kompass, autopilot (kursregulator), rormotor og ror. For &
gke effektiviteten ytterligere ved styring av kostbare skip, er det utviklet datamaskinbaser-
te lgsninger som styrer skipet, holder greie pa trafikkforholdene og gir beskjed om mulig
kollisjonsfare og andre viktige forhold.

Styring og mangvrering av en moderne supertanker er ingen enkel sak, og innsikt i skipets
dynamiske egenskaper (= bevegelseslover) er viktig for a kunne lykkes.
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Figur 1.17
Styring av
luftskyts.

Maskinrommet pa et moderne skip inneholder dieselmotorer, kompressorer, pumper, kjeler
og tanker, og det er derfor et stort antall oppgaver som krever reguleringstekniske Igsninger.
Delvis ubemannede maskinrom er en realitet blant annet gjennom utstrakt bruk av regule-
ringstekniske metoder.

Mange andre typer fartgyer som vi mgter i hverdagen ville ikke fungert uten bruk av regu-
leringstekniske virkemidler. Dette gjelder framfor alt moderne fly. Foruten automatisk re-
gulering av hastighet, hgyde og kurs har mange fly systemer for automatisk innflygning og
landing.

Militere anvendelser av reguleringstekniske metoder er utbredt. Utvikling av moderne va-
pensystemer har ogsa gitt avgjgrende bidrag til moderne reguleringsteknisk teori og utstyr.
Systemer for automatisk fglging av fly ved hjelp av radar, og styring av luftskyts med om-
fattende datateknisk utstyr for baneberegninger (som vist i figur 1.17) er utviklet under og
etter den andre verdenskrig. Etter dette fglger utviklingen av styrte prosjektiler som enten
kan fjernstyres mot et bevegelig mal, eller som selv inneholder komponenter for deteksjon
av malet og muligheter for automatisk styring.

Romfart er den nyeste anvendelsen av fartgystyring. Reguleringstekniske teorier og metoder
har veert avgjgrende for konstruksjon av systemer for styring av raketter under oppskyting og
for banestyring av romfartgyer. I likhet med militerteknisk forskning har romforskning gitt
mange grunnleggende bidrag til reguleringsteoretiske metoder og komponenter.

1.5.3 Industriell prosessregulering

Papirindustri, oljeindustri, kjemisk industri, sementindustri og elektrometallurgisk industri
kaller vi gjerne prosessindustri. Prosessindustrien er ofte karakterisert ved at ravarer og
energi tilfgres prosessapparatene i en mer eller mindre kontinuerlig strgm. Dette resulterer
i mellomprodukter som igjen tilfgres andre prosessapparater. I et stort og moderne fabrikk-
kompleks for framstilling av kjemiske produkter vil en lang rekke fabrikkavsnitt vaere koplet
tett sammen fordi avsnittene er avhengige av produkter fra de andre. Reguleringstekniske
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1.5.3.  Industriell prosessregulering

Figur 1.18
Styring av en
destillasjons-

kolonne.

lgsninger benyttes mye i slike anlegg. En destillasjonskolonne (destillasjonstarn) der stof-
fer med forskjellig kokepunkt skilles fra hverandre, er et eksempel pa en vanlig industriell
prosess. Et slikt system er vist i figur 1.18 der det er antydet 5 forskjellige reguleringssys-
temer som sgrger for at driften av destillasjonskolonnen stabiliseres og holdes pa optimale
driftsbetingelser.

Kjelevann

Destillasjonskolonne )
Rt Reflux (tilbake-
- lop foren del av Agumulator Destillat (topprodukt)
_ - ~ | destillatet)
Fede (det som l )
skal destilleres) -

\&)\’ | Temperaturmdler

Settpunkt

Nivamadler 9 Reg.

Styrbar ventil
Damp

= Bunnprodukt

I mange tilfeller holder vi arbeidsbetingelsene i en prosess konstante ved automatisk regule-
ring av stofftilfgrselen og energitilfgrselen basert pa malinger av prosesstilstander (en tilstand
kan for eksempel vere en temperatur, en konsentrasjon eller liknende). I andre tilfeller kan
det veere aktuelt & benytte automatisk regulering til & stabilisere en prosess som ellers ikke
kunne fungert, fordi den er ustabil. Et vanlig og moderne anlegg innen petrokjemisk industri
vil kunne inneholde flere hundre reguleringstekniske undersystemer.
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@kt produktivitet og kvalitet er viktige drivkrefter ved bruk av automatisk regulering i pro-
sessindustrien, men hensynet til sikkerhet og arbeidsmiljg kan ogsa veare avgjgrende.

Styring av et romfartgy kan i fgrste omgang fortone seg som en helt annen type oppgave enn
automatisk regulering av en framstillingsprosess f.eks. for plast. Dimensjonering av regule-
ringssystemer for disse to formalene bygger imidlertid pa det samme teoretiske grunnlaget,
noe som betyr at teorien som presenteres er anvendelig pa et bredt sett av anvendelser.

1.5.4 Regulering i energisystemer

Figur 1.19
Vannkraftturbin.

Produksjon og distribusjon av energi, i fgrste rekke elektrisk energi, er en av de viktigste
funksjoner i et moderne samfunn. Automatisk regulering spiller en avgjgrende rolle i alle fa-
ser av denne prosessen. Figur 1.19 viser en vannkraftturbin som driver en elektrisk trefase-
generator. Turbinen er utstyrt med hastighetsregulering (omtrent som en dampmaskin) der
hastigheten males av en liten elektrisk generator, som gjennom en regulator pavirker en stor
ventil i turbinens tilfgrselsledning. Trefasegeneratoren, som leverer sin elektriske effekt pa
et nett, er utstyrt med spenningsregulering ved hjelp av en elektrisk regulator som maler
nettspenningen og regulerer pd magnetiseringsmaskinen som igjen pavirker generatorspen-
ningen. Det er en vanskelig oppgave a regulere kombinasjonen av turbin og generator nar
mange generatorer er koplet sammen i et stort nett.

Spenningsregulator

Magnetisering

Spenning

/ til nettet

Trefase-generator

Hastighetsregulator
Ledeskovler (for sty-
ring av vannstrgmmen)
o@o Hydraulisk motor (for
2 styring av ledeskovler
Turbin S S © Ve )
Tachometergenerator
(hastighetsmaler)

Vay Rorledning



27

1.5.5. Styring og regulering i fiskeriteknologi

Den reguleringstekniske Igsningen vil vaere helt avgjgrende for kvaliteten pa produktet som
kommer fram til forbrukerne, men er ogsa et virkemiddel til a holde et stgrre elektrisk kraft-
nett sammen. Etter hvert som behovet for elektrisk energi gker, og stgrrelsen av produk-
sjonsenhetene og forbrukerenhetene gker, vil det bli ngdvendig med en stgrre integrasjon av
produksjonsenheter i et stgrre geografisk omrade. Dette medfgrer et problem med hensyn til
overfgringsevne og overfgringsstabilitet, og i denne sammenheng er automatisk regulering
av stor betydning. Moderne reguleringsteknisk teori er et viktig hjelpemiddel ved lgsning av
slike problemer.

1.5.5 Styring og regulering i fiskeriteknologi

Figur 1.20

Foring av fisk.

Reguleringstekniske metoder har en lang rekke anvendelser innen fiskeriteknologi og hav-
bruk. Et eksempel pa dette er styringen av en traler som sleper en pelagisk tral, der beve-
gelsen av tralen er et resultat av tralerens hastighet, tralwirenes lengde, oterfjglenes stilling
og flere andre faktorer. Skal tralen fange effektivt ma disse faktorene styres, og det er et
reguleringsteknisk problem.

Innen havbruk trenger vi automatisk regulering av fortilfgrselen til en fiskemerd avhengig
av fiskens stgrrelse, temperaturen i vannet, tiden pa dggnet og fiskens kondisjon. Pa basis
av slike stgrrelser kan vi automatisk regne ut hvor mye for fisken skal ha, og dosere dette
ut i merden ved hjelp av en féringsautomat, som antydet i figur 1.20. Tilsvarende Igsninger
utvikles innen landbruket for automatisering av foring og andre funksjoner i husdyrhold.
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1.5.6 Regulering i ikke-tekniske systemer

Utviklingen av teoretiske og praktiske metoder for styring av komplekse tekniske prosesser
har vart en betydelig inspirasjonskilde for de som er interessert i a beskrive naturlige regule-
ringsmekanismer i for eksempel biologiske og sosiale systemer.

Det menneskelige legeme har sannsynligvis hundrevis av reguleringssystemer i seg. Noen av
disse arbeider helt ned pa celle-niva, andre virker internt i et organ og atter andre styrer sam-
spillet mellom forskjellige organer i kroppen. Fysiologer benytter i stigende grad metoder be-
slektet med de som brukes i reguleringsteknikken, for beskrivelse av komplekse fysiologiske
systemer. Det bygges matematiske modeller og utfgres simulering av fysiologiske mekanis-
mer pa samme mate som i reguleringsteknikken. Vi leerer dermed systemet & kjenne og kan
for eksempel komme med forslag til kunstige inngrep dersom naturlige organer skulle svik-
te. Estimering! av fysiologiske systemers parametre ved hjelp av simuleringsmodeller som
et virkemiddel i diagnose, har allerede vert i bruk i noen tid. Implanterte tekniske regule-
ringsmekanismer til erstatning for defekte fysiologiske reguleringssystemer vil nok fa gkende
utbredelse.

Et annet felt innen biologien er studium av for eksempel fiskens atferd i havet med sikte pa
utvikling av tekniske systemer for a styre atferden. Formalet med slike systemer kan vere lang-
tidslagring og gjenfangst av levende fisk for a oppna jevn tilfgrsel av rastoff til fiskeforedlings-
industrien eller ved oppdrett av fisk i stgrre fjordomrader. Regulering basert pa tilbakekopling
fra malt atferd er da en mulighet.

De typer av dynamiske fenomener som forekommer i samspillet mellom forskjellige under-
enheter i et sosialt system, har mye til felles med fenomener i fysiske og tekniske systemer.
Sosialforskere har derfor i noen grad tatt i bruk metoder fra reguleringsteknikken for a forklare
og foresla kunstige inngrep som kan forbedre situasjonen i samfunnet.

@konomien er en side ved et sosialt system. De gjensidige pavirkninger i et komplekst gko-
nomisk system har vert gjenstand for teoretiske studier i mange ar. De teoretiske metodene
som brukes der har mye til felles med de som forekommer i reguleringsteknikken. Resultater
fra reguleringsteknisk teori har i noen grad pavirket gkonomisk teori og omvendt.

1.5.7 Oppsummering av reguleringstekniske anvendelser

Tabell 1.2 gir en oppsummering og utdypning av avsnitt 1.5. Den viser noen utvalgte eksemp-
ler pa reguleringstekniske anvendelser.

Figur 1.21 viser et tilbakekoplet reguleringssystem. Begreper som benyttes i tabell 1.2 er angitt
i figuren.

I'A estimere betyr & ansld, det vil si vi antar en matematisk modell og bruker méiledata for & finne rimelige verdier
for parametre i modellen.
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Figur 1.21 Forstyrrelser
T1'1bakek0plet Reg- Styre-
reguleringssystem. avvik signal Padrag Tilstand Maling
Referanse Padrags- _ Mile-
Regulator organ Prosess element
TABELL 1.2 Utvalgte reguleringssystemer
Padragsorgan/ Prosess-
Prosess Referanse Forstyrrelse
Padrag tilstand
Destillasjons- Konstant kon- Effekt til koker og Konsentrasjoner | Varierende kon-
kolonne sentrasjon i de- returstrgm (reflux) og temperaturer | sentrasjon og
stillat (utgéaende strgm i fgden
stoff) (tilfgrt stoff) og
varierende effekt
Luft i oppholds- | Konstant luft- Effekt til ovner Lufttemperatur Utetemperatur
rom temperatur og utluftning
Luftvernrakett Malets varieren- | Rakettmotor, bare- Posisjon, hastig- | Vind, lufttrykk
de posisjon flater og ror het og akselera- | og avlednings-
sjon bluss
Nasjonal- Stabil utviklings- | Skatter, avgifter, Bruttonasjonal- Konjunkturer,
gkonomi bane overfgringer og of- produkt og han- | ravarepriser og
fentlig konsum delsbalanse endrede mar-
kedsforhold
Oljerigg med Konstant posi- Vribare propeller og | Posisjon, hastig- | Vind, strgm og
dynamisk posi- sjon, evt. varie- vinsj for ankerkjet- het og akselera- | bglger
sjoneringssystem | rende ved flyt- ting sjon
ting
Papirmaskin Konstant pa- Innsprgytnings-trykk | Fuktighet og Varierende fib-
pirfuktighet og for papirmasse, pa- papirtykkelse eregenskaper og
papirtykkelse pirbanehastighet og fuktighet i rastoff
effekt til torkesylind- og varierende ef-
re fekt
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TABELL 1.2 Utvalgte reguleringssystemer (forts.)

Padragsorgan/ Prosess-
Prosess Referanse Forstyrrelse
Padrag tilstand
Robot Bevegelses- Elektriske, hydrau- Posisjon, hastig- | Tyngden av ro-
mgnster liske eller pneuma- het og kraft botarm og motor
tiske motorer og ytre krefter
fra omgivelsene
Samfunn Regjeringens Media, propaganda, | Produktivitet og | Internasjonale
malsetting inntektsfordeling og | sosial stabilitet konjunkturer,
sosial velferd krig og naturka-
tastrofer
Undervisning av | @nsket utbytte Foreleser, stud. ass., | Ytelse og stem- | Timeplan-kol-
studenter av undervisnin- @gvingsoppgaver, ning lisjoner, for-
gen lerebok og student- kunnskapene
innsats bedre/verre enn
antatt, UKA
Vannkraftstasjon | Konstant ampli- | Dyseapning, mag- Spenning, turtall | Varierende vann-
tude og frekvens | netiseringskrets og og effekt trykk og nettbe-
pé den genererte | vanntilfgrsel lastning
spenningen
Vasketank Konstant veeske- | Ventil i tilfgrselsled- | Vaskeniva Forbruk (uttap-
niva ningen ping) av vaeske

1.6 DRIVKREFTER | INDUSTRIELL AUTOMATISERING

Etter to hundre ar med industriell virksomhet, kan vi se tilbake og skrive historien om hva
som virkelig har skjedd. Pa basis av denne utviklingshistorien og en formulering av hva vi
egentlig gnsker skal skje i samfunnet, burde det né vere lettere a trekke opp retningslinjer
for hvordan mennesket kan pavirke den teknologiske og gkonomiske utviklingen.

Enhver tidligere tidsepoke mé betraktes ikke bare ut fra vér tids forutsetninger, men ogsa
ut fra datidens perspektiv. Slik vil vi bedre forsta hvorfor forskjellige hendelser og utvik-
lingstendenser har inntruffet.

Vi kan forsgke & betrakte industrien fra tre forskjellige synsvinkler:

* Den utenforstaende, ikke direkte bergrte, gkonomen, politikeren

* Industrilederen, eieren, ingenigren

* Industriarbeideren og hans nermeste
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1.6. Drivkrefter i industriell automatisering

Sett fra disse tre synsvinklene vil tilstanden i industrien og gnskene om framtidig utviklings-
retning kunne fortone seg helt forskjellig.

Ingenigrer i dag ma se sin rolle i et videre perspektiv enn de gjorde i tidligere tider. Vi bgr se
pa industrien som et virkemiddel til d realisere menneskelige og samfunnsmessige mdlsettin-
ger snarere enn a se mennesker som et virkemiddel til a realisere industrielle mdlsetninger.
Ut fra en slik holdning vil ingenigrer kunne utforme tekniske systemer de er ansvarlige for
pa en helt annen mate.

Tre hoveddrivkrefter er dominerende i utviklingen av den industrielle automatisering:

* (nske om gkt produktivitet ut fra bedrifts- og samfunnsgkonomiske betraktninger.
En rekke former for produktivitet, som er forholdet mellom utbytte og innsats, ma de-
fineres med referanse til forskjellige innsatsstgrrelser. Vi vil mgte rdvareproduktivitet,
kapitalproduktivitet og arbeidskraftproduktivitet. Av disse vil de to fgrste kunne beteg-
nes som ressursproduktiviteter og angar fgrst og fremst samfunnet som helhet, mens
arbeidskraftproduktivitet i hgy grad ogsa bergrer det enkelte mennesket.

* (Inske om bedre kvalitet pa produkter som virkemiddel i den generelle samfunnsutvik-
lingen, og som virkemiddel for den enkelte bedrift i en konkurransesituasjon.

* Ingenigrens, konstruktgrens og utstyrsleverandgrens nysgjerrighet og utfordring som
leder til nye tekniske lgsninger. En betydelig industri er vokst opp som nettopp lever
av a levere automatiseringsteknikk til brukerindustrien.

I den tidligste fasen av industriell aktivitet var det ikke uttrykt noen eksplisitt malsetning om
tilfredsstillelse av menneskelige behov. Det menneskelige element kom inn som bibetingelser
eller begrensninger framtvunget som fglge av konflikter.

I var tid gnsker vi a fgye en fjerde og femte drivkraft til listen ovenfor som vi kan kalle:

* (nske om & minske miljgbelastningen fra en gitt produksjonsprosess, bade pa miljget

o

i produksjonen (‘““det indre miljg”) og pa “det ytre milj@”.
* @kt menneskelighet

I dag gnsker de fleste en eksplisitt formulering av kravet til gkt menneskelighet allerede un-
der planlegging og utforming av nye systemer for industriell automatisering. Dette betinger
imidlertid at begrepet menneskelighet er ngye spesifisert. Det er for eksempel ikke sikkert
at det a bli fritatt fra fysisk arbeid forbedrer folks situasjon. Det bgr gjgres mer forskning
pa sammenhengen mellom menneskelighet og slike forhold som fysisk og mental utfordring,
medbestemmelsesrett, belgnningsformer, prosessforstdaelse osv. Men selv uten sarlig mye ny
innsikt kan vesentlige forbedringer gjgres ved en viss holdningsendring hos konstruktgrer av
automatiseringssystemer.



1. Introduksjon til reguleringsteknikk

32




2.1

KAPITTEL

Matematiske modeller av dynamiske
systemer

2.1 Innledning og motivering 33

2.2 Differensiallikninger — introduksjon 40

2.3 Lineaere systemer, linearitet 46

2.4 Impulsrespons og foldingsintegral 48

2.5 Sett av differensiallikninger — modeller av hoyere orden 50
2.6 En differensiallikning av hayere orden 65

2.7 Tidsvariante differensiallikninger 68

2.8 Blokkdiagrammer 70

INNLEDNING OG MOTIVERING

For a kunne forsta og regulere en dynamisk prosess utvikler vi matematiske modeller av den.
Dette er likninger som beskriver prosessens oppfgrsel. En typisk matematisk modell er gitt
som et sett av differensiallikninger. I dag er det vanlig & simulere prosesser ved hjelp av data-
maskin for a fa innsikt i dens egenskaper eller prgve ut reguleringslgsninger. A simulere pro-
sessens oppfgrsel (med eller uten regulering) betyr & finne den numeriske lgsningen av dens
matematiske modell. Det finnes i dag et stort antall data-assisterte metoder for dette.

Hensikten med & benytte matematiske modeller er for det fgrste at det er mye enklere, billigere
og sikrere a utfgre tester pa en matematisk modell enn pa et virkelig system. Dette gjelder i
serlig grad for store og kostbare systemer som et skip eller et oljeraffineri, eller fglsomme sys-
temer som et menneskelig hjerte. For det andre er det en rekke prosesser hvor det er pdkrevet
med en matematisk modell for overhodet & kunne regulere dem: Bare hvis man konstruerer
regulatoren med basis i en tilstrekkelig god matematisk modell av prosessen, er man i stand
til a lage et reguleringssystem som kan styre prosessen tilfredsstillende. Et eksempel her er &
holde flytende oljeplattformer i posisjon over et punkt pa havbunnen.

I dette kapitlet vil vi derfor gd gjennom en rekke eksempler pa modeller av prosesser, og
introdusere matematiske verktgy og begrep som vi trenger for modellering.
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EKSEMPEL 2.1: Modellering av en varmtvannsbereder

Figur 2.1
Varmtvanns-
bereder

Varmtvannsberedere er viktige bade i den private husholdning og i industriell virksomhet.
Alle hus har en varmtvannsbereder. Videre benytter sa a si all industriell og offentlig virk-
sombhet elektrokjeler eller oljefyrte kjeler til & framskaffe varmtvann i sin virksomhet. En slik
bereder skal levere vann med en gnsket temperatur tross variasjoner i forbruk, innkommende
vanntemperatur og omgivelsestemperatur.

Vi skal ikke her ga inn pa hvordan velge regulatorlgsning, men bare lage en matematisk
modell av berederen, som er var prosess i dette tilfellet. Vi skal bruke energibevaringsloven
samt enkle sammenhenger for effektflyt og massestrgm.

Figur 2.1 viser varmtvannsberederen. En kald vannstrgm (g) med temperatur v; kommer inn
gverst til venstre. Midt 1 beholderen sitter en varmekolbe med et varmeelement som tilfdgres en
elektrisk effekt u;. Vi antar at varmekolben har en masse m; og en spesifikk varmekapasitet'
c1. Temperaturen i varmekolben antas for enkelhets skyld & vere den samme overalt, nemlig
x1. Varmeovergangstallet mellom varmekolben og vannet er g;.

lll

C i)
< g
q 2 1
V1
§ leml,Cl
i Xy MMy sCy
N 82 V2
1=d
— 9
— X

Temperaturen x; i vannet antas & vere den samme overalt i beholderen (dette kan oppnas
med omrgring hvis det er behov for det, men det er uansett en rimelig forenkling?, og den
gjor den matematiske behandlingen enkel). Massen av vannet i beholderen betegnes med m,
og den spesifikke varmekapasitet er c,. Det totale varmeovergangstallet mellom beholderen
og den omgivende luften betegnes med g, og den omgivende luftens temperatur er v,. For
dette systemet kan det settes opp to energibalanser: En for varmekolben og én for beholderen
med ytre isolasjon. Energibevaringsloven sier at for varmekolben gjelder fglgende: Summen
av den energien som tilfgres, akkumuleres og bortfgres ma vere lik null — den energi som

'For de som ikke er kjent med disse begrepene henvises det til avsnitt 2.5.3

2“Everything should be made as simple as possible, but not simpler” — Albert Einstein
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akkumuleres er lik differansen mellom den som tilfgres og den som bortfgres.

Akkumuleringen av energi i varmekolben foregar ved en temperaturstigning og vi finner at
den akkumulerte energien pr. tidsenhet vil vaere

dE 1 dx 1
= e 2L
da
Den tilfgrte effekten er lik u;, pddraget i dette tilfellet. Den effekten som fgres bort fra kol-
ben, antas & vaere proporsjonal med temperaturdifferansen mellom kolben og det omgivende
vannet (x; —x;) og med varmeovergangstallet gq, altsd g (x; —x7).

Vi finner derfor for varmekolben

dxl 1

d T mie (ur — g1(x1 —x2)) (2.1)

Kolbetemperaturen x; er var ene tilstand. For vannet i beholderen bruker vi energibevarings-
loven pa tilsvarende mate. Vi har at akkumulert energi pr. tidsenhet i vannet er

Tilfort effekt til beholderen bestér av:
* Den effekten som kommer fra varmekolben, g; (x; —x2).

* Den effekten som fglger med det tilfgrte vannet til beholderen. Dersom veeskestrgm-
men ¢ er volumstrgm og vannets tetthet er p, vil den tilfgrte energien pr. tidsenhet med
vannet bli gpcpv; (v = temperaturen av tilfgrt vann, som i var terminologi blir en
forstyrrelse, fordi vi ikke har innflytelse pad denne pavirkningen).

Den effekten som bortfores fra beholderen, bestar av:
 Effekten som bortfgres med utstrgmmende vann, gpcox;

« Effekttapet gjennom isolasjonen til omgivelsene pa grunn av varmeledning, -konveksjon
og -straling. Effekttapet til omgivelsene antas & veere proporsjonalt med temperaturdif-
feransen mellom vannet og den omgivende luften, x, — v,, 0og med varmeovergangstal-
let g». Omgivelsestemperaturen v, er ogsa a betrakte som en forstyrrelse.

Varmebalansen for beholderen vil da gi oss

d 1
% " acs (81(x1 —x2) +gpcavi — gperxs — g2(x2 —12)) (2.2)

Vanntemperaturen x, er var andre tilstand. Pa basis av (2.1) og (2.2) kan vi na stille opp



2. Matematiske modeller av dynamiske systemer EKSEMPEL 2.1 36

felgende matematiske beskrivelse av prosessen

dxy
Z =anxi+apxy+briu; (2.3)
dx,
= +anxy+exvi+envs (2.4)
der!
g _ _
a =— ) app = = —ap
micy mici
81 1
az = ) ayp =——-/(—g1—qpcr—g2)
myco myc
1 qp &
by = , €1 = —— €2 =
micq my mpc

(2.3) og (2.4) viser at vi for dette systemet har fatt to koplede 1. ordens differensiallikninger
av en type som vi seinere skal mgte i mange sammenhenger.

La oss na gjgre fglgende betraktninger:

* Vi har foretatt noen antakelser for a komme fram til de to differensiallikningene oven-
for. Temperaturen i berederen og varmekolbe antas homogent fordelt. Modellens pa-
rametre antas a vere konstante, noe som innebarer at volumstrgmmen ¢ som inngar i
ay; og ey1, antas konstant.

* Differensiallikningene er linecere idet temperaturen i varmekolben og utlgpstempera-
turen, og effekten og omgivelsestemperaturen, inngér lineeert i (2.3) og (2.4).

* Modellen trenger initialverdier. Siden vi har to 1.ordens differensiallikninger, trengs
to initialverdier; for x; og x,. Dersom vi ogsa har informasjon om temperaturen pa
tilfgrselsvannet v og omgivelsestemperaturen v,, kan differensiallikningene lgses.

* Der eri prinsippet mulig a finne en analytisk lgsning av modellen i dette enkle eksemp-
let. Det er imidlertid vanlig a benytte en numerisk integrasjonsmetode for a lgse diffe-
rensiallikninger. Som vi vil se gjentatte ganger i denne boka, benytter vi programvare
(MATLAB, Simulink) som lgser differensiallikninger, uten at vi gar inn pa hvordan
lgsningsmetodene virker. Dette temaet behandles f.eks. i Cheney and Kincaid (1994).

Koeffisient-symbolene a, b og e brukes i tilknytning til henholdsvis tilstand x, padrag u, og forstyrrelse v. Dette
er valgt som standard i denne boka, og samsvarer ogsa med mye av gvrig litteratur.
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TABELL 2.1 Parameterverdier

Parameterverdier
g1 |3 [k\g]

my | 10 [kg]

o 5[]

g2 | 0.1 [KY]

my | 300 [kg]

e 4.184{ K }
k

Vi skal na vise resultatet av noen lgsninger av modellen. Dette kalles gjerne & simulere syste-
met. Figur 2.2 viser Igsningen for to tilfeller hvor modellparametrene er hentet fra tabell 2.1.

a) Vi antar at omgivelsestemperaturen er konstant lik 20 [°C] og tilfgrt effekt er konstant
lik 5.0 [kW]. Videre er temperaturen pa tilfgrt vann lik 5[°C] og forbruksraten er lik

5 [ht%} =0.005 [m{} . Temperaturen i kolben og vanntemperaturen i berederen har

vart konstante en tid fgr simuleringene starter. Lgsningen viser at utlgpstemperaturen
forblir konstant 1 dette tilfellet. Dette benevnes gjerne en stasjoncer lgsning til model-
len.

b) I dette tilfellet reduseres effekten momentant ned til 3 kW etter 10 minutter. De dyna-
miske fenomenene er tydelige pa utlgpstemperaturen.

I reguleringsteknikken vil et typisk problem vere a finne en regulator som sgrger for at ut-
lgpstemperaturen holder seg pa et spesifisert niva, som gjerne kan variere over dggnet. Det
kan oppnas ved & benytte en maling av utlgpstemperaturen til & regulere effekten pa varme-
kolben.
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I det fglgende skal vi se pa hvordan eksemplet ovenfor gjerne presenteres i reguleringstek-
nikken — det vi kaller & gi en reguleringsteknisk beskrivelse av problemet.

Figur 2.2 @ ®)
En stasjon&:r 70| utiopstemperatur [°C] 70 4 utigpstemperatur ['C]
Igsning (a) og
en dynamisk st 1
lgsning (b).

66 1 66 1

641 64 1

62 4 62 4

60 + + + + ' ' 60 L L L , ,
t t t t t t + + t + + t
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Tid (Time) Tid (Min)

Figur 2.3 viser et generelt skjema med padrag u, prosessutgang y, og forstyrrelser v. Dette har
folgende sammenheng med eksemplet ovenfor:

» Padraget er den eller de variable som kan pavirkes av en regulator. Dette er effekten pa
varmekolben.

* Prosessutgangen, eller det som vi gnsker a regulere, er utlgpstemperaturen. Dette betyr
at y = xp. Legg merke til at temperaturen x; i kolben ikke males, den er en “intern”
tilstand i prosessen.

* Forstyrrelsene i dette eksemplet er innlgpstemperaturen og omgivelsestemperaturen,

Prosess med
padrag u, prosess- u(?) (1)

utgang y og — Prosess
forstyrrelse v.

Figur 2.3 l V(1)

I tillegg til begrepene ovenfor, introduseres referansen eller settpunktet yo(t) som defineres
som den gnskede verdien pa prosessutgangen. I dette eksemplet vil settpunktet vere gnsket
utlgpstemperatur.
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Tilbakekoplinga vist i figur 2.4, virker som fglger:
* Prosessen pavirkes av padraget og forstyrrelsen som forklart ovenfor.

 Prosessutgangen, det vil si utlgpstemperaturen, males og avviket e fra settpunktet be-
regnes; e = yp — y.

* Regulatoren inneholder en algoritme som beregner padraget, det vil si effekten, som
funksjon av avviket. Den meste brukte regulatortype for dette formal er en termostat.
Den kan i sin enkleste utgave beskrives som

hvor u(t) = 0 betyr avslatt ovn, og u(t) = 1 angir effekt pa varmekolben.

Figur 2.4 v(t)
Tilbakekoplet i
reguleringsslgyfe yo(D) e(1) u(?) (1)
for en prosess. Regulator > Prosess

2.1.1 Stasjonaer modell

I eksemplet over har vi studert bade stasjonaere savel som dynamiske aspekter ved en modell.
Et stasjonzrt tidsforlgp har vi nar alle variable i et system holder seg pa konstante verdier!.
Sammenlign figur 2.2a med 2.2b: I a-figuren vises et stasjonert forlgp, mens b-figuren be-
skriver et dynamisk forlgp. I noen tilfeller er vi bare interesserte i en stasjonar modell, det
vil si en modell som gir sammenhgrende verdier for prosessens variable nar alle er konstante.
Slike modeller kan beskrives av et sett av algebraiske likninger. Den stasjonzre utgave av
temperaturmodellen i (2.3) og (2.4) blir

aynxy+apxy+biup =0
a1 X1 + axpxy +exvy +exnvy =0
I denne boka vil vi ta for oss dynamiske modeller. Stasjonare modeller er spesialtilfeller av

disse — de fglger av differensiallikningene til den dynamiske modell ved a sette alle deriverte
lik null.

11 kapittel 6 vil vi utvide dette begrepet til ogsa & omfatte sinusformede tidsforlgp.
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2.2 DIFFERENSIALLIKNINGER - INTRODUKSJON

Differensiallikninger utgjgr et av de mest sentrale verkt@y i beskrivelse av dynamiske syste-
mers atferd. Systemer av en type som kan karakteriseres ved at de har konsentrerte paramet-
re (-elementer), vil vere beskrevet av ordinaere differensiallikninger med en fri variabel
(nemlig tiden). Differensiallikningene kan ha konstante eller varierende koeffisienter og de
kan vare line@re eller ulinezre i de avhengige variablene.

Systemer med fordelte parametre!, som for eksempel varmetransport gjennom kontinuer-
lige media, kombinert masse - og varmetransport i rgrreaktorer, bglgeforplantning pa elekt-
riske linjer og i elastiske media og liknende, beskrives med partielle differensiallikninger
der de frie variable i tillegg til tiden ogsa kan vere romlige koordinater (1, 2 eller 3 etter
forholdene).

I reguleringsteknisk sammenheng vil bruk av partielle differensiallikninger sjelden forekom-
me, fordi en sluttet Igsning av partielle differensiallikninger bare eksisterer i s@rdeles enkle
tilfeller. Nar de fordelte fenomenene ikke kan ignoreres, tar man i stedet utgangspunkt i en
beskrivelse basert pa partielle differensiallikninger, og approksimerer modellen ved hjelp av
ordinzre differensiallikninger. I denne boka skal vi bare behandle prosesser og systemer
som kan beskrives med ordineere differensiallikninger, idet vi allerede ved oppstilling av sys-
temlikningene skal gjgre de forenklingene som er ngdvendige for a betrakte systemet som
konsentrert i stedet for fordelt.

2.2.1 1. ordens differensiallikninger

Vi skal nedenfor og i avsnitt 2.5 se pa utledningen av noen flere matematiske modeller av
enkle prosesser, i form av differensiallikninger. Den enkleste differensiallikningen vi skal
betrakte er en /. ordens ordincer differensiallikning. Fram til og med avsnitt 2.4 skal vi bare
betrakte slike. Vi skriver

% =x= f(x,u,t) (2.5)
Vi har her innfgrt et nytt symbol (en prikk over x) for den tidsderiverte av den avhengige
variabelen x, og vil i stor utstrekning bruke dette i det fglgende. Hgyresiden i likningen er
en funksjon av den avhengige variabelen x, av en ytre drivfunksjon u som antas a vare en
funksjon av tiden (for eksempel et padrag). f(-) er ogsa en eksplisitt funksjon av tiden selv.
Funksjonen f(-) kan anta mange forskjellige former. Slik den star i (2.5) kalles differensial-
likningen ulinezer, drevet (pa grunn av den ytre drivfunksjonen u) og tidsvariant.

Vanntemperaturen i eksempel 2.1 ble antatt 4 veere jevnt fordelt i tanken. Da blir dette et system med konsentrerte
elementer. Men hvis vi skulle veart pinlig ngyaktige (som vi ikke trengte i dette eksemplet), matte vi modellert
vanntemperaturen som avhengig bade av tid og romkoordinater — ikke bare av tid. Da blir dette et system med
fordelte parametre.



41

2.2.1. 1. ordens differensiallikninger

Dersom funksjonen (2.5) ikke endres med tiden, sier vi at den er tidsinvariant og skriver

x=f(x,u).

Et eksempel pa en ulinezr, drevet og tidsvariant differensiallikning er x = ¢x + tan(u), mens
en ulineer, drevet og tidsinvariant differensiallikning er x = 2x + tan(u). En annen er
x = y/x+u. Her er det leddet med /x som gjgr den ulineer.

Dersom (2.5) er lineer med hensyn til x og u,
x=a(t)x+b(t)u (2.6)
sier vi at differensiallikningen er linecer, drevet og tidsvariant. (x, u betyr her som vanlig
x(t),u(t), slik at avhengigheten av ¢ er underforstatt.)
Dersom koeffisientene a og b er konstante, vil likningen anta formen
X=ax+bu 2.7

og likningen refereres da til som lineer, drevet og tidsinvariant. Dersom den generelle lik-
ningen i (2.5) antar formen

i= f(x) 2.8)
(det vil si vi har ingen ytre pavirkning), sier vi at systemet er autonomt. Et spesialtilfelle har
viidet linecere, 1. ordens, autonome systemet
X=ax (2.9)
som representerer den enkleste differensiallikningen vi kan tenke oss.
For at vi skal kunne lgse differensiallikningen i (2.5) eller en av typene som er avledet av

denne, ma vi i tillegg til selve differensiallikningen spesifisere begynnelsesverdien av den
avhengige variabelen xo = x(fo).

Vi skal i det fglgende for det meste konsentrere oss om tidsinvariante line@re differensiallik-
ninger' og vil derfor ta utgangspunkt i (2.7).

Denne likningen lgses ved fgrst & finne lgsningen til den homogene (autonome) likningen
(2.9). Denne vet vi er
xp (1) = ce®t—10) (2.10)

der ¢ er en konstant som er avhengig av begynnelsesbetingelsen xo 2. Lgsningen av den
inhomogene (drevne) likningen (2.7) kan finnes ved & anta at ¢ er en funksjon av tiden, altsa

x(t) = c(t)e? 1) (2.11)

I'Systemer som beskrives av slike likninger kalles p4 engelsk linear time invariant systems, vanligvis omtalt som
“LTI systems”.

2Vi kan kontrollere ved & derivere (2.10) og se at resultatet stemmer med (2.9).
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Vi kan na bestemme funksjonen c(¢) ved derivasjon av (2.11) og sammenlikning med (2.7).
Derivasjon av (2.11) gir
(1) = ceU=0) 4 ge(r)ett—10) (2.12)

mens innsetting av (2.11) i (2.7) gir
X(t) = ac(t)e® ) 4 pu (2.13)
Sammenlikning av de to siste likningene gir
¢r) = e a0 py (2.14)

c(t) finnes ved integrasjon av (2.14)
c(t) = co+ / e ) pu(t)dt (2.15)
Innsetting av (2.15) i (2.11) gir da
t
x(t) = coe) 1 / I pu()dt (2.16)
fo
Setter vi t =g i (2.16), finner vi at cop = xp. Den endelige lgsningen blir da
i
x(t) = el =)y + / e Ipu(t)dt (2.17)
1

0

Fgrste ledd i (2.17) ser vi er Igsningen av den homogene likningen. I det andre leddet inngar
den ytre drivfunksjonen u(t), og vi ser at dette leddet har formen av et foldingsintegral.
Lgsningen i (2.17) er meget viktig og skal fa stor betydning for det videre arbeidet. Den skal
i avsnitt 3.3 generaliseres til & omfatte Igsningen av et sett av linezre, koplede, 1. ordens
differensiallikninger.

Et eksempel vil illustrere lgsningen i (2.17).
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EKSEMPEL 2.2 2.2.1. 1. ordens differensiallikninger

EKSEMPEL 2.2: Responsen til en elektrisk krets

Figur 2.5
En RC-krets

Figur 2.5 viser en enkel elektrisk krets som patrykkes en vilkarlig tidsvarierende spenning
e. Vi forutsetter innledningsvis at belastningsimpedansen, Ry, pa utgangsklemmene er uen-
delig stor, slik at det ikke gar strgm via utgangsklemmene. Vi forutsetter ogsa at den indre
motstanden i spenningskilden e er lik null slik at den ikke forarsaker spenningsfall. Vi skal
undersgke hvordan spenningen x over kondensatoren varierer.

e(?) Rpitge = 0 R
rIT—1t-0 1 O- — -
+ 1\
e(t) R C== x(1 Rppgp =°°
- L — — -0 o-—

| t
Siden spenningsfallet i en lukket slgyfe er lik null, har vi at
e =er+ec=Rip+e. (2.18)

Nar impedansen over utgangsklemmene er uendelig, vil strammen gjennom motstanden veere
lik strgmmen gjennom kondensatoren

L de
ix=ic = Ccth (2.19)
Likning (2.19) innsatt i (2.18) gir
d
e=RCZC Lo, (2.20)
dr
Vi setter ec = x 0g e = u inn i (2.20) og finner
'—1( +)—1+1— +b (2.21)
X = RC X u)= Tx Tl/t =ax u .

Vi har en liner, drevet og tidsinvariant differensiallikning.

Vi har her innfgrt stgrrelsen 7 = RC = —1/a som kalles en tidskonstant. Lgsningen i (2.17)
gjelder direkte for dette systemet. Figur 2.6 viser de faktorene som inngar i (2.17).
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Figur 2.6
Faktorene som
inngar i (2.17)

Figur 2.7
Respons ved
sprang i u(r)

ty o+ T t-T t T

Den eksponentielt utdgende virkning av begynnelsesbetingelsen xg er vist til venstre der vi
ser betydningen av tidskonstanten' 7. Foldingsintegralet framgér i hgyre del av figuren som
arealet under den eksponentielt veide padragsfunksjonen i tidsintervallet fra fg til ¢. Summen
av disse to bidragene utgjgr altsa den endelige verdien x. Vi merker oss at begynnelsesbetin-
gelsen xp far mindre innflytelse nar ¢ blir stgrre.

For den elektriske kretsen vil padraget bli et sprang nar spenningen slés pa. At xo = 0 og
u er en tidsfunksjon som undergar et sprang fra null til uy ved ¢ =ty er derfor et viktig
spesialtilfelle. Vi far ved bruk av (2.17)

1=ty

t
x= /e_t%dr = ug [1 —e_T] for t > 1,0 ellers (2.22)
]

Figur 2.7 viser denne Igsningen. Spenningen x bygger seg gradvis opp (karakterisert ved
tidskonstanten 7') fra null mot .

uy + \

~y

ty to+tT

11 figur 2.6, merk at tangenten til den eksponentielt utdgende delen av responsen i punktet (t0, x0) skjerer tidsaksen
ito+T. Vis at det er slik! Denne sammenhengen er nyttig ved rask skissering av eksponentielle tidsforlgp.
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EKSEMPEL 2.3: Kapitalakkumulasjon
Vi skal lage en matematisk modell av formuesveksten til en rentenist.

En rentenist er karakterisert ved at han/hun utelukkende har finansielle inntekter, det vil si
renter pa utlan og avkastning pa investeringer. For enkelhets skyld antar vi at rentenisten bare
har en type plassering av sine penger, med en konstant rentesats, en nedbetalingstid, etc.

Vi definerer
x = formue [Kkr]
r = rentesats [1/ar] (Vi bruker ikke %, men desimaltall; dvs. 0.1 i stedet for 10%)
d = tilbakebetalingsfaktor [1/ar] (Andel av restgjeld betalt pr. ar)
s = rentenistens sparetilbgyelighet [-]
¢ = rentenistens konsumtilbgyelighet [ -]

s og c er dimensjonslgse stgrrelser. De antas konstante. s angir andelen av lgpende inntekt
som rentenisten vil reinvestere (for a fa formuen til & vokse), mens ¢ angir den resterende
andel, som rentenisten vil bruke til konsum ( =forbruk), altsa penger som ikke anvendes slik
at de bidrar til & gke formuen ytterligere. Vi har s 4+ ¢ = 1.

Vi far felgende sammenheng:

[formuespkning/tidsenhet] = [samlet pengestrgm inn]

X (r+d)x
— [pengestrgm til konsum]
c(r+d)x
— [reduksjon p.g.a. tilbakebetaling av lan]
dx
x=((r+d)—c(r+d)—d)x (2.23)
Som kan skrives slik
i=(—d+s(r+d))x (2.24)

Dette er en autonom 1. ordens differensiallikning, jfr. (2.9). L@gsningen blir
x = eMx(0) (2.25)

der
A=—d+s(r+d) (2.26)
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Hvis A > 0, vil formuen vokse. Dette svarer til betingelsen (som kan formuleres pa forskjel-
lige mater):

s >r—id’ eller 2.27)
c <F+Ld, eller (2.28)
rs >(1—s)d (2.29)

Vi ser at hgy rentesats gir formuesvekst, som forventet.

Det er mer interessant at en hgy sparetilbgyelighet har en kraftigere effekt enn rentesatsen,
jfr. (2.29). Vi ser ogsa at tilbakebetalingstiden, som er 1/d, betyr mye: Hvis rentenistens
plasseringer har lang tilbakebetalingstid (liten d), vil formuen vokse kraftigere enn om d er
stor. Hvis plasseringen er i aksjer (som har d=0"), vil formuen vokse uansett avkastningsniva
(rentesats) og sparetilbgyelighet (her ser vi bort fra inflasjon og eventuelle tap).

]

2.3 LINEARE SYSTEMER, LINEARITET

I denne boka vil vi for det aller meste ta for oss linewre dynamiske systemer. Et system er
linezert nar det tilfredsstiller fglgende betingelse:

Anta to vilkarlige inngangssignaler u; og uy, som hver for seg fgrer til responsene x| og x;.
Vi danner et nytt inngangssignal
u=Qui+pup

der ¢ og p er vilkarlige konstante koeffisienter. Hvis den resulterende responsen da blir
X = Qx1+px2

er systemet linert.

Vi sier at lineare systemer tilfredsstiller superposisjonsprinsippet, fordi vi kan legge sam-
men (superponere) delresponsene for a fa responsen pa et sammensatt inngangssignal. Dette
er en svart nyttig egenskap som vi vil benytte mye.

'En aksjepost i en bedrift kan betraktes som et 1an til bedriften, et 1an som ikke betales tilbake. Aksjeutbyttet
svarer da til lanerenta.
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2.3. Lineare systemer, linearitet

Hvis vi né betrakter (2.6) med u; og up som inngangssignaler og xj, henholdsvis x;, som
utgangssignaler, har vi

X1 =ax; +bu
T (2.30)
Xy = axp + buy

(a og b kan vare konstante eller tidsavhengige).
Vi danner x = @x; + px; og setter inn i (2.30)
X = Qx|+ px2
= Qax| + @bu; + paxy + pbuy

= a(@x; + px2) +b(Qui + puz)
=ax+bu

(2.31)

Linezre differensiallikninger gir altsa linezre systemer!!

Hvis vi derimot betrakter likningene

X=—x"4u eller  x=x+tan(u)

sa er linearitetsbetingelsene ikke oppfylt: Ulineere differensiallikninger gir uline&re syste-
mer.

IDet finnes ogsé linezre systemer som ikke beskrives ved linexre differensiallikninger. Et enkelt eksempel er
systemet x(¢) = u(t — 7) der 7 er et konstant tidsintervall, det vil si hvor utgangssignalet ganske enkelt er en tids-
forsinket utgave av inngangssignalet. Ogsa dette systemet tilfredsstiller linearitetsbetingelsene. Impulsresponsen
til systemet, se avsnitt 2.4, er h(r) = §(r — 7).
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2.4 IMPULSRESPONS OG FOLDINGSINTEGRAL

Figur 2.8

Dirac-puls

Figur 2.9
System som er i ro
eksiteres av en
impuls

Et spesielt inngangssignal spiller en viktig rolle i reguleringsteknisk teori: impulsfunksjonen
(den kalles ogsa deltafunksjon eller Dirac-puls). For dette signalet bruker vi symbolet &().
Funksjonen 0(¢) kan defineres som grenseverdien av signalet vist i figur 2.8 nar Az — 0; med
andre ord en uendelig hgy og smal puls med areal A = 1.

O(t) er apenbart en matematisk abstrak-
sjon, siden ikke noe fysisk signal kan
At ha uendelig amplitude og null varighet.
Men enkelte fysiske signaler kan tilneer-
met betraktes som impulsfunksjoner, for
eksempel elastiske stgt i mekanikken og
At / spennings-pulser i elektroteknikken.

Vi betrakter na det generelle systemet i figur 2.9. Systemet er i ro og x(¢) = 0 for t <0.

—_— ] System

u(t) = 8(¢) x(1) = h(1)

Hvis u(t) = 8(t), kaller vi x(¢) impulsresponsen for systemet. Denne symboliseres generelt
med betegnelsen A(t).

Vi betrakter na (2.17), og forutsetter at vart system har xyp = 0 ved t = 0. Systemet utsettes
for impulsen u(z) = §(¢). Da far vi impulsresponsen
t
h(t) = / e "p§(1)dT (2.32)
0

Pa grunn av 0(7) er integranden null for alle 7 # 0. For 7 = 0 fér vi integralet av en im-
puls (areal 1) multiplisert med faktoren e“b som kan settes utenfor integralet. Derfor blir
impulsresponsen i dette tilfellet

h(t) =e“b (2.33)

og vi kan skrive (2.17) slik

t
X(t) = 00y, 4 / h(t — t)u(t)dt (2.34)

fo
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Nar xo = 0 for t = 0, far vi

x(1) = / h(t — T)u()dT = h(r) * u(?) (2.35)

Med andre ord: utgangssignalet er lik inngangssignalet foldet med impulsresponsen. Syste-
met er dermed entydig gitt gjennom sin impulsrespons (Folding kalles ogsa konvolusjon.
Operatoren * indikerer folding).

Vi vil senere fa se i avsnitt 3.4.1 at (2.35) gjelder for vilkarlige linezere systemer av hgyere
orden, ikke bare for slike som kan beskrives ved hjelp av en 1. ordens differensiallikning.
Impulsresponsen for den elektriske kretsen i eksempel 2.2 blir i fglge (2.33) som vist i figur
2.10.

Figur 2.10
Impulsrespons for
den elektriske
kretsen

NI

Vi kan i dette tilfellet tenke pa &(¢) som et kraftig kortvarig spenningsstgt pa kretsens inn-
gang. Spenningen over kondensatoren vil da fa et forlgp som i figur 2.10.

Ved hjelp av h() kan vi na gi en intuitiv forklaring pa fenomenet folding: Anta at systemet
utsettes for et vilkdarlig inngangssignal u(t), og at impulsresponsen /(z) er kjent. Vi spalter
opp tidsaksen fra O til # i N like store, korte intervaller A¢, slik at + = NAtr. Vi antar at vi kan
betrakte u(f) som konstant innen hvert intervall.

For linezre systemer gjelder superposisjonsprinsippet. Dermed kan vi finne responsen y(t)
som summen av delresponsene y;(t), hvor hver delrespons skyldes en smal rektanguler puls
u(t;) som antydet i figur 2.11.

Dersom At er liten, vil hver av disse smale pulsene tilnermet vare en deltafunksjon med
areal = u(#;)Ar . Delresponsen y;(t) blir da h(t —t;)u(t;) At. Totalresponsen blir

N—-1

N—1
y(0) =Y yi(t)y="Y h(t —t;)u(t;) At (2.36)
i=0

i=0
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Figur 2.11
Stykkevis konstant
tilnzerming til u(z).

(Merk at lgpende
tid er T, mens ¢ er
et gitt punkt pa tids-
aksen, dvs. “na”)

som nar At — 0 og N — oo blir foldingsintegralet

/ h(t — o)u(t)dT = h(r) * u(f) 2.37)
0

— At f—
u(ir.)

u(T) & \
hY
N
~N
~
™
o
™ 1~ 1 L | »i(n=bidragtil
utgangen p.g.a.
»T u(z)At
0 t; = iAt t

2.5 SETT AV DIFFERENSIALLIKNINGER - MODELLER AV HOYERE ORDEN

Med unntak av det innledende eksemplet med varmtvannsberederen, har vi til nd betraktet
modeller av 1. orden, dvs. slike som kan beskrives av én differensiallikning av 1. orden.
Varmtvannsberederen ble beskrevet av en modell av 2. orden (vi sier ogsa et “2. ordens
system”), dvs. et sett av to 1. ordens differensiallikninger i to variable. Vi kan selvsagt ha
systemer av enda hgyere orden. I dette avsnittet skal vi studere flere modeller, av orden 2
eller 3.

Fogr vi gir eksempler pa slike, skal vi oppsummere de fysiske lover vi bruker for & kunne stille
opp slike sett av differensiallikninger.

2.5.1 Fysiske balanser

En matematisk beskrivelse av fysiske prosesser (reaktorer, maskiner, fartgy og liknende) vil i
store trekk omfatte oppstilling av flere typer fysiske balanser som foreligger pa forskjellige
steder i prosessen og som til sammen bestemmer den dynamiske oppfgrselen. Det kan for-
muleres en rekke forskjellige typer av fysiske balanser, men for de prosessmodellene som er
mest aktuelle for reguleringstekniske problemstillinger, er det fire typer fysiske balanser som
er dominerende.
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Disse er:
e Masse (stoff)-balanse
* Energibalanse
» Kraftbalanse (som har en parallell i momentbalanse ved roterende bevegelse)
* Elektrisk balanse

Masse- og energibalanse bygger pa et konserveringsprinsipp. Konserveringslovene uttrykkes

som fglger
Netto akkumulert Netto transportert Netto transportert
i et fast volum inn i volumet ut av volumet
(2.38)
Netto generert Netto forbrukt
+ —
1 volumet 1 volumet
Kraftbalanse og elektrisk balanse bygger pa likevektslover
Y F=0 (2.39)

F; kan vere krefter, strgmmer inn mot et knutepunkt osv.

Vi skal ved hjelp av eksempler vise hvordan disse fire typene balanser kan vere til hjelp ved
oppsetting av matematiske relasjoner for en del enkle prosesser. I mange prosesser vil ikke en
type balanse alene vere tilstrekkelig for a beskrive prosessens oppfersel. Flere typer balanser
og andre fenomener ma i mange tilfeller trekkes inn.

2.5.2 Massebalanse (stoffbalanse)

Massebalansen uttrykker i sin enkleste form at stoff ikke forsvinner, men kan forflyttes, ak-
kumuleres og 1 visse tilfeller (for eksempel i kjemiske reaktorer) omdannes til andre stoffer
via kjente reaksjoner!. Et enkelt eksempel vil illustrere fenomenet stoffbalanse.

!Generelt - og mer komplisert enn vi gar inn pi i denne boka - har vi balanselikningen

%// pdV:f/ pvI ndA+m'
|4 A

der dV er et volumelement, p er tettheten til substansen vi betrakter, dA er et overflateelement til V, n har lengde
1 og er den utadrettede normalen til overflaten, v er hastighetsvektoren for substansen i et vilkarlig punkt og m’
er genereringsraten minus forbruksraten til substansen.
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EKSEMPEL 2.4: Volumbalanse for en vaeskestrom

Figur 2.12
To kar koplet
i serie

Figur 2.12 viser et hydraulisk system der to kar som kommuniserer giennom en ventil (veske-
strgm q), tilfgres uavhengige vaeskestrgmmer (u; og uy). Fra karet til hgyre bortfgres en
vaskestrgm (v{) ved hjelp av en pumpe.

X X

1 2
AR\
L e o=

f— 4, — 1 f— 4y — :

For dette systemet kan vi sette opp en stoffbalanse for hvert av de to karene der vi benytter oss
av det enkle forholdet at summen av vaeskemengdene som tilfgres, bortfgres og akkumuleres
ma veere lik null. Dette kan ogsa uttrykkes pa fglgende mate:

* Differansen mellom det som tilfgres og det som bortfgres er lik det som akkumuleres.

Vi antar fgrst at de to karene er sylindriske med grunnflate henholdsvis A; og A,. Nar nivaene
i de to karene betegnes med henholdsvis x; og x,, finner vi at den stoffmengden (volumet)
som akkumuleres i venstre kar per tidsenhet, ma vere

dx|
Vdr
Stoffbalansen for venstre kar gir da
dxy 1
o (y — 2.40
a4 (u1 —q) (2.40)
For hgyre kar finner vi tilsvarende
dx; 1
o — 2.41
o Az(uz+q V1) (2.41)

Vi legger merke til at vaskestrgmmen (volumstrgmmen) som bortfgres fra det venstre karet,
tilfgres det hgyre.

Vaskestrgmmen som utveksles mellom de to karene (g) er et resultat av den hydrostatiske
trykkdifferansen som oppstar pa grunn av nivaforskjellen mellom de to karene. Vaskestrgm-
men er derfor en funksjon av differansen mellom de to nivéene.
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EKSEMPEL 2.4 2.5.2. Massebalanse (stoffbalanse)

Figur 2.13
Ventilkarakteristikk

Fra hydrodynamikken har vi at sammenhengen mellom vaskestrgm og trykkfall med god

tilnermelse kan skrives
q:ko-sgn(x1 —XZ)\/ \xl —XZ’ (2.42)

Dette! er en ulinezr relasjon der parameteren k er bestemt av ventilapningen, rgrdimensjo-
ner og liknende. I nzerheten av en bestemt verdi av differansen (x; —x;) kan (2.42) tilnrmes
med fglgende line®re sammenheng

g~k +k(x; —x2) (2.43)

Dette er vist i figur 2.13.

g

kg - sgn(x) —x,) /‘xl —x2|

X17%
Figur 2.13 er generert i MATLAB. Koden finnes i figur 2.14.
Benytter vi (2.43) i (2.40) og (2.41) finner vi
dx; 1
—=—(—k k —k 2.44
7 Al( 2x1 +koxo +uy — ki) (2.44)
d 1
% = 4 (xi —kow b v +k) (2.45)

Vi er kommet fram til to 1. ordens differensiallikninger som er koplede fordi de avhengige
variablene forekommer i begge likningene. Hvordan disse likninger kan lgses skal behandles
i senere avsnitt.

(2.40) og (2.41) var uttrykk for stoffbalansen i de to karene mens (2.42) i virkeligheten er et
uttrykk for kraftbalansen (trykkbalansen over forbindelsesrgret). Vi har derfor her et eksem-
pel pa forekomsten av to typer fysiske balanser i samme system.

(2.44) og (2.45) er et eksempel pa et sett av lineere differensiallikninger som er en tilncer-
melse til et system som er ulinecert. Dette kaller vi linearisering, som er behandlet nermere
i avsnitt 3.6.

T'sgn x = +1narx > 0 og —1 nir x < 0.
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Figur 2.14
MATLAB-kode

1 k0O = 2;

2 k1l = 0.5;

3 k2 = 2;

4 N = 100;

5 dx = 0.01;

6 x1_x2 = [0: dx: Nxdx]; Lager vektoren x| —x,
7

8 gl = kOxsqgrt (x1_x2);

9 qz = k1+k2+x1_x2; Plotter ¢ 0g ¢, som funksjon
10 / av vektoren x| —x,

1 plot(x1_x2, gql, x1_x2, g2, '--', 'linewidth', 1.6)

2.5.3 Energibalanse

Energibalansen uttrykker at energi ikke forsvinner, men kan forflyttes, akkumuleres eller
omdannes til en annen form.

For de energibalansene vi skal sette opp i denne boka, er det kun ngdvendig a kjenne til be-
grepene varmekapasitet og varmeovergangstall. Varmekapasitet har benevning

[Joule/grad K] = [J/(°K)] og symboliseres ofte med bokstaven C. Varmekapasiteten fortel-
ler hvor mye energi (Joule) som ma tilfgres en gitt mengde stoff eller gjenstand for at dens
temperatur skal gke med en grad Kelvin (Celcius)!. Man kan ogsé oppgi spesifikk varmeka-
pasitet, ofte symbolisert med liten ¢, og med benevning [J/(°K -kg)]. Vi har da C = mc der
m[kg| er mengden av stoff.

Varmeovergangstallet symboliseres ofte med g og har benevning
[W/(°K)] = [J/(s-°K)] . Varmeovergangstallet forteller hvor stor effekt [W] som strgmmer
over et grensesjikt ved en temperaturforskjell pa en grad Kelvin.

2.5.4 Kraftbalanse

Kraftbalanse uttrykker det velkjente resultat fra klassisk mekanikk at i et mekanisk system
bestaende av masseelementer, fjeerende elementer og dempende elementer, vil summen av
kraft og motkraft, i fglge Newtons 3. lov, alltid vere lik null. Dette resultatet gjelder bade for
translasjonsbevegelse og rotasjonsbevegelse. Ved rotasjonsbevegelse erstattes begrepet kraft
med moment. To eksempler vil illustrere kraftbalanse.

IDet er likegyldig om vi bruker Kelvin eller Celsius i denne sammenheng fordi de to skalaene har samme avstand
mellom hver grad — de er bare forskjgvet i forhold til hverandre, [K] = [C]+273.
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EKSEMPEL 2.5 2.5.4. Kraftbalanse

EKSEMPEL 2.5: Kraftbalansen til en svingende masse

Figur 2.15
a)Svingende
masse
b) Prinsippskisse

Vi skal finne posisjonen x til en masse m. En kraft p pavirker massen som er fastspent til en
vegg via en fjer og en demper. Massen glir friksjonsfritt pa underlaget.

1 y n
m PO
N -
a) P b) *(?)
Vi setter opp kraftbalansen til massen ved bruk av Newtons 2. lov

n

ma = Z pi (2.46)
i=1

Fjerkraften, p; , er
p1 = kx

der k er fjaerkonstanten og x er forlengelsen i fjeeren, som ogsa er lik forskyvningen til massen.
Dempekraften, p,, er

dx
p=r dr
der f er dempekonstanten. Vi benytter likning (2.46)
d’x
Mm—s =p—p2r—
dt2 pP—DP2—DP1
dx
=p—f——-k
p—fg —hkx
Dette er en 2. ordens differensiallikning
k 1
)'H—ix—i-—x: —p (2.47)
m m m
idet vi har innfgrt notasjonen
dx d* dx ()
— =X —= =X .. =X
d 7 drr 7 dr"
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EKSEMPEL 2.6: Kraftbalanse for fjeersystemet i en bil

Dette eksemplet er bare en litt mer virkelighetsnar utgave av forrige eksempel.

Figur 2.16 x| = pos. Py Py

Fjersystemet i en x, = hast.

bil /Masse m

X3 = aks.

X4 = Uy = pos.
Xg = Uy = hast.

Opplagringsstykke

b

Figur 2.16 viser fjersystemet i en bil. For enkelhets skyld ignorer vi de tre andre hjulene.
En fjerdedel av bilens masse er forbundet med et opplagringsstykke gjennom en fjer og
en stgtdemper. Opplagringsstykket tenkes & bevege seg opp og ned tilsvarende veidekket.
Problemet er & bestemme hvordan massen vil bevege seg. Nar alt er i ro, vil vekten av massen
utgve en kraft pa fjeeren som vil sammentrykkes, inntil det oppstar en likevekt der fjeerkraften
er lik vekten av massen. Posisjonen til massen (x;) defineres lik 0 nér fjeeren er spenningsfri.
Likeledes regnes posisjonen av opplagringspunktet (underlaget) (x4) relativt til det stasjoneere
underlaget nevnt ovenfor. For enkelhets skyld antar vi at hjulet er laget av svert hard gummi
(dvs. vi ignorerer fjering og dempning i dekket).

Vi kan sette opp tre kraftbalanser for systemet:
* En kraftbalanse for kreftene som virker pa massen
* En kraftbalanse for kreftene som virker pa fjeeren
* En kraftbalanse for kreftene som virker pa demperen
Pa massen virker fire krefter:
* En gravitasjonskraft proporsjonal med massen (m) og tyngdens akselerasjon (g)
* En akselerasjonskraft proporsjonal med massen (m) og akselerasjonen (x3)
* En kraft (p;) fra fjeren
* En kraft (p,) fra demperen
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Summen av disse fire kreftene vil vere lik null. Vi far derfor

—mg—mx3+p1+p2=0 (2.48)

I (2.48) har vi valgt positiv retning oppover! pa krefter og akselerasjoner.
Pa fjeren virker det to krefter:
* En kraft (p;) fra kontaktflaten med massen

* En kraft som skyldes sammentrykningen av fjeren, og som derfor er proporsjonal med
sammentrykningen (x; — x4) og fjerkonstanten (k).

Disse to kreftene vil vare 1 balanse, det vil si deres sum er lik null. Vi far derfor

—p1+k(x4—x1) =0 (2.49)

Pa demperen virker to krefter:
* En kraft (p,) fra kontaktflaten med massen

* En kraft som skyldes hastigheten hvormed stempelet beveger seg i dempesylinderen
og som derfor er proporsjonal med hastigheten (xs — x,) og dempekonstanten (f).

Disse to kreftene vil vere i balanse og deres sum settes derfor lik null. Vi far derfor

—p2+flxs—x2) =0 (2.50)

Disse tre likningene sammen med den kunnskapen vi har om sammenhengen mellom posi-
sjon, hastighet og akselerasjon,

dx1
— 2.51
P (2.51)
dx
— = 2.52
P (2.52)
dxy
s 2.53
T (2.53)

gjor det mulig for oss a sette opp en komplett matematisk beskrivelse av systemet i figur 2.16.

IFor 4 ikke rote seg bort nar man setter opp kraftbalansen, er det viktig & bestemme seg for hvilken retning som
defineres som positiv og sa holde seg konsekvent til den.
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Innsetting leder til at variabelen x3 kan elimineres og vi finner fglgende likninger

dx;

= 2.54
a2 (2.54)
dx2 . 1 1 dl,t]

o m(—kxl — fx2) + . (kul +f 7 > -8 (2.55)

Vi ser at dette er to 1. ordens differensiallikninger og de er koplet sammen idet begge de
avhengige variablene x; og x, forekommer i begge likningene. Den ytre pavirkningen pa
systemet ser vi utgjgres av posisjonen u; = x4 av underlaget og dens tidsderiverte (hastighe-
ten).

duy

—_— = 2.56
T (2.56)

u; =

I tillegg kommer den konstante tyngdens akselerasjon g.

Vi skal siden komme tilbake til et detaljert studium av differensiallikninger av den typen som
er gitt i (2.54) og (2.55).

De tre kraftbalansene som er benyttet i det foregdende, kan selvsagt uttrykkes pd mange
forskjellige mater. Det vesentlige er midlertid at man bryter ned problemet til elementere
fenomener som siden knyttes sammen med relasjoner av den typen som er gitt i (2.48)-(2.53).
|

2.5.5 Elektrisk balanse

Anvendelse av balansebetraktninger av samme type som i de foregdende avsnittene er vel-
kjente i analyse av elektriske kretser. Kirchhoffs lover uttrykker som kjent at summen av
strgmmene inn til et knutepunkt er lik null og at summen av enkeltspenningene over alle
komponentene i en maske (slgyfe) er lik null.
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EKSEMPEL 2.7: Elektrisk balanse for en krets

Figur 2.17
Elektrisk krets

Vi tar for oss kretsen som er vist i figur 2.17.

Kretsen patrykkes en varierende
spenning e (¢). Det forutsettes at

3 P 3 spenningskilden e;(7) har null ind-
o [ } s ——1___—3—0o re motstand. Vi gnsker & finne
Ry L \ iy R, strgmmene og spenningene i kret-
c c sen, serlig spenningen e3 som

e j— 7 j— . .
! I:) ! 2 2 3 blir kretsens utgangsvariabel. Det
HD forutsettes at denne males med
o o apne klemmer, dvs. uendelig be-

lastningsimpedans.

De generelle ssammenhengene mellom spenning v og strgm i for en kondensator, henholdsvis

induktans, er
) Cdv Ldi
i=C—, og v=L—
a O® dt

I en krets der en induktans inngar, lgnner det seg derfor a velge stremmen gjennom induk-
tansen som avhengig variabel — i vart eksempel, i;. Nar en kapasitet forekommer i en krets,
lgnner det seg a bruke spenningen over kapasiteten som avhengig variabel — i dette tilfellet
ey 0g e3. Spenningsbalansen rundt masken I blir da

di

L— =e1—ey)—Rji 2.57
dr (& () 111 ( )

Spenningsbalanse rundt masken II gir

d
R2i3 = Rngf — €y —e3 (258)

Strgmbalanse i forgreningspunktet P gir

. . . dey d€3
= =Ci—+C—
1=+ 1dl‘ + Zdt

(2.59)
d€2 e) —e3
=C—
! dt + R>
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Vi innfgrer en notasjon tilsvarende den som er brukt i de foregdende eksemplene,

ille
€y =Xy 0g €] =uj
€3 = X3

Da vil de foregaende likningene bli:

il +anx+b
— = aj1x; +apx u
ar 11X1 12X2 1141
dx,
—— = ap1X1 +axpxy +axx;
dt
dX4 4
— = azXxp + aszx
ar 32X2 33X3
der
R 1
a = —— a e
11 La 12 L7
1 1
a] = — ay = ———
21 c’ 22 RoCy
1 1
ayp = ——, ay = ———
32 R 33 R

(2.60)

(2.61)

(2.62)

by =

~I =

a =
23 R

Likning (2.60)-(2.62) viser at vi igjen har fatt et sett med 1. ordens koplede tidsinvariante

(dvs. konstante koeffisienter) linezre differensiallikninger!.
||

IDette er ikke den mest effektive maten 4 sette opp matematiske modeller pa for slike enkle kretser, men det er
en fordel a vere i stand til & gjgre dette hvis man for eksempel skulle mgte pa en krets med ulinezre elementer
(dioder etc.). Da er det ngdvendig a bruke en slik teknikk. Men hvis alle elementer er linezre, er det som regel

enklest a bruke impedansbegrepet, behandlet i eksempel 4.4.
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2.5.6 Prosess med bade elektrisk- og mekanisk balanse

Noen prosesser inneholder elementer fra flere av de fysiske delomrader som vi har sett pa til
na. En kategori er elektriske maskiner, som bade har elektriske og mekaniske komponenter.
Vi skal se nzrmere pa dette.

Dette eksemplet er scerskilt sentralt — og vil ga igjen mange steder seinere i boka.

EKSEMPEL 2.8: Likestromsmotor

Vi skal presentere og utvikle en matematisk modell av likestrgmsmotoren. Den brukes i
mange sammenhenger, der det er behov for hastighetsregulering (elektriske kjgretgyer, trik-
ker, tog, papirmaskiner, valseverk) eller posisjonsregulering (roboter, skrivere). Motorene
kan ha effekter fra MW-omradet og ned til brgkdeler av en Watt. De brukes ogsa som gene-
ratorer, da settes det et dreiemoment pa akselen og man tar ut elektrisk effekt fra motorens
ankerkrets (eller rotorkrets — se nedenfor). Vi snakker ofte om likestrgmsmaskin for a indi-
kere at den, som de fleste andre typer' elektriske maskiner, kan brukes bade som motor og
generator. En spesiell generatoranvendelse av en liten likestremsmaskin er som tachometer
(turtallsmaler); da kopler man maskinen til en aksel som driver den og lar den virke som
maleinstrument. Den genererte spenningen blir proporsjonal med turtallet.

Vi skal forklare likestrgmsmotorens virkemate ved & refere til de to skissene i figur 2.18. Del-
figur (a) forklarer hvorfor motoren roterer (men du trenger ikke skjgnne detaljene i delfigur
(a) for & kunne modellere likestrgmsmotoren — du kan ngye deg med delfigur (b)). Motoren
bestar av to hovedkomponenter, den ytre og stillestdende statoren, og den indre og roteren-
de rotoren — ogsa kalt ankeret. Begge er laget av magnetisk ledende blikk. Statorviklingene
er pasatt en spenning som Kalles feltspenningen. Den gir opphav til feltstrommen, som la-
ger et magnetfelt i statorspolene. (Disse statorspolene kan ogsa vare permanentmagneter;
da trenger man ikke feltviklinger for & magnetisere motoren.) Magnetfeltet fra statorspolene
gar gjennom rotoren som indikert ved de tynne pilene i delfigur (a). Vinkelrett pa dette mag-
netfeltet og parallelt med rotorakselen, géar viklingene i rotoren. Disse mates med likestrgm,
ankerstrommen i, . Dette skjer via kullstifter som kalles bgrster, som forholdsvis friksjons-
fritt kan overfgre strgm til rotorviklingene, som glir forbi bgrstene. Magnetfeltet fra statoren

ILikestrgmsmotoren er bare én i en flora av elektriske motortyper. Den mest utbredte er asynkronmotoren, som
fullstendig dominerer i industrien. Denne motoren er billig og slitesterk (mest fordi den ikke har bgrster), og den
gar direkte pa trefase vekselspenning fra nettet, uten omforming. Ulempen er at den i motsetning til likestrgms-
motoren er vanskeligere a hastighets- eller posisjonsregulere. Den anvendes derfor der hvor man bare trenger
konstant hastighet, som i ventilasjonsanlegg, pumper, transportband og de aller fleste kraner. Men man kan ved
hjelp av moderne kraftelektronikk bruke en asynkronmotor til avanserte servo-anvendelser. Etterhvert som denne
elektronikken utvikler seg i ytelse/pris, vinner asynkronmotoren fram pa bekostning av likestramsmotoren. Vi vil
likevel ngye oss med a behandle likestrgmsmotoren i denne boka, fordi den fortsatt dominerer i reguleringstek-
niske anvendelser, er enkel a forsta, og fordi innsikt i én type motor gjgr det lett a forsta de andre typene, da det
er store likhetstrekk mellom de ulike motortypene.
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Figur 2.18

Likestrgmsmotor

utgver ei kraft pd hver vikling som er proporsjonal med magnetfeltets styrke, med viklin-
gas lengde pa tvers av feltet, og med ankerstrgmmen i,. Med de strgmretninger i stator som
er antydet (“kryss” betyr at strgmmen gar inn i papirets plan, “prikk” at den kommer ut av
planet), vil de samlede krefter pa viklingene gi et dreiemoment dy; [Nm] i den retning som
er antydet med den krumme pila i rotoren. Den detaljerte viklingsgeometri framgar ikke av
figuren, men poenget er at viklingene legges slik at stremmen i rotor alltid gar en vei foran
den ene polen, og motsatt vei foran den andre.

¢
ankerviklinger
barster (b)

(@)

For vare anvendelser vil vi anta at statorfeltet er konstant, enten fordi man har konstant felt-
strgm, eller fordi statorfeltet settes opp av permanentmagneter. Da er motorens dreiemoment
gitt av i,. Vi har en ankerstyrt motor, noe som er sveert vanlig i reguleringsteknikken. (Men
man kan ogsa ha feltstyrte motorer, eller motorer hvor begge viklinger reguleres samtidig).
For en ankerstyrt motor vil man ha fglgende enkle formel for dreiemomentet:

dy = Kri, (2.63)
K7 kalles motormomentkonstanten.

Na til delfigur (b): Dette er en blanding av et elektrisk krets-skjema og en mekanisk skisse.
Alt i denne skissen har med rotoren a gjgre, siden vi bare betrakter alternativet med an-
kerstyring og konstant statorfelt. Virkningen av statorens konstante magnetfelt er inkorporert
i motormomentkonstanten, og vi kan derfor se bort fra statoren i det fglgende. Ankerspen-
ningen u, gir opphav til ankerstrgmmen i,. Rotorens elektriske egenskaper modelleres som
en seriekopling av ankerinduktans L, og ankermotstand R,. Nar motoren roterer, oppstar en
motindusert spenning e, over ankerviklingene, proporsjonal med vinkelhastigheten @. Sam-
menhengen er

e =Ko (2.64)

K, kalles hastighetskonstanten (eller spenningskonstanten). Det kan vises (se bakerst i dette
eksemplet) at vi under rimelige forutsetninger har K, = K7. Den motinduserte spenninga
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e, virker begrensende pa ankerstrgmmen, slik det framgar av fortegnene i delfigur (b). For
spenningsbalansen i ankerkretsen har vi

di,
a :Ra .a Lai a 2.65
u Ig+ I +e ( )

Likestrgmsmotoren er et elektromekanisk system. Den mekaniske delen er ogsa vist i del-
figur (b). For den gjelder Newtons 2. lov for rotasjon (som svarer til F = ma for rettlinjet
bevegelse). Generelt kan denne uttrykkes som

d=Jw (2.66)

Her er d netto dreiemoment [Nm], J er treghetsmoment [kgmz] for den ekvivalente roterende
masse som motoren driver @ og er vinkelakselerasjon [rad/s?]. Med “ekvivalent” menes at
alle de masser som motoren beveger, inklusive rotor og aksel, er omregnet til ett ekvivalent
treghetsmoment. Momentbalansen (som er analog til kraftbalanse for rettlinjet bevegelse)
blir da

dy+v=Jo (2.67)

Her er v belastningsmomentet pa motoren, som skyldes det arbeid motoren gjgr. Belastnings-
momentet v vil veere negativt nar motoren yter arbeid. (Nar den gar som generator, vil v veere
positivt. Videre: Ved motordrift er u, > e,, ved generatordrift er e, > u,.)

Vi har til na forutsatt at motoren er friksjonslgs. Dette vil for de fleste formal veere aksep-
tabelt. Hvis vi likevel skal ta hensyn til friksjon, kan det meste av friksjonsvirkninger mo-
delleres ved a innfgre en viskgs dempekonstant B [Nm s /rad] som virker via @ og gir et
bremsende tilleggsmoment. Da blir momentbalansen endret til

dy+v—Bo=Jd (2.68)

Vi innfgrer igjen en notasjon tilsvarende den som er brukt i de foregdende eksemplene. Til-
standene blir rotasjonshastighet og ankerstrgm:

o =X
i, = X2

Padraget er ankerspenningen u, = u. Forstyrrelsen er lastmomentet, som allerede er gitt stan-
dardbetegnelsen v.
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Da vil de foregaende likningene gi:

dx| B Kr 1
[ — — 2.69
o7 JX1 + 7 X + Jv ( )

dxv, K, R, ]
_ Kk R 1 2.70
dt LT (2.70)

Vi har nok en gang fatt et sett med 1. ordens koplede, tidsinvariante linezre differensiallik-
ninger.
For spesielt interesserte:

Vi skal vi vise at K, = Kr. Vi forutsetter at den elektriske effekt som motoren avleverer pa
akselen, svarer til den elektriske effekt som motoren tilfgres, fratrukket tap i rotoren pa grunn
av dens ohmske motstand R. Andre tap kan vi se bort fra. Avlevert mekanisk effekt P pa
akselen er

P=dyw = (Kri,)® (2.71)

Denne skal svare til netto elektrisk effekt tilfgrt motoren, slik at vi ogsa har
P =ei, = (K,0)ig (2.72)
Dermed far vi K, = K7.

2.5.7 Bruk av benevninger

Benevninger er nyttige for a sjekke om de formler vi kommer fram til er konsistente (dvs.
korrekte). La oss illustrere dette ved & utlede ligning (2.2). Vi setter opp energibalansen for
et lite tidsintervall Az:

Varmetap
Akkumulert Tilfgrt fra Bortfgrt av til omgivelser
energi i vannet varmeelement vannstrgm fra yttervegg
my ¢ Axp = X1 —x2) — 2 (p—vy) — X2 —V A
2 2 Ao =( g1 (xn—x) qg p 2 (xa—vi) g2 (=) )- Ar
lke] [ [°C] CIRe ) [4] &%) rd K¢ [C) ]
\ / m

=[kWs]=[kJ]=[energi] —[kWs]=[KJ]=[energi]
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Hvis vi deler pa Ar og myc; pa begge sider av likhetstegnet, far vi (2.2). Benevninga pa begge

sider blir
[kWs] _1°C {temperatur}
kg] - [lifgwgc] -[s] | s | L tidsenhet
som stemmer med (2.2):
dx _
dt

2.6 EN DIFFERENSIALLIKNING AV HOYERE ORDEN

Vi har til na, med unntak av eksempel (2.5) utelukkende betraktet én differensiallikning,
eller et sett av 1. ordens differensiallikninger. Men en differensiallikning kan ogsa inneholde
hgyere ordens deriverte av den avhengige variabelen med hensyn pa tiden ¢. Da kalles den en
hgyere ordens differensiallikning. En slik likning av #n’te orden, med én avhengig variabel x
og en ytre pavirkning u, kan pa generell form skrives

(n)

g(x,x, %, ..., x ,u,t) =0 (2.73)

der g(-) ogsa kan vere en eksplisitt funksjon av # som vist (det vil si at g(-) kan ha koeffisi-
enter som varierer med tiden).

I (2.73) har vi brukt fglgende symboler

_dx (n)  d"x
= X =
dt’ dr"
Likning (2.73) kan omformes til
—1
W_ rexg % ) (2.74)

Vi skal sjelden lgse slike hgyere ordens differensiallikninger, fordi det ofte er mer hensikts-
messig 4 gjgre dem om til et sett av 1. ordens differensiallikninger'. Og vi kan alitid gjgre
dette.

'Men ved bruk av Laplacetransformasjon kan vi lgse hgyere ordens tidsinvariante linezre differensiallikninger
direkte. Dette vil bli gjort i kapittel 4.
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Metoden géar ut pa & innfgre nye variable, én for hver av de hgyere ordens deriverte av x.

Vi innfgrer 1 (2.74)
X1 =X
Xy =X = X]
X3 =X=Xx)
(n=1) |
Xp= X =ZXp_1

Dette gir fglgende sett av 1. ordens differensiallikninger
X1 =xp
Xy =Xx3

(2.75)

xn :f(-xlvxZu ...7Xn,1/£,[)

Vi har gjort om én n’te ordens differensiallikning til n fgrsteordens koplede differensiallik-
ninger. Variablene x1,x,...,x, 1 (2.75) kalles tilstandsvariable. For et hvert system karakte-
risert med én n’te ordens differensiallikning kan man altsé lage et ekvivalent system med n
tilstandsvariable. Begge systemer er av n’te orden.
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EKSEMPEL 2.9: Omgjoring av en 2. ordens differensiallikning

Vi betrakter 2. ordens differensiallikningen som beskriver bevegelsen av en masse som er
festet til en fjer og en demper — eksempel 2.5

ko1
PN —p (2.76)
m m m

Vi skal gjgre om likning (2.76) til et sett av 1. ordens likninger. Vi setter x = x; og X = x».
Den patrykte kraften, p , blir vart padrag, u. Likning (2.76) kan da skrives slik

X1 =X

2.77)

Tilstandsvariable som danner den spesielle strukturen i (2.75) og som (2.77) er et eksem-
pel pa, kalles gjerne fasevariable. De bestar av en variabel og de fgrste n — 1 deriverte av
denne. Et eksempel pa en modell hvor de tilstandsvariable ikke er “fasevariable” er den elekt-
riske kretsen gitt ved likningene (2.60)-(2.62). Tilstandsvariablene i de fleste eksemplene i
avsnitt 2.5 passet ikke inn i den fasevariable strukturen (2.75).

Likning (2.78) gjengir en generell struktur av n koplede 1. ordens differensiallikninger
X:l — fl (X1,X2, cees Xy Mat)

x.2 — f2(x17x27 cees Xy Mvt)
, eller kompakt uttrykt: x = f(x, u,1) (2.78)

xn = fn(xl y X2, ...,Xn,l/l,t)

Likning (2.78) representerer ogsa ulinezre og tidsvariante systemer.

Et spesialtilfelle som dominerer i denne boka er nar funksjonene av tilstandsvariablene og
padraget pa hgyresiden i likning (2.78) er lineere og tidsinvariante. Alle eksempler til na
unntatt 2.4 (massebalanse for veskestrgm, som er ulineert), er i denne kategorien.

Et slikt sett av fgrste-ordens koplede, lineare differensiallikninger med konstante koeffisien-
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ter og én padragsvariabel kan skrives
X1 =anx; +apxy + ... +apx, + b
fCQ =an1X] +axxy + ...+ axyx, + b21u1

(2.79)

Xn =an X1 + apaX2 + ... + AppXn + by1uy

Likningssettet i (2.79) kan Igses ved hjelp av de metodene som utvikles i kapittel 3.

2.7 TIDSVARIANTE DIFFERENSIALLIKNINGER

Likning (2.17) gir lgsningen av en linear differensiallikning med konstante koeffisienter. Den
er for enkelhets skyld gjengitt i (2.80)

t
x(t) = e xg + / " Dbu(t)dt (2.80)
fo
Figur 2.19 o) ooy b
Diskretisering av A a
padrag og tidsvari- I \

erende konstanter

u(t)
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2.7. Tidsvariante differensiallikninger

Nar koeffisientene er tidsvarierende, som i likning (2.6), finnes det en lgsning som likner pa
(2.80). For a lgse linezre differensiallikninger med tidsvarierende koeffisienter, tar vi i bruk
numeriske teknikker. Vi deler opp tidsaksen i intervaller. Lengden pa intervallene velges
slik at koeffisientene a(r) og b(r) og padraget u(¢) kan betraktes som tilneermet konstante i
intervallene. Dette er illustrert i figur 2.19.

Vi kan finne ut hvordan systemet utvikler seg fra en begynnelsestilstand ved tidspunktet #;
til tilstanden ved tidspunktet #,, der t, —t; = At (diskretiseringsintervallet), ved & benytte
(2.80)

[5)
x(t) = ™ x(t)) + / /> pidt (2.81)
141

a,b og i er middelverdiene av de respektive tidsfunksjonene i intervallet fra #; til 1.

Lgsningen av (2.81) er

x(ta) =e™x(1y) + g(ea‘m _1)a .

=@(t,Ar)x(t1) + 6(¢,Ar)u(ty)

Vi har for enkelhets skyld antatt at den midlere verdien av padraget u(z) over tidsintervallet
At er lik verdien padraget hadde ved tidspunktet #1, altsa i = u(t;).

Dersom koeffisientene a og b er konstante, slik tilfellet var i avsnitt 2.2.1, vil likning (2.82)
forenkles til

x(t) = @(At)x(t1) + 8 (At )u(t)) (2.83)

der @(Ar) og 8(Atr) er konstante. Det knytter seg spesiell interesse til funksjonen ¢(z,At)
i (2.82). Den kalles transisjonsfunksjonen, fordi den beskriver hvordan systemets tilstand
gjennomgar en transisjon' frax(¢;) ved tidspunktet ¢ til x(t2) ved tidspunktet #,, nr systemet
ikke er pavirket utenfra. Transisjonsfunksjonen er en funksjon av tiden og tidsintervallet nar
systemet er tidsvariant. Nar systemet er tidsinvariant, er den bare avhengig av tidsintervallets
lengde.

Egentlig halv-engelsk: “transition” = overgang.
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2.8 BLOKKDIAGRAMMER

Et blokkdiagram gir en skjematisk representasjon av en matematisk modell.

X

Figur 2.20 Begynnelsesverdi —
. T, t
Vanlige symboler Multiplikasjon 0
med konstant X+ det
X
X ax x(1) 0 _>1
a > X,
—_—
Integrasjon
x2 _
) +x3 X = ‘ﬁ‘
. X d dt X

X%

Multiplikasjon

S

- d
+ X3

)

Summasjon/ subtraksjon Derivasjon

Funksjonsgenerering

I et blokkdiagram vil tilstander og andre tidsvariable vare representert ved linjer (omtrent
som et elektrisk signal pa en ledning) mens matematiske operasjoner som funksjonsbereg-
ning, integrasjon, derivasjon og liknende er karakterisert ved firkantede blokker eller spesielle
symboler som vist i figur 2.20. Addisjon og subtraksjon av en eller flere tidsvariabler er re-
presentert ved et symbol der fortegnet angir om det er addisjon eller subtraksjon. De mest

vanlige symbolene er vist i figur 2.20.

Fordelen med blokkdiagrammer - som inneholder akkurat samme informasjon som et sett av
differensiallikninger - er at det er lettere a se av et slikt diagram hvordan vekselvirkningene i

systemet skjer; dvs. tilbakekoplinger og koplinger mellom deler av systemet.

Vi vil illustrere hvordan man lager blokkdiagrammer med noen eksempler. Fra na av vil vi
stort sett slgyfe plusstegnene i summasjonspunktene. Det er underforstatt at vi mener pluss

pa innganger der det ikke star noe annet.

EKSEMPEL 2.10: Blokkdiagram for et 1. ordens system
Vi tar utgangspunkt i fglgende 1. ordens differensiallikning

X=ax+bu

(2.84)

Likning (2.84) kan illustreres ved a sette sammen to blokker for forsterkning, et summasjons-

punkt og en integrator. Resultatet kan sees i blokkdiagrammet i figur 2.21.
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EKSEMPEL 2.11 2.8. Blokkdiagrammer

Figur 2.21
Blokkdiagram for
en 1. ordens
differensiallikning

x(0)

| T
En vesentlig egenskap ved blokkdiagrammet i figur 2.21 er at Igsningen av differensiallik-
ningen i (2.84) foregar ved integrasjon, dvs. vi bestemmer en variabel ved & integrere den
deriverte. I prinsippet kunne vi gjort det motsatte, ved a bestemme den deriverte ved deriva-
sjon av variabelen. Det siste er imidlertid bade numerisk og fysisk uheldig fordi sma hurtige

forstyrrelser ville forarsaket store beregningsfeil.
|

EKSEMPEL 2.11: Blokkdiagram for et 2. ordens system

Figur 2.22
Elementert blokk-
diagram for
svingende-masse-
systemet.

Vi tar utgangspunkt i det problemet som er beskrevet i eksempel 2.5 og 2.9, og skal illustrere
innholdet i likning (2.77),

)51 = X2
1 (2.85)

Xp=——X1— X+ —u
m m m

Vi benytter to integratorer, to summasjonspunkter og flere blokker for multiplikasjon med
konstanter for & illustrere innholdet av (2.85). Resultatet er vist i figur 2.22.

¢x2(0) x;(0)
u X =X EI X

Xy [I Xy

S

1
1
3=

Blokkdiagrammet i figur 2.22 kalles et elementgert blokkdiagram fordi den matematiske
operasjonen, som inngar i hver enkelt blokk, kan kalles en elementar operasjon. I kapittel 4
skal vi introdusere blokkdiagrammer der noen blokker representerer mer sammensatte ope-

rasjoner enn de elementere, ved a bruke Laplacetransformasjon.
|
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Vi kan enkelte ganger sette opp et bilde av de fysiske balansene med et elementert blokk-
diagram uten a ga veien om en matematisk formulering av differensiallikningene. Forutset-
ningen for dette er at vi kan gjgre fornuftige valg av matematiske tilstandsvariable. Ofte kan
vi med fordel velge tilstander som utganger av et tilsvarende antall integratorer. Inngangen
til disse integratorene vil vere de tidsderiverte av tilstandsvariablene. Som eksempel pa dette
velger vi systemet som er gitt ved figur 2.12 i eksempel 2.4.

EKSEMPEL 2.12: Elementzert blokkdiagram av et system med to tanker

Figur 2.23
Blokkdiagram for
systemet med to
kar

Nivaene x| og x, varierer som funksjon av tiden. Vi velger disse som tilstandsvariable og som
utganger av hver sin integrator. Det er logisk at stoffvolumet (veskehgyden ganget med tank-
arealet) i en tank er gitt ved utgangen av en integrator, fordi innholdet i tanken er et resultat
av volumstrgmmen inn til og ut fra tanken fra t = 0 og fram til ¢ (og av initialtilstanden).

Vi lar volumstrgmmene inn pa og ut av de to tankene ga inn pa summasjonspunkter slik at
utgangen til summasjonspunktene blir netto volumstrgm. Utgangen fra summasjonspunktene
korrigeres for arealet i de respektive tankene og gar deretter inn pa hver sin integrator. Dette
er vist i figur 2.23. Vi gjenkjenner alle detaljene som inngér i likningene (2.44) og (2.45).

Dersom vi gnsker a representere rgrforbindelsen mellom de to karene med en riktigere ma-
tematisk modell enn den som baserer seg pa linearisering, kan vi erstatte blokken til hgyre i
figur 2.23, som inneholder konstanten k£, med en funksjonsblokk som inneholder en generell
funksjon, f(-). Det er uansett differansen mellom nivéene x; og x, som er avgjgrende for
strgmmen av vann.

x,(0)

u :él x|

fl
. () 6 —O—7 4

L] % X

Ralle

Uy

O
NIJ;
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3.1 INNLEDNING OG MOTIVERING

I forrige kapittel viste vi hvordan matematiske modeller for dynamiske systemer kunne ut-
vikles. Disse modellene ble beskrevet ved bruk av differensiallikninger. I dette kapitlet skal
vi presentere tilstandsrommodellen som er en generell, kompakt og serdeles anvendbar mate
a formulere matematiske modeller for dynamiske systemer. Bruken av tilstandsrommodellen
har fglgende fordeler:

* Det gir en kompakt standard beskrivelse av differensiallikningene som danner model-
len av systemet.

* Det kan effektivisere lgsningen av differensiallikningene ved at formen blir ekvivalent
med det som foreligger for en enkel 1. ordens differensiallikning.

* Mange reguleringsalgoritmer er basert pa tilstandsromanalyse.

Vi skal illustrere tilstandsrom-strukturen et innledende eksempel.
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EKSEMPEL 3.1: Modell av likestromsmotor og modell av svingende masse

Modellen av likestrgmsmotoren som ble utviklet i eksempel 2.8, ble beskrevet av to 1. ordens
lineere differensiallikninger (2.69) og (2.70),

SR S WL
X1 = JX1 sz u JV

3.1

K, R, 1
(y — — —— _ 0
X2 Laxl Laxz + Lau—i— 1%

mens modellen for den svingende massen i eksempel 2.5 ble beskrevet av én 2. ordens likning

k 1
X:iﬁH——x:—p 3.2)
m m m

Men i eksempel 2.9 viste vi hvordan denne siste modellen kan omgjgres til to 1. ordens
likninger

X1 =0-x14x4+0-u+0-v

7 (3.3)
Xp=——x1— =X+ —u+0-v
m m m

Her har vi innfgrt standardsymbolet for padrag, u. Vi ser at disse to forskjellige prosessene
kan gis representasjoner med samme struktur, (3.1) og (3.3). Nar en prosessmodell beskrives
av et slikt sett med 1.ordens differensiallikninger, kalles den en tilstandsrommodell. Den
ungdig omstendelige skrivematen med ledd hvor man multipliserer med null, vil fA mening
nar vi i neste avsnitt innfgrer matriser og vektorer i slike modeller.

]
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3.2 VEKTORDIFFERENSIALLIKNINGER
3.2.1 Tilstandsvektor og tilstandsrom

Som nevnt ovenfor, kan et dynamisk system beskrives ved et sett av koplede 1. ordens diffe-
rensiallikninger. Generelt har vi

X1 :fl (xl,xz...xn,ul,uz...ur,t)

X2 :fz(xl,xz...xn,ul,uz...u,,t)

3.4)

X :fn(xl ,xz...xn,ul,uz...ur,t)

Med vektornotasjon kan vi skrive dette som

x =f(x,u, 1) (3.5)

Vektoren x er en tilstandsvektor og dens elementer er tilstandsvariable. Vektorrommet som
utspennes av tilstandsvektoren kalles tilstandsrommet og (3.5) er en tilstandsrommodell.

Vektoren u har dimensjon 7. Den inneholder variable som pavirker systemet utenfra'. Hvis
differensiallikningene i (3.4) er lineere med konstante koeffisienter, vil (3.5) kunne skrives
pa formen

X = Ax(7) +Bu(r) (3.6)

der A og B er konstante matriser.

IFor enkelhets skyld ser vi her bort fra andre pavirkninger enn pidraget u. Man kan ogsé trekke inn prosessfor-
styrrelse v og malestgy w. Men dette skiller seg ikke prinsipielt fra hvordan virkningen av u representeres, sa vi
lar det ligge her. Det behandles i avsnitt 3.4.
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EKSEMPEL 3.2: System med svingende masse pa tilstandsromform

I likning (3.3) 1 eksempel 3.1 ble systemet med svingende masse beskrevet med to koplede
fgrsteordens differensiallikninger. Vi skal na uttrykke (3.3) pa formen (3.6). Tilstandsvekto-
ren blir
X1
X —=
X2

Siden vi bare har ett padrag, vil padragsvektoren degenerere til en skalar. Nar padraget er
skalart, blir matrisen B en vektor, b. Vi har da for vart system

X = Ax + bu (3.7)
Innsatt verdiene i likning (3.3), far vi
X1 0 1 X 0
. = k f + 1 u (38)
bo) —— == [x —
m m m

3.2.2 Et “rektangulaert skjema” for matrise- og vektormultiplikasjon

For a holde styr pa dimensjoner, og for a se klarere hva matrise- og vektormultiplikasjon
innebarer, kan likning (3.6) framstilles ved hjelp av det grafiske skjemaet i figur 3.1.

Figur 3.1 1
“Rektangulert 1
skjema” (]
n||x
14 u
1 n r

AX Bu

Resulterende elementer framkommer ved & multiplisere matrise-rader med vektorer.

Dette grafiske skjemaet er generelt nyttig ved multiplikasjon av matriser. Anta na at tre vil-
karlige matriser A, B og C skal multipliseres med hverandre, se figur 3.2. (Merk at vi ma ha
overensstemmelser med hensyn pa dimensjonen til matrisene: mp = na og mc = ng.)
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3.3. Lgsning av line®re vektordifferensiallikninger

Figur 3.2
Matrise-
multiplikasjon

ng
q

. n

l_] D

mg = ny
B C mc = ng
N
P Ay
m P
7oA AB ABC

Vi kaller mellomresultatet AB = D. Elementet d,,, i D, framkommer i skj@ringen mellom
forlengelsen av en radvektor og en kolonnevektor fra henholdsvis A og B. Vi har

na(=mg)

dpy = 21 apibig (3.9)
j:

Forgvrig: merk hvordan vektorene x og u i figur 3.1 kan betraktes som n x 1 - og r x 1
-“matriser”.

Mer om matriser i appendiks A.

3.3 LOSNING AV LINEARE VEKTORDIFFERENSIALLIKNINGER

3.3.1 Transisjonsmatrisen ved dekopling

Vi gnsker a Igse vektordifferensiallikningen
x = Ax+Bu med begynnelsesverdi x(7) (3.10)

for a finne ut hvordan tilstandene endrer seg som funksjon av tiden. Vi gar ut fra at A har dis-
tinkte (forskjellige) egenverdier og derfor lineert uavhengige egenvektorer (se appendiks A
om matrisealgebra). Vi kan innfgre en ny tilstandsvektor ¢ ved & foreta en linear transforma-
sjon av den opprinnelige tilstandsvektoren

x=Mq , q=Mx (3.11)
M er en egenvektormatrise som er forklart nermere i A.1.3. Innfgrt i (3.10) gir dette
Mq = AMq+ Bu
Vi formultipliserer med M~ og bruker at M~ M =1
qG=M'AMq+M 'Bu (3.12)

Vi bruker likning (A.20) i appendiks A
M~ 'AM =A (3.13)
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der A = egenverdimatrisen til A

A 0 - 0
0 A
A= ’
0 A
Likning (3.12) kan na skrives slik
q=Aq+M 'Bu (3.14)

Vi innfgrer M~ 1Bu = p i (3.14). Likning (3.14) kan skrives pa komponentform, fordi matri-
sen A er diagonal og p er en vektor

g1 = Mq1+pi
G2 = hgr+ p2

(3.15)
gn = )LnCIn + Pn

Dette gir n uavhengige differensiallikninger. Hver av likningene i (3.15) er av samme form
som likning (2.7) og vil ha samme lgsning som angitt i (2.17). Vi far derfor for likning nr. i

t
qi(t) = M gi(10) + / M pi(n)dt (3.16)
0
Vi innfgrer notasjonen
eMt 0 0
0 et
M= (3.17)




3.3.1. Transisjonsmatrisen ved dekopling

Fordi likning (3.16) er dekoplet! i sin form, kan vi skrive lgsningen av (3.12) pa fglgende vis
t
q(r) = erq(r9) + / eA=Tp(r)dT (3.18)
To
Benytter vi oss av transformasjonen i (3.11), finner vi
t
x(t) = Mq(r) = Me2 M x(19) + / MeA =M~ 1Bu(1)dt (3.19)

fo

Vi innfgrer pd samme mate som i likning (3.13)

MeAthl _ eAt (3.20)
M 1AM = M (3.21)
Likning (3.19) gir
t
x(t) = A=0)x(10) + / A=) Bu(7)dt (3.22)
4}

Matrisen e?’ kalles transisjonsmatrisen og spiller en sentral rolle i tilstandsromanalysen.
Den betegnes ogsa med symbolet ®(1).

®(r) (= eA’) kan finnes av uttrykket i (3.21). Dens elementer er tidsvarierende. Det er viktig
a veere klar over at

eAt ?é {ea,-jt}

Lgsningen i (3.22) er en generalisert versjon av Igsningen for det skalare tilfellet i (2.17)?.

'En tilstand ¢ i et dekoplet (“diagonalt™) system kalles med en spesialbetegnelse for en modus, flertall: modi
(engelsk entall: mode)

2Merk at (3.22) er en vektoriell versjon av (2.17), slik som vi kunne forvente. Men (3.22) er funnet ved & dekople
differensiallikningen, mens (2.17) er funnet ved hjelp av “metoden med variasjon av parametre”. Vi kunne utmer-
ket godt ha brukt denne metoden ogsa i det vektorielle tilfellet i stedet for & dekople. Vi ma da bruke regneregler
for derivasjon av matriser og vektorer og derivasjon av produkter av disse. Se appendiks A.
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3.3.2 Transisjonsmatrisen ved rekkeutvikling

En autonom vektordifferensiallikning er kun en funksjon av tilstandene i systemet. Det line-
@re autonome systemet
x=Ax , x(1p) =x(0)=xp (3.23)

har en generell lgsning som kan skrives
x(1) = ®(1)xo (3.24)
Dette kan betraktes som en generalisering av den skalare differensiallikning
x=ax, x(0)=xp medlgsning x(r) =e"xg (3.25)

Vi vet at e kan uttrykkes som

2.2 3.3
a a‘t*  a't
e —1+al‘+7+?+"' (3.26)

Pa denne bakgrunn antar vi na at Igsninga ®(¢) kan uttrykkes som
At I 20 Ui
P(r)=e :I+At+§At ot AT (3.27)
! il
Fgr vi prgver om (3.27) oppfyller differensiallikninga med begynnelsesbetingelse, likning

(3.23), bemerker vi at (3.27) er et legalt utrykk i forhold til de regler som gjelder for matrise-
regning: Alle ledd er n X n-matriser, og kan summeres.

For det fgrste oppfyller (3.27) begynnelsesbetingelsen i (3.23), siden (3.24) med ¢ = O blir
1
x(0) = ®(0)xp = <I+A0+ EAZOZ +-- ) X0 = X (3.28)
For det andre oppfyller (3.27) differensiallikninga i (3.23), siden

. d 1 1.,
X(t) = ®(t)xo = —- <I+At+A212+---+,'A’t’+---)x0—
1.

dt 2!
2421, 3,32 [ piio
120 1 i—1i-1
A I+At+§At +~--+(, 1)'A 74 )Xo = AP(1)x0 = AX(7)
: 11— :
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3.3.2. Transisjonsmatrisen ved rekkeutvikling

Figur 3.3
Endring av til-
standsvektoren

som funksjon av
tiden

Dermed har vi vist at

1 I
P(t) =eM = I+At+5A2t2+---+ AT+ (3.30)

er lgsning pa (3.23).

Likning (3.30) gir en ny mate a formulere transisjonsmatrisen = matriseeksponentialfunk-
sjonen e?’ pa, og

Egenverdiene til A trenger ikke a veere distinkte i dette tilfellet.

Vi innfgrer ®(¢) i likning (3.22)

x(1) = ®(t —10)x(10) + / &(1 — 7)Bu(t)dt (3.31)

Hvis u(t) =01 (3.31), kan vi illustrere Igsningen for det autonome systemet som i figur 3.3.

A
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Systemets tilstandsvektor endrer seg fra tidspunktet 7y til sin nye verdi ved tidspunktet ¢.
Vektorens endepunkt gjennomlgper et spor (trajektor). Dersom systemet hadde startet ved
tidspunktet #; med en vektor for starttilstander tilsvarende x(¢;) pa det fgrste sporet, ville vi
ende opp i samme punkt i tidspunktet 7. Dette kan uttrykkes slik

X(t) =®(r—19)x(to) = ®(t —11)x(11)

=®(t—11)®(t; —10)x(to) (3-32)

Likning (3.32) viser at
B(t—190) =P(t—11)®(t1 —10) (3.33)

Lgsningen til likning (3.31) kan bare finnes nar padragsvektoren u() er kjent i hele det ak-
tuelle tidsrommet. Dersom vi deler opp tidsrommet i mindre intervaller av konstant lengde,
slik det ble gjort i avsnitt 2.7, kan en tilnrmet Igsning av (3.31) bestemmes. Vi antar at pa-
dragsvektoren er stykkevis konstant i hvert av de sma tidsintervallene, og kaller begynnelsen
og slutten av et intervall henholdsvis #; og #,. Vi finner nar #, — t; = At

x(12) = B(A)x(11) + / (2~ 7)Bu(r)dT (3.34)

= ®(Ar)x(1) + A(Ar)u(ty)

Den konstante verdien av padraget i tidsintervallet #; til 7, er betegnet med u(¢;). Bestem-
melsen av integralet A (Ar) i (3.34) kan gjgres ved a diagonalisere som i (3.19). Vi benytter
(3.13) og at (ABC)~! = C"'B~'A~! og finner

15)
A(A)u(n) =M / A=) oM 1Bu(r)
n

=M(—A"H(I—eAE))MBu(r)
=MA ' (2 — )M 'Bu(r))

=MA " 'M M2 —T)M 'Bu()
=A 1AM —D)Bu(y)

(3.35)



3.3.2. Transisjonsmatrisen ved rekkeutvikling

Ved innsetting av (3.30) far vi

1
A(A)u(r)=A"" <I +AAr + EAzAt2 o — I) Bu(r)

1

_ Al
=A <AAt+ X

AAP - ) Bu() (3.36)

1 1
=At (I + iAAI + §A2At2 + - > Bu(r))

Sluttresultatet i (3.36) viser at A gjerne kan vere singuler (det A = 0).

Nar padraget er konstant i intervallet Az, har vi funnet at transisjonen av et system fra tids-
punktet #; til #,, er gitt av

X(r) = ®(A1)x(t1) + A(Ar)u() (3.37)
der
®(Ar)=e* og A(A)=A1(®(Ar)-1)B (3.38)

Nar tidsintervallet Az er svert kort, er det tilstrekkelig & bare bruke de fgrste leddene i rekken
ved innsetting av rekkeutviklingen i (3.30).

Hyvis vi for eksempel ngyer oss med ledd t.o.m. 3. potens, blir
1 1
B (A1) ~ T+ AAr + EA2Az2 + §A3At3 (3.39)
I dette tilfellet kan A(At) skrives slik

1 1
A(A) = <1+ A+ 3'A2At2> AB

(3.37) er en rekursiv formel som kan brukes til a finne tilstandsvektorens forlgp i et vilkarlig
langt tidsintervall (0, t). En “liten” Az velges, og ®(At) og A(Ar) beregnes numerisk. Sa
deles intervallet (0, t) opp i like lange biter A¢, og dette gir tidspunktene #y = 0, #; = At,
th =2At, ..., ty =t,der N =t /At. Sé brukes (3.37) gjentatte ganger, slik:

x(t1) = ®(At)x(19) + A(Ar)u(zp)
X(l‘z) = (I’(At)X(tl) + A(At)u(tl) (3.40)

...0OSV....

Numerisk beregning for a finne x(¢) via denne rekursive metoden, ikke algebraisk lgsning, er
den absolutt mest vanlige framgangsmate, feks. i programsystemer som MATLAB.



3. Tilstandsromanalyse EKSEMPEL 3.3 84

EKSEMPEL 3.3: A finne transisjonsmatrisen til et gitt system
Vi skal betrakte svingende-masse-systemet i eksempel 2.5, 2.9 og 3.2.

Vi benytter initialverdiene x; (0) = x2(0) = 0. Dersom k = 84 [N/m], f =40 [Ns/m] og m = 4
[kg] vil likning (3.8) bli

X1 0 1 X1 0
= + u (3.41)
X2 =21 —10{ |x 0.25

Vi skal finne det eksakte uttrykket for transisjonsmatrisen og benytter oss av diagonalise-
ring. Avsnitt A.1.1 og A.1.3 forklarer nermere hvordan vi finner en matrises egenverdier og
egenvektormatrise.

Vi finner egenverdiene ved & lgse |A — AI| = 0.

—A 1
=0 (3.42)
—21 —-10—4
Dette gir
A2 +101421=0 (3.43)

Rottene til (3.43) er Ay = —7 og A, = —3.

Vi finner egenvektorer ved hjelp av likningen Am =Am. For A; gir dette

my = —Tmy,
(3.44)
—21my; — 10my; = —Tmy,
Vi velger my; = 1 og far my; = —7. Egenverdien A, gir en egenvektor
miy = —0.33 0og mpy = 1
Egenvektormatrisen M = [my, my] og dens inverse er da gitt ved
1
I —= , 13 -1
M= 3] og M 1= i (3.45)

=7 1 -21 -3
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EKSEMPEL 3.3 3.3.2. Transisjonsmatrisen ved rekkeutvikling

Vi finner transisjonsmatrisen ved a benytte (3.20)

1
B(r) =M =MeMM ! = 1 3

(3.46)
11 =3e7"47e3 —e T4

121e 7 —21e 3 e —3e

Vi vil na benytte oss av Igsningen i (3.37) og dele opp det totale tidsintervallet i sma styk-
ker av lengde Ar. Vi vil sd undersgke tilnzrmelsen i (3.39) for forskjellige stgrrelser av Ar.
Skrittlengden Ar ma velges liten i forhold til den inverse tallverdien til den egenverdien som
har stgrst tallverdi; i dette eksemplet er denne A; = —7. Vi velger da

1
At =0.2-—~0.03
]
Dette gir ved bruk av (3.46)

0.991441  0.025837
®(0.03) =
—0.542571 0.733074

Bruker vi approksimasjonen i (3.39), far vi

0.991495  0.025856
$(0.03) =
—0.542966 0.732940

Feilen som oppstar ved & benytte approksimasjonen, er ikke sa stor. Vi velger na et stgrre
tidsskritt, for eksempel Ar = 0.3, og finner den ngyaktige transisjonsmatrisen av (3.46)

0.619655  0.071028
®(0.3) =
—1.49159 —0.090628

Approksimasjonen i (3.39) gir

1.000000  0.205500
$(0.3) =
—4.315500 —1.055000

Feilen som oppstar ved & benytte approksimasjonen, er stor i dette tilfellet pa grunn av at
tidsskrittet er for langt.
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Figur 3.4
MATLAB-kode for
a finne transisjons-
matrisen

Transisjonsmatrisen kan finnes ved rekkeutvikling i MATLAB:

dt = 0.03;
A = [0, 1; -21, -101;
PHI = expm(Axdt);

o\

[= N S N VO R

% Se ogsa funksjonen c2d i MATLAB

|
Nar transisjonsmatrisen for et gitt tidsskritt er bestemt med stor ngyaktighet og begynnelses-
tilstanden er kjent, kan tilstandsvektorens utvikling i fglge (3.37) bestemmes skrittvis:
x(Ar) = ®(Ar)x(0) + A(Ar)u(0)
X(2At) = ®(Ar)x(At) + A(Ar)u(Ar)
= - (3.47)

x(iAt) = ®'(A1)x(0) + D (A1) A(A)u(0) + ... + A(A)u(i — 1)As

Vi ser at feil i x(iAt) vil bygge seg opp fordi transisjonsmatrisen potenseres mange ganger.
Det bgr derfor tas med mange ledd for mest mulig ngyaktig ®(Ar), nar den beregnes ved
rekkeutvikling.

EKSEMPEL 3.4: Svingende masse — autonomt forlop

Figur 3.5
Svingende masse
fra eksempel 3.3

Fjerkonstanten og dempekonstanten er som oppgitt i eksempel 3.3, og det antas ingen frik-
sjon mot underlaget. Massen trekkes sa en lengde xg til hgyre og holdes i ro der. Dette gjgr
at x; er null (ingen hastighet). Ved tiden ¢ = 0 slippes den. Det er da ingen padrag i systemet,
dvs at u(r) = 0 og systemet sies derfor & vaere autonomt.

f Q) Q) L)

Fra likning (3.22), far vi da fglgende uttrykk for x(z):

x(1) =My = ®(1)xo
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Med x(t) = [x1(¢) x2(¢)]7, initialbetingelser xyp = [x;o 0]7 og matrisen ®(¢) som oppgitt i
likning (3.46), far vi

—3e " 47e 3 —e T e M| |xp0

1
v Yl21e7 —21e¥ 7e T —3e¥| | 0

Ganger vi dette ut, far vi fglgende uttrykk for x; (r) og x2(¢):

1
X1 (l‘) = Z(—3677l +76731)X10
1
4
I figur 3.6 vises tidsforlgpet for x; og x, for startposisjonen x;9p = 1 m. Merk at hastigheten

x2(t) bade starter og ender i null.

x(t) = = (21e™ " —21e ¥ )xy0

Figur 3.6 ]

Forlgp av x1 og x»

e 9o
[ )
T T

o
S
T

Posisjon (x,) [m]

0.2

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tid [s]

Hastighet (x2) [m/s]

0 05 1 15 2 25 3
Tid [s]
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3.3.3 Transisjonsmatrisen og Cayley-Hamiltons teorem

En annen metodikk for a finne transisjonsmatrisen algebraisk benytter seg av Cayley-Hamiltons
teorem. Vi rekapitulerer at det karakteristiske polynomet for en matrise A er gitt ved:

PA)=|AI—A|=A"+ 0, A" 4. o+ a (3.48)
og ifglge Cayley-Hamiltons teorem oppfyller A likningen
PA)=A"+a, A" '+ oA+ opl=0 (3.49)
La oss na vise at dette er tilfelle.
p(A) = ((MAM V)" + o, | (MAM "'+ oyMAM ! 4 o)

=MAM 'MAM L. MAM ! + ... + oy MAM ! + oI

Siden MM ! = I har vi at

Pp(A)=MA"M '+, MA" "M+ ...+ oyMAM ! 4 oI
=M(A"+ o, (A" o A+ DM !

A+ +o 0 - 0
0 M.+
. (3.50)
=M M
i 0 . o At
=M[OM ' = 0]
O
Etter likning (3.49) kan vi na uttrykke A" ved
n—1 )
A'=-) oA (3.51)
i=0

det vil si at A" kan uttrykkes ved en endelig potensrekke i A av grad mindre enn n. Vi
multipliserer med A pa begge sider i (3.51) og far

n—1
At — Z AT = — (oA + ... + 0y A 4 o, 1A")
i=0
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3.3.3. Transisjonsmatrisen og Cayley-Hamiltons teorem

Dersom vi setter inn A” fra (3.51), far vi
n—1 ]
A =Y BA (3.52)
i=0

(3.52) forteller at ogsd A™*! kan uttrykkes som en endelig potensrekke i A av grad mindre
enn n. Ved si 4 gi Igs pa (3.52) finner vi det samme om A2, og generelt fglger at enhver
potens i A kan uttrykkes ved en endelig potensrekke i A av grad mindre enn n.

Av dette fglger at matriseeksponentialfunksjonen kan uttrykkes som en endelig potensrekke
i A av grad mindre enn n. Men koeffisientene vil bli tidsfunksjoner. Vi kan derfor skrive

(1) =M = ()14 o ()A+ ...+ Q1) A" (3.53)

Dersom egenverdiene til A er distinkte, er det na enkelt & bestemme koeffisientene o(7), ..., o, (7).
Ved bruk av matrisen M far vi da

MMM = e = o (1)T+ o () A+ ...+ 04 (£) A" (3.54)
som pa komponentform simpelthen uttrykker

M = (1) + e (1)1 + 0 (AT + ot 0y (DA
™ = ap(t) + o (1) Ao + (1) A3 + ..+ Oy (A

(3.55)

elnt = (X()(t) +a1(t)2«n+a2(t)l}’%+ ”'+an71(t)l;:71

Siden egenverdiene Ay, ..., A, er antatt a vere distinkte, har likningssystemet (3.55) en og
bare en lgsning. Vi skal illustrere framgangsmaten med et eksempel.
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EKSEMPEL 3.5: Beregning av ®©(t) ved bruk av Cayley-Hamiltons teorem (endelig
potensrekke)

Vi tar for oss systemet

|AI—A| =0 gir oss egenverdiene A; = —1 og A, = —2. Likning (3.55) gir da

e’ =op(t) —ou(r)

(3.56)
e X = ap(t) — 204 (1)
Vi subtraherer den andre linjen fra den fgrste og finner
o (t) = el —e X
Vi setter denne inn i (3.56) og far
ap(t) =2 —e X
Likning (3.53) gir da
1 0 1 1
(t)=eM=(2e"—e %) + (e —e %)
0 1 0 -2
(3.57)
S e—Zt
B 0 efZI

Hittil har vi antatt distinkte egenverdier. Men hva om vi ikke har distinkte egenverdier og
ikke et fullt sett av lineert uavhengige egenvektorer? (Distinkte egenverdier impliserer alltid
et fullt sett av linezrt uavhengige egenvektorer). Her kunne vi benyttet den sakalte Jordan-
kanoniske form som kan betraktes som en generalisert diagonalisering, se Strang (1988).
Men siden vi kan gjgre alle egenverdier distinkte ved en ubetydelig endring av parametre i A,
vil vi i denne boka for enkelhets skyld anta at matrisen A alltid kan diagonaliseres ndr P (t)
skal finnes algebraisk. Men vi vil senere se at vi kan handtere sammenfallende egenverdier
algebraisk ved hjelp av Laplacetransformasjonen.

Nar ®(Ar) derimot skal finnes numerisk for et fast tidsintervall, bruker vi rekkeutvikling, jfr.
(3.40). Da trenger vi ikke forutsette distinkte egenverdier.
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3.4 MONOVARIABLE OG MULTIVARIABLE SYSTEMER

Et dynamisk system er multivariabelt nar det utsettes for flere uavhengige padrag (u) og/el-
ler observeres gjennom flere malinger (y). Hvor mange tilstandsvariable som finnes, er ikke
avgjgrende for om systemet er monovariabelt eller multivariabelt. Vi kan altsa ha et monova-
riabelt system av hgy orden.

Et monovariabelt system er et spesialtilfelle av et multivariabelt system. Et monovariabelt
system har ett padrag og én maling (u og y er skalare). Mange multivariable systemer kan
betraktes som et antall uavhengige monovariable systemer dersom det ikke finnes noen ve-
sentlig kopling mellom de forskjellige systemdelene.

Et monovariabelt system kan uttrykkes som

X =Ax+Bu-+Ev

y=Cx+w (3.58)

Stgrrelsen w (som i (3.58) er en skalar) representerer usikkerhet (eller malestgy) knyttet til
malingene y. Vektoren v inneholder et sett prosessforstyrrelser (prosesstgy).

Fordi u og y er skalare stgrrelser i monovariable systemer, innfgrer vi ofte i stedet for B og C

by

by -
b= | og ¢ :[01 cy ey

Vi kan da skrive

x=Ax+bu+Ev
T (3.59)
y=¢ X+w

Et blokkdiagram kan ogsa brukes til & representere vektorer og matriser i likhet med det som
er gjort i avsnitt 2.8 for skalare stgrrelser. Figur 3.7 a viser et blokkdiagram der de tjukke
linjene representerer vektorer, de firkantede blokkene representerer matriser og integrator-
symbolet er et sett av n integratorer.
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Figur 3.7
Blokkdiagram for
a) Multivariabelt

system
b) Monovariabelt
system

**********************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

En av de store fordelene med blokkdiagram-representasjon er at forskjellige undersystemer
med hvert sitt blokkdiagram kan kombineres og koples sammen, for & beskrive og gi oversikt
over kompliserte strukturer. Dette vil bli illustrert senere.

Figur 3.7 b) viser hvordan blokkdiagrammet er for det monovariable systemet. Dersom v = 0
og w = 0, har vi et n-te ordens system som pavirkes av en variabel u til venstre og gir en re-
spons y til hgyre, med dynamikk gitt av de n tilstandsvariable innenfor den stiplede konturen.

Vi skal na se pa dette monovariable systemets impulsrespons, et begrep som vi introduserte i
avsnitt 2.4:

3.4.1 Impulsrespons for monovariabelt system av orden n

I avsnitt 2.4 utledet vi impulsresponsen for et 1. ordens system, likning (2.33). Vi skal na
utlede impulsresponsen for et monovariabelt system av orden n.

Likning (3.22) for et monovariabelt system (skalar u) blir

t
x(t) = A 0)x (o) + / eAl=bu(1)dt (3.60)
fo

Impulsresponsen er definert som systemets utgang nar padraget er u(t) = o(t), og starttil-
standen x(79) = 0. Vi far
t
h(t) = y(t) = e'x(t) = ¢’ / Al (1)dt = e (3.61)
0

Det siste trinnet til hgyre fglger av at integranden bare er # 0 nar T = 0. Arealet under
integranden blir da ¢’ eA’b ganger arealet under en impuls (som har areal =1).

Vi kan konstatere at i(¢) = ¢’ eA’b er en generalisering av formelen for impulsresponsen til
et 1. ordens system, jfr. likning (2.33).

3.5 VALG AV TILSTANDSVARIABLE

Et valg av tilstandsvariable for beskrivelse av et dynamisk system er ikke entydig. For lineaere
systemer med konstante koeffisienter gjelder det at hvilken som helst linear og ikke-singulaer
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3.5. Valg av tilstandsvariable

transformasjon av en tilstandsvektor gir en ny mulig tilstandsvektor. Som oftest gnsker vi a
velge matematiske tilstandsvariable som er lik igynefallende fysiske tilstandsvariable ved
oppsetting av matematiske modeller, for eventuelt siden & foreta transformasjoner.

I varmtvannsberederen i eksempel 2.1 kunne vi for eksempel valgt energiinnholdet i hhv.
vannet og varmekolben som tilstander, i stedet for temperaturen tilsvarende steder. Men det
er viktig & merke seg at dimensjonen pa x, det vil si antallet differensiallikninger, er entydig.
Dette antallet kan ikke endres for en modell. For berederen betyr det at modellen med de
antakelser som ligger inne, alltid vil vere gitt av to 1. ordens differensiallikninger.

Hvis vi i det fglgende ser bort fra malestgy og prosesstgy, er den matematiske modellen for
et linezert multivariabelt dynamisk system med konstante koeffisienter
x =Ax+Bu

3.62
y= Cx (3.62)

x er tilstandsvektor, u er padragsvektor, y er mélevektor!. De forskjellige matrisene gis fgl-
gende betegnelser

A = systemmatrise
B = padragsmatrise
C = malematrise

Ved forskjellige valg av tilstandsvariable pavirkes alle matrisene i (3.62). Formen pa system-
matrisen A er spesielt interessant. Ved en bestemt systemkonfigurasjon med gitte padrag og
malinger vil den totale sammenhengen mellom padrag og malinger vare uforandret selv om
man endrer valget av tilstandsvariable.

Vi har her valgt en notasjon som svarer til den som er mest utbredt internasjonalt. Mange andre notasjoner finnes
i bruk.
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Vi skal se pa fem viktige systemstrukturer som gir karakteristiske former pa systemmatri-
sen. For enkelhets skyld studerer vi disse bare for det monovariable tilfellet. Etter valg av
tilstandsvariable skal vi referere til disse som:

Form1: Generelle variable

Form 2: Kanonisk form' med diagonaliserte variable
Form 3: Kanonisk form med fasevariable

Form 4: Kanonisk form, en annen variant

Form 5: Kaskadevariable

Form 1: “Generelle variable” indikerer et valg av variable som gjgr at systemmatrisen ikke
far noen karakteristisk struktur. De fleste eller alle elementene i matrisen kan ha en verdi, og
plasseringen av nuller (elementer med verdi null) er ikke strengt systematisk. Denne formen
vil vi ofte mgte nar fysiske variable velges som tilstandsvariable. I det monovariable tilfellet
vil systemmodellen (3.62) bli

X =Ax+bu

y=clIx

(3.63)

Form 2: En diagonalisering av systemet i (3.63) ved hjelp av transformasjonen i (3.11),
x =Mgq, gir
= Aq+hu=Aq+
a Tq TP (3.64)
y=Ftq
der A=M'AM ,h=m b ogf’ =c’'M
Figur 3.8 viser et elementeart blokkdiagram for (3.64).

Det fremgar tydelig hvordan de kanoniske tilstandene opptrer i parallell og ma summeres for
a gi systemutgangen (malingen). Med denne representasjonsformen, som baserer seg pa en
matematisk transformasjon, vil ikke tilstandene ha noen fysisk tolkning.

Kanonisk form kan forenklet sies & veere et felles navn pa alle tilstandsromstrukturer hvor matrisene inneholder
det minimale antall koeffisienter som skal til for & representere et gitt system.
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Figur 3.8 P 4

Diagonalt system

/2

- - Nt‘
S
5]
—
3
'
:%

Form 3: I forbindelse med omtalen av likningssystemet i (2.77) har vi allerede introdusert
begrepet fasevariable. Figur 3.9 viser et system som er karakterisert ved felgende differen-
siallikninger:

m=mn
=13
(3.65)
Mp=—0pN1 — QM2 — ... — Op—1Mp+u
y=cm+ém ... +CaMy
Skrevet pa vektorform vil dette bli
7= An+bu
K K (3.66)

y=¢n
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der

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

A= , b=

(3.67)

0 0 0 - 0 1 0
% —o —0 - —Opp — O] _1_

T=lo @ e ooa

Den formen systemmatrisen A her antar er spesiell fordi den bare har n karakteriserende
elementer. Hvis vi forsgker a bestemme egenverdiene til matrisen A, vil vi finne at matrisens
karakteristiske likning vil anta formen

A 4 oy Ay A oA+ 0 =0 (3.68)

Figur 3.9

Fasevariable

o

—o
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3.5. Valg av tilstandsvariable

Elementene i A er altsi koeffisienter i matrisens karakteristiske likning. Vi skal siden se at
denne spesielle formen leder til et seerlig enkelt svar, nar vi foretar Laplacetransformasjon av
systemet.

Det vil i mange tilfeller vere naturlig & velge en slik representasjonsform nar det forekommer
fysiske variable som er tidsderiverte av hverandre, som for eksempel posisjon, hastighet og
akselerasjon. Systemet med svingende masse i eksempel 3.2 er et eksempel pa fasevariabel
form. Det kan forgvrig vises at et generelt system som i (3.62) under visse betingelser (styr-
barhet, se avsnitt 5.2) har en lineer transformasjon x = Sh, som kan bringe systemet fra den
opprinnelige formen over pa formen (3.66).

Form 4: Figur 3.10 viser et system med en tredje kanonisk form som likner pa den forega-
ende formen.

Differensiallikningen for dette systemet vil veere av formen

n=An+bu , y=¢en (3.69)
—a, 1 1 0 0 b
;s 0 1 0 by

>
Il
T
Il

-4 0 0 - - 01 by
-0 0 0 - - 00 b,

¢ =100 00O0O0

De samme kommentarene gjelder for denne matrisen A som den foregiende, men tilstands-
variablene kalles i dette tilfellet ikke for fasevariable.
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Figur 3.10

Kanonisk form 3

by
> ;)2
R
— %1 [+
)
—a,

Form 5: Figur 3.11 viser et system som bestar av flere kaskadekoplede (seriekoplede) 1.
ordens systemer. Denne formuleringen forekommer ofte i beskrivelsen av fysiske prosesser.

Differensiallikningene for systemet vil bli

n=An+bu , y=¢n (3.70)
M -4 0 0 - - 0 - -
0
0 A A 0 - - 0
0
A: s B:
fkn
0 0 0 0 A .
=la & |

Karakteristisk for matrisen A er at den har bdndstruktur idet det bare finnes betydningsfulle
parametre i et smalt band (i dette tilfellet med bredde pa to elementer) omkring diagonalen.
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3.6. Ulinezre vektordifferensiallikninger. Linearisering

Figur 3.11

Kaskadevariable

jicsdl iy isar;

Ved formulering av matematiske modeller er det mest naturlig & benytte fysisk relevante
variable x som tilstandsvariable. Dersom den matematiske modellen far en uhensiktsmessig
form for videre behandling, kan en linezr transformasjon til en annen tilstandsvektor foretas
ved hjelp av en fritt valgt kvadratisk matrise Z som bare trenger & oppfylle kravet om & vere
inverterbar. Transformasjonen er

x=2Z~v eller v=7Zx (3.71)
for derved a oppna en systemmatrise som har en mer hensiktsmessig form. Denne vil bli
A=7"AZ (3.72)

Mer om dette i avsnitt 4.6.2

3.6 ULINEARE VEKTORDIFFERENSIALLIKNINGER. LINEARISERING

En prosess kan veare linear innenfor et visst omrade og ulinezr utenfor omradet, dersom den
matematiske karakteristikken for systemet endres utenfor omradet. En fjer er et eksempel pa
dette. Dersom man trekker sa hardt i fjeeren at man strekker den utenfor det elastiske omradet,
risikerer man at fjeren mister elastisiteten og blir ulinezr (dvs. fjerkonstanten endrer seg).

Fysiske prosesser er aldri helt linesere, men vi kan ofte linearisere prosessen for sma sving-
ninger (perturbasjoner) omkring et arbeidspunkt. Et arbeidspunkt er en bestemt tilstand x”
og ett bestemt padrag u” som vi velger a betrakte. Nar vi “lineariserer rundt arbeidspunktet”
betyr dette at vi lager en line@r differensiallikning, som er en god tiln@rmelse til den ulinezre
“i nerheten av” x” og u”.
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Vi gnsker ofte a linearisere ulinezre prosesser fordi
* Lineare prosesser er vesentlig enklere a analysere enn ulinezre prosesser.

* Laplacetransformasjon, som ofte brukes til a representere en matematisk modell av en
prosess, krever at prosessmodellen er linezr.

* Mange teknikker for valg og dimensjonering av regulatorer forutsetter linesre proses-
ser.

Gitt en ulinear vektordifferensiallikning (svarer til (3.5), men vi forutsetter na tidsinvariant
prosess).
x =f(x, u) (3.73)

Vi betrakter fgrst en av likningene i (3.73)

dx;
71 :fi(xla ooy Xpy ULy oeny ur) (374)
t
Vi gnsker & linearisere (3.74) omkring arbeidspunktet p, det vil si (xf s ey XP u’f s ey UY).

Dersom vi har en liten forskyvning Ax og Au vekk fra arbeidspunktet, kan (3.74) skrives

d
E(xf—kAxi) = fi(x] +Ax1, ooy XD+ Axy, uf + Auy, ., uf + Auy) (3.75)

Vi Taylor-rekkeutvikler (3.75) og neglisjerer alle ledd med orden stgrre enn 1:

X A% R fi(x Xl ul)+
afi af; af; af; 3.76
afl Axl—l-...-i—aifl Axn-f-aifl A1+...+Tfl Au, ( )
x1 |, Xn |, ui |, ur,
(Merk: notasjonen "‘p” er kompakt skrivemate for "!szp aeuwr )
Hyvis vi benytter at
W= fi(xh, o Xl ul)
kan vi stryke X’ og f;(x7, ..., xi, u, ..., u) pa hver side av likhetstegnet i (3.76). En modell
for sma utslag rundt arbeidspunktet blir da
o0f: dfi dfi af;
A)&i:l Ax1+...+—f Ax,,—i——f Aup+ ...+ /: Au, (3.77)
ox1 ) ox, » up ) u, »

Dette kan skrives pa fglgende mate

A% = apAxy + ... + @iy + by Auy + ...+ birAu, (3.78)
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Dersom vi benytter likning (3.78) pa alle differensiallikningene i (3.73), kan vi samle alle de
lineariserte differensiallikningene i en linear vektordifferensiallikning

der A og B er gitt ved

(01
ox1
o
&xl

p

p

9 f
_axl

B
8u1
of
Juy

9fn
_8u1

p

Ax =AAx+BAu

of
0x>
o
8x2

p

9 f
8x2

p

i)
duy »
a5
duy

9 f
Jus

p

dfi
ox,
f2
ox,

9 fa
ox,

afi
du,
df2
u,,

d f
du,

(3.79)
p_
! :aaip:{jz p} (3.80)
»
p_
12 (2]} em
p

Likning (3.79) er altsa den lineariserte versjonen av likning (3.73) omkring et arbeidspunkt.
I hvilke tilfeller kan vi benytte den lineariserte modellen i stedet for den uline@re modellen?

* Generelt kan vi benytte den lineariserte versjonen av prosessmodellen over et stgrre
omrade for x og u dersom prosessen ikke er sterkt uliner. Ja, en lineeer modell av
typen (3.6) kan betraktes som en “linearisering” rundt “arbeidspunktet” x” =0, u” =0,
med ubegrenset variasjonsomrade for tilstander og padrag.

* I reguleringssammenheng gnsker vi ofte at en ulinear prosess skal befinne seg i ett
bestemt punkt, det vil si at x” og u” er konstante hele tiden. Dette er et spesialtilfelle,
fordi vi til nd ikke har forutsatt konstant x” og u”. Men dette spesialtilfellet er me-
get vanlig, fordi vi i prosessregulering nettopp gnsker a holde forskjellige variable pa
konstante verdier (se eksempel 3.6 pa neste side).
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Begrepet “arbeidspunkt” reserveres ofte i litteraturen for spesialtilfellet x” = konstant og
u” = konstant. Da har vi X” = 0 og (3.73) blir dermed

f(x”, u’) =0 (3.82)

det vil si et ulinezrt statisk likningssystem.

Dette kan brukes til & finne den konstante u” som svarer til den konstante tilstandsvektoren
x”. Et punkt x”, u” som oppfyller (3.82), kalles ofte ogsa et singuleert punkt.

I eksempel 8.15 skal vi se at slike punkter kan vere stabile eller ustabile. I det fgrste tilfellet
vil prosessen komme tilbake til det singulere punktet (arbeidspunktet) selv om den utsettes
for sma forstyrrelser. Vi sier at vi har en stabil likevektstilstand. I det andre tilfellet vil den
drive vekk fra punktet etter en liten forstyrrelse.

EKSEMPEL 3.6: Linearisering av reaktormodell

Figur 3.12

Kjemisk reaktor

Figur 3.12 viser en prosess hvor rastoff og katalysator reagerer i en reaktor og danner et pro-
dukt som tappes ut. Temperaturen x i reaktoren antas a vaere den samme overalt (oppnas ved
omrgring, se “propellen” i figuren). Reaksjonen er eksoterm, det vil si den utvikler effek-
ten Q(x). Denne effekten motvirkes av gkt kjgling som skyldes varmeavgang fra reaktorens
ytre og bortledet effekt via det utstrgmmende produktet. I tillegg har vi som vist i figur 3.12
installert en regulert kjglevannstilfgrsel, u. Tilsammen utgjgr disse kjgleeffekten Q5.

Rastoff Katalysator
Motor
u ¢ \) ¢
" =
Kjolevann @
- WN —
[—
—|
IE:I
[—
-
I !
==
X, = xP = konst. X ‘C>© - \2
=
Produkt

Reg. [«—()=

Kjglevannsventilen har posisjonen u# [0 - 100%]. Da blir den totale kjgleeffekten en funksjon
Q2 ()C ’ Lt).
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Figur 3.13
Linearisering
omkring arbeids-
punktene p; og pa

Varmebalansen (effektbalansen) for reaktoren blir
Ci = 01(x) + 0a(x, u) (3.83)

C er her varmekapasiteten for vesken i reaktoren.

Likning (3.83) svarer til (3.73) med x = x og u = u, dvs. vi har en skalar differensiallikning
. 1
x=f(x, u)= E[Ql(x) + O (x, u)] (3.84)

Likning (3.83) viser at det til enhver statisk verdi av reaktortemperaturen x”, ma svare en
verdi u”, som oppfyller X = 0 og som gir

Q2 (x", u”) = =01 (xP) (3.85)

xP, uP er et arbeidspunkt vi kan velge for prosessen. Malet er a holde x lik x” = xq, og det
gjor vi ved a holde padraget u rundt u”. Funksjonene Q;(x) og Ox(x, u) er vist i figur 3.13.

0,0, A

/7

L 0,(x)+ Os(x 1)
- pl/\
——- X

12 < >

X X X

0,(x)+ 0y (x, 1)

O(x, u)er vist for to arbeidspunkter p; og p», med korresponderende verdier x”! og x”2.

Den ulinezre modellen (3.83) er vist i blokkdiagrammet i figur 3.14.
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Figur 3.14
Blokkdiagram for
den ulinezre
modellen

Figur 3.15
Blokkdiagram for
den lineariserte
modellen

u + 1 X X
—> Qz (x, u) -
C

Ql(x)

Modellen i (3.83) og i figur 3.12 er ulinezr bdde med hensyn til reaktortemperatur x og
padraget u. En detaljert analyse av et slikt system skal ikke utfgres i denne boka. Men nar
systemets variable endrer seg lite omkring arbeidspunktet, vil vi kunne betrakte det som
linezrt, og en linear analyse er som nevnt vesentlig enklere enn en “ulinear analyse”. For
at vi skal kunne bruke reguleringsteori som bygger pa lineare forutsetninger pa den aktuelle
prosessen, omformer vi modellen i figur 3.14 til den linezre modellen i figur 3.15.

uP = konstant ¥ = konstant

Den konstante u” er beregnet pa forhand ut fra (3.85), eller funnet ved hjelp av en manuell
innstilling av prosessen til konstant gnsket temperatur x”.

Vi sgker na de ukjente koeffisientene a og b i

Ax = aAx+ bAu (3.86)
(3.80) og (3.84) gir
_of| _9f| _1901| 190
ASox|, T x|, "o |, T ax |, G5
_of| _df| _ 100
B_aiup_aup_Cau » (3.88)




105
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Figur 3.16
Linearisert modell
som brukes til &
velge regulator
(gverst),

og blokkdiagram
for den endelige
(fysiske) regule-
ringsstrukturen,
med den valgte
regulator (nederst).
Merk at padraget
inneholder en per-
manent konstant
komponent u”.

Da blir
1 (20 o0 100,
Ai=—|— — Ax+ ——— Au = aAx+ DA 3.8
C(&x x:xp+ dx x=xt +C du x=x = afx+bau (3.89)
a b

Vi benytter a og b i stedet for A og B siden systemet er skalart.

C-ai (3.89) svarer til vinkelkoeffisienten til tangenten i figur 3.13. To tangenter er vist, for
arbeidspunkt xP!, uP! og xP2, uP2. Nar a er positiv slik som i dette tilfellet, er prosessen ustabil
rundt arbeidspunktet. Dette kommer vi tilbake til i en stabilitetsanalyse av samme prosess i
eksempel 8.15. Merk at b < 0, fordi Q(x, u) er monotont fallende med u, uavhengig av x:
Okt u svarer til gkt vanntilfgrsel og dermed gkt kjgling.

Den endelige reguleringsstrukturen med tilbakekopling blir som vist i figur 3.16. Den gverste
delfiguren viser den lineariserte prosess (3.89), som ligger til grunn for valg av regulatoren,
den nederste viser den fysiske prosess med regulator.

Merk fortegnet, at det blir —Ax foran regulatoren i blokkdiagrammet. Dette gjelder generelt,
fordi det fglger av definisjonen x = x” + Ax.

linearisert prosessmodell 7
u” —u” ’
P
Xo = X —Ax Au u Au X
——(O—»| rez
iy
Xy = K —Ax Au u X

fysisk
prosess

reg.
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4.1 INNLEDNING OG MOTIVERING

Laplacetransformasjon gjgr det mulig a lgse en lineer hgyere ordens differensiallikning eller
et sett av linezre differensiallikninger pa en enkel mate: Ved & Laplacetransformere differen-
siallikningen (-ene) blir de omgjort til en eller et sett av algebraiske likninger. Disse Igses
med hensyn pé variablene vi er interessert i, og sa kan vi inverstransformere uttrykkene for &
finne tidsforlgpene til de samme variablene.

EKSEMPEL 4.1: Modell av svingende masse

Modellen av den svingende massen som ble introdusert i eksempel 2.5 og som er benyttet i
flere etterfglgende eksempler, er pa tilstandsromform gitt som

X1 =X
“4.1)

Xp=——Xx1—=X2+—u
m m m

hvor x; og x, er posisjonen og hastigheten til massen, og u er den patrykte kraften.
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Erfaring viser at lgsningen av differensiallikninger er lang mer krevende enn Igsningen av
algebraiske likninger. Ved a benytte Laplacetransformasjonen viser det seg at en modell for
sammenhengen mellom posisjon og patrykt kraft kan skrives som!

1
ai(s) = — () @2)
52+ is + L
m - m

hvor x; og u er Laplacetransformerte funksjoner. Dette er markert ved at de er funksjoner av
Laplace-variabelen s i stedet for den tidsvariable ¢.

Vi kan observere at den Laplacetransformerte modellen er algebraisk. Denne typen modeller
viser seg a vaere meget hensiktsmessige for a analysere lineere dynamiske systemer, og for a
konstruere regulatorer.

|

4.2 DEFINISJONER

Laplacetransformasjonen er definert som

Fls) = / F(t)e i 4.3)
Vi skriver ogsa dette som
L(f(1)) =F(s) (4.4)
eller
£(1) <5 F(s) (4.5)

f(-) og F(-) kalles et Laplacetransform-par. Den siste formuleringen indikerer ogsa at det
finnes en invers Laplacetransformasjon

f6) =L (F(s)) (4.6)

som vi kommer tilbake til.

IDette gjelder nir systemet har initialverdier x(0) = 0, og %(0) = 0. Initialverdier # 0 kan ogsa handteres. Mer om
det pa de etterfglgende sider.
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4.2. Definisjoner

(Uttrykket til venstre i (4.3) kan leses “Laplacetransformen til f(z)”, eller “Laplacetransfor-
masjonen av f(7)”. Begrepene “transform” og “transformasjon” har noe forskjellig betydning
siden “transform” er betegnelsen pa resultatet av en transformasjon.)

Vi vil fra na av ikke benytte stor bokstav for Laplacetransformer. For & “spare” pa symbolene
vil denne boka i de fleste tilfeller bruke samme symbol for & betegne bade en tidsfunksjon
og dens Laplacetransform , slik at f(-) kan symbolisere bade f(¢) og f(s). Det vil framga av
sammenhengen hva som menes.

Alle tidsforlgp som vi betrakter i denne boka, vil ha f(¢) = 0 for t < 0. Dermed vil vi alltid
ha

oo

1) = [ riear @7

0

(4.7) og (4.3) kalles ofte den ensidige henholdsvis den tosidige Laplacetransformasjon. Vi
skal som sagt bare benytte (4.7).

Betingelsen for at en ensidig Laplacetransform, f(s), skal eksistere, er at

oo

/ f(t)e™%dt < oo (4.8)

0

der o, er en reell stgrrelse. Den minste verdien av 6, som tilfredsstiller ulikheten i (4.8),
angir det som kalles konvergensaksen til f(t). De aller fleste funksjoner som kommer pa tale
i reguleringsteknikken, er Laplacetransformerbare.

Mens ¢ i f(t) er en reell variabel, sd er s i f(s) en kompleks variabel; s = 6 + j®. Vi snakker i
den forbindelse om “s-planet”, og tilsvarende om “tidsplanet” (selv om dette siste er spraklig
litt misvisende, siden ¢ alltid er reell). Konvergensaksen ligger i s-planet parallelt med den
imaginere akse, med ¢ = o,.

Den inverse Laplacetransformasjon gjgr det mulig & transformere en funksjon fra s-planet
tilbake til tidsplanet:
O+ joo

L6 = 10 = 5 [ fods “9)

O — joo

Uttrykket til venstre for likhetstegnet i (4.9) leses: “Den inverse Laplacetransformen til f(s)”.
Den dannes ved en integrasjon i det komplekse planet (s-planet) langs en rett linje parallell
med den imagin@re aksen i en avstand ©.

o kan veare en vilkarlig konstant, bare den oppfyller ¢ > o,. Dette er alltid mulig for de
tilfellene vi betrakter.
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Integralet i (4.9) lgses enkelt ved residuregning, som fglger av Cauchys integralsats fra
kompleks funksjonsteori. Dette behandles i avsnitt 4.4.1.

4.2.1 Vanlig forekommende Laplacetransformer. Regler og teoremer
I dette avsnittet presenterer vi noen regler for Laplacetransformasjon av tidsfunksjoner:

1. Linearitet:

Llaf(t)) =af(s) (4.10)
a er her en konstant
L(f1(t) £ f2(1)) = fi(s) £ fa(s) (4.11)
2. Derivasjon:
L(f (1)) =sf(s) = f(t=0) (4.12)
og
L(f(t)) = s> f(s) = sf(t =0) = f(t=0) (4.13)
osVv.
3. Integrasjon:
s / s | = Lres) (4.14)
.O N
og .
L / F(o)dr | = % Fls)+ % / F(t)dr (4.15)
4. Tidsmalestokk: ;
L(f (;)> = af(as) (4.16)
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4.2.1.  Vanlig foreckommende Laplacetransformer. Regler og teoremer

10.

11.

. Reell translasjon (tidsforsinkelse):

L(ft—1)u(t—1))=e " f(s), 7= konstant, og

u(t—f)z{?

. Kompleks translasjon:

L™ f(1)) = f(s+a)

der a er en konstant

. Lineaer tidsveiing:

£y = -2V

. Reell multiplikasjon (kompleks folding):

Yo+ joo

LAOLO) =5 [ Al—wipomdw

- 2mj
Yo —joo

. Kompleks multiplikasjon (reell folding):

L| [ft=0p@dr | = fi6)A6
0

Sluttverdi:
lim f(z) = limsf(s)

t—ro0 s—0

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

nar sf(s) er analytisk pa og til hgyre for den imaginere aksen. Dette svarer til at gren-

sen til f(r) eksisterer nar t — oo, noe som ikke alltid er tilfelle.

Begynnelsesverdi:
lim f(z) = lim sf(s)
t—0

s—ro0

I appendiks B finnes en omfattende liste over Laplacetransform-par.

4.23)

Laplacetransformene av noen enkle og ofte forckommende tidsforlgp er framstilt i tabell 4.1.
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TABELL 4.1 f(s) for noen vanlig forekommende tidsforlep

Tidsforlgp f(@) L(f(t)) = f(s)
Enhetsimpuls
= li A
1 6(r) = lim g(t, Ar)
t
A0 Lo o<i<aAr 1
~ g() =19~
At 0 , 1<0,t>At
Enhetssprang
1
1, t>0 1
t) = -
Hi(1) {o L 1<0 s
| Enhetsrampe
ool t>0 1
— =0, <o s*
Enhetsparabel

1
/ m={" 0 =0

- B0, <o 2
Eksponentialfunksjon

1
™ e o , t>0 1 _ T

o1 0 , <0 s+oa 1+4Ts
Eksponentielt sprang
(mykt sprang)

e o l—e® | >0 a 1
7 0 , t<0 s(s+o)  s(1+Ts)
r=1

a
Sinussvingning
1 L
| sinfr , >0 B _ B
w 0 , 1<0 s2+ B2 (s+jB)(s—JjB)
p
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4.3 LAPLACETRANSFORMASJON AV DIFFERENSIALLIKNINGER
4.3.1 1. ordens linezer differensiallikning

Ved hjelp av transformasjonsreglene som er gitt for linearitet og derivasjon i (4.10)-(4.13),
kan vi na Laplacetransformere en differensiallikning av formen

x(t) = ax(t) + bu(t) (4.24)
Vi far da
sx(s) —x(t = 0) = ax(s) + bu(s) (4.25)
som Igst med hensyn pa x(s) gir
1
x(s) = s—ax0+ S_au(s) (4.26)

der vi for enkelhets skyld skriver xq for x(r = 0).

EKSEMPEL 4.2: Sprangrespons for (4.24)

Anta nd at u(r) er et enhetssprang (7).

1
Tabell 4.1 gir L(u; (1)) = 5008 (4.26) gir

4.27)

Dette kan inverstransformeres ledd for ledd, for eksempel ved residuregning som beskrevet i
avsnitt 4.4.1. Men her bruker vi linje 7 og 8 i tabellen i appendiks B. Dette gir Igsningen

x(t) = e"x(0) + = (e — 1) 4.28)

Hvis vi setter a = —1/T og b = 1/T, svarer (4.24) til differensiallikningen for den enkle
RC-kretsen i eksempel 2.2. Likning (4.28) med x(0) = O svarer da til (2.22).
||
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Vender vi igjen tilbake til situasjonen med en generell u(¢), s kan vi sammenholde ledd for
ledd (4.26) og (2.17) med ty = 0:

1
Xo +
S—da S—da

x(s) = u(s)

. (4.29)
x(t) = e“xo —i—/ea("r)bu(r)d'c
0

Av dette bekreftes at

e‘”<£> !

s—a
som vi fant i tabellen i appendiks B. Videre har vi at integralet til hgyre i (4.29) er et foldings-
integral. Dette gir, fordi impulsresponsen A(t) = e b (jfr. (2.33)),

h(e) % u(r) <2 h(s)u(s)

Det vil si “folding i tidsplanet svarer til multiplikasjon i s-planet”; vi kjenner igjen regel
(4.21). L]h(t)] = h(s), kaller vi transferfunksjonen. Mer om den i avsnitt 4.5.

Vi har i dette tilfellet brukt tabell for & finne den inverse Laplacetransform. T avsnitt 4.4 skal
vi lere a bruke residuregning til dette.
4.3.2 Hoyere ordens lineaer differensiallikning

En hgyere ordens differensiallikning med én avhengig variabel og en ytre pavirkning u (in-
homogen likning) kan i fglge (2.73) skrives

(n)

g(x, X, %, ..., x,u,t) =0 (4.30)

I tilfelle likningen er linear og har konstante koeffisienter vil vi kunne skrive

Qox(t) + 0 () + k(1) + .+ 0 % (1) + But) = 0 4.31)

Laplacetransformasjon av (4.31) gir, i det vi benytter reglene (4.10) — (4.13):

ox(s) + a [sx(s) — xo0] + a2 [s2x(s) — sx0 — o] + ...

e 0[5 x(s) — 5" g — ... — (n);ol)] +Bu(s) =0

(4.32)
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Lgses (4.32) med hensyn pa x(s), finner vi

1
O+ QS ...+ 0"

x(s)

(Q(s) — Bu(s)) (4.33)

der Q(s) er et polynom i s av grad n — 1.
Likning (4.26) er et spesialtilfelle av (4.33) medn=1, o = 1, op = —a og B = —b.

Hadde alle begynnelsesbetingelsene som inngér i Q(s) vert lik null, ville (4.33) blitt serlig
enkel, for da er Q(s) = 0. Videre kan vi i (4.31) dividere med o, pa begge sider av likhets-
tegnet, slik at koeffisienten foran leddet med s” blir 1. Da kan vi skrive

B

O

(s—s51)(s—52)...(5—5p)

S1,...,8, er rgttene i nevnerpolynomet. Uttrykk av typen (4.34) vil vi benytte seinere.

x(s) = h(s)u(s), der h(s) = (4.34)

4.4 INVERS LAPLACETRANSFORMASJON VED RESIDUREGNING
4.4.1 Residuregning

Det skal vises hvordan man kan finne den inverse Laplacetransform for funksjoner som er
kontinuerlige i tidsplanet (tilsvarende metode kan brukes for tidsdiskrete funksjoner; kapittel
11).

Den inverse Laplacetransformasjon x(7) av en funksjon x(s) er i fglge (4.9)

| O+ joo
X0 = 5 / x(s)eds (4.35)
o—joo

Integralet (4.35) er vanskelig a lgse direkte. Vi skal na forklare hvordan man kan benyt-
te residuregning for & lgse (4.35). Denne metoden baserer seg pa resultater fra kompleks
funksjonsteori. Der dreier det seg om a finne integralet av en funksjon f(s) i en kompleks
variabel s, nar integrasjonsbanen I" er en lukket kontur mot urviseren i det komplekse plan.
Et eksempel er vist i figur 4.1.

Det kan da vises at hvis f(s) er analytisk innenfor konturen (“analytisk” < f(s) og alle
deriverte av f(s), eksisterer overalt innenfor konturen), sa er konturintegralet

f f(s)ds=0 (4.36)
T
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Figur 4.1
En integrasjons-
bane I

Im

s — planet

kontur I

Re

Hvis f(s) derimot har en pol av orden m innenfor konturen I’, slik at f(s) kan skrives

f(s)= (sg_(sa))m , der g(s) ikke har pol(er) innenfor konturen, (4.37)
sier den sakalte residusatsen at
ff s = sl (5) = oo [ (s asts) 39)
21j 5T etsl ~ (m—1)! |dsm! A —a ’

der res[f(s)] uttales “residuet til f(s)ia” .
S=a

For m = 1 blir (4.38) atskillig enklere

ry ff Jds = res[(5)] = [(s—a) (5 (439)

Hyvis det er flere distinkte poler innenfor konturen , har vi

1
T f f(s)ds = Zres (4.40)

s=a;

1 (4.40) anvender vi (4.39) eller (4.38) avhengig av om polen q; er enkel eller av hgyere orden
(dvs. multippel pol; flere identiske poler).

a1
ST [(s— a)’”f(s)}) , men for slike funksjo-
s

ner som er aktuelle for oss, trenger vi ikke foreta noen slik grenseovergang.

1
11 det generelle tilfellet skal hgyresida i (4.38) vare lim ————
s—a (m—1)!
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4.4.2. Invers Laplacetransformasjon

4.4.2 Invers Laplacetransformasjon

Figur 4.2
Lukket
integrasjonsbane

Hvordan kan sa dette brukes for & finne en invers Laplacetransform? Venstresiden i (4.40)
likner pa (4.35), med f(s) = x(s)e’*. Problemet er integrasjonsbanen til (4.35), som ikke er
lukket. Vi ma derfor bruke et knep for & lukke integrasjonsbanen. Betrakt figur (4.2):

konvergensaksen 6, ,6 >0, -~ G+ joo

G —joo

Gitt integranden x(s)e* i (4.35). Et sett poler i denne integranden er antydet i figur 4.2. Som
det framgar av figur 4.2 har vi modifisert integrasjonsbanen. Vi har fgyd til en uendelig stor
halvsirkel inn i venstre halvplan for a fa en lukket kontur.

Dette kan vi tillate oss uten & endre verdien av integralet (4.35), sa lenge |x(s)e| — O nar
|s| — oo

Hvis integranden er sa liten langs halvsirkelen at dette oppveier den uendelige lengden pa
denne banen, gir integrasjonen langs halvsirkelen intet bidrag til integralet. Hvis x(s) er et
rasjonalt uttrykk, sa er dette oppfylt nar graden av nevneren er minst en hgyere enn graden
av telleren. (Dette er ikke helt trivielt og ma bevises. Det gjgres ikke her.) Vi kaller da x(s)
strengt propert. x(s) vil alltid vare strengt propert for de kontinuerlige signalene og syste-
mene vi skal arbeide med. Vi kan altsa konkludere med at den loddrette integrasjonsbanen i
(4.35) uten videre kan lukkes med en uendelig stor halvsirkel, uten at dette endrer verdien av
integralet. Dermed kan vi bruke residusatsen ved invers Laplacetransformasjon.

Na er vi i stand til angi den endelige formelen for invers Laplacetransformasjon ved hjelp av
residuregning:
O+ joo
x(t) = L / x(s)e"ds =Y res (x(s)e”) (4.41)
2nj J ~ s=a; '
O— joo
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der hvert residu i summen til hgyre svarer til (4.38) eller (4.39) avhengig av om a; er multippel
eller enkel.

EKSEMPEL 4.3: Residuregning pa en RC-krets

Gitt RC-kretsen i eksempel 2.2. Anta na at den pasatte spenningen, som er vart padrag u(),
er
w(t)=1—et (4.42)

det vil si at padraget settes pa som et “mykt sprang” med samme form som i figur 2.7. Hva blir
na utgangsspenningen? For enkelhets skyld setter vi spenningen over kondensatoren x(¢) = 0
fort = 0. Likning (4.29) meda = —1/T og b =1/T, og (4.42) gir da:

1 1
Y Ay CRC DU S S 4.4
X(s) 1 ( € T) 14+Ts s(1+Ts) 1\? (443)
S—l-? S<S+T)

Polen s = 0 har multiplisitet m = 1 og polen s = —1/T har multiplisitet m = 2. (4.39) og
(4.38) med f(s) = x(s)e™ gir da

x(t) = L' (x(s)) =res

5=0 1\2 1 1\2
T2s(s+T> T Tzs(erT)

els d [ e 4.44)
- 12 " (ds (Tzs>> 1
T? s+ ? 0 S=TT
§—=
e’ te’s t ‘
_c —1— <1 7) -7
T2 | 7)e
s=—7

Ssz

Figur 4.3 viser responsen.

"Merk at vi i Igsningen (4.44) na far med ledd av typen ...+ konst. -re? + ... . Dette skyldes at vi har to sammen-
fallende poler i Laplacetransformen. Se ellers appendiks B, linje 42 for tilfellet med enda flere sammenfallende
poler.
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EKSEMPEL 4.3 4.5. Transferfunksjoner og blokkdiagrammer

Figur 4.3
Responsi 1.
ordens system pa
mykt sprang

NI~y

4.5 TRANSFERFUNKSJONER OG BLOKKDIAGRAMMER

4.5.1 Transferfunksjoner

Nar alle begynnelsesbetingelser er lik null, er Laplacetransformen til et line@rt systems re-
spons entydig gitt av inngangssignalets Laplacetransform og funksjonen A(s), som vi kaller
systemets transferfunksjon. Responsen gis da som

y(s) = h(s)u(s) (4.45)

Ordet “transfer” er egentlig engelsk, men er ogsa blitt norsk terminologi. “Transfer” betyr
ordrett “overfgre”, vi kan si at &(s) forteller hvordan u(s) blir “overfegrt” til y(s). Vi bruker
ogsa (sjeldnere) overfgringsfunksjon.

Ofte skriver man en transferfunksjon som en brgk mellom utgang og inngang, med s i “felles
parentes”,

h(s) = ) _ %(s) (4.46)

Hvis inngangssignalet er en impuls (deltafunksjon), blir utgangssignalet impulsresponsen, vi
far y(t) = h(t).
I s-planet har vi u(s) = L[6(r)] = 1. Vi far y(s) = h(s) - 1 = h(s). Derfor:

Transferfunksjonen A(s) inneholder akkurat samme informasjon om et systems egenskaper
som dens inverse Laplacetransform, impulsresponsen A(z).
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Men transferfunksjonen er mye enklere a bruke, siden folding i tidsplanet blir til multiplika-
sjon i s-planet, jfr. (4.21):

h(e) % u(r) <2 h(s)u(s)

Transferfunksjoner er ytterst sentrale i reguleringsteknikken, og vil fra na av bli brukt sveert
mye.

Vi skal seinere ta for oss den vektorielle generalisering av transferfunksjon, nar systemet er
multivariabelt. Da har vi y(s) = H(s)u(s), hvor H(s) er systemets transfermatrise (avsnitt
4.6.1).

EKSEMPEL 4.4: Impedans

I elektrisitetsleeren bruker man begrepet impedans, gjerne symbolisert med stor bokstav Z.
Dette er en generalisering av ohmsk motstand R. Ohms lov for sammenhengen mellom strgm
og spenning uttrykt i s-planet, som vi skal benytte for a definere impedans, er e(s) = Ri(s).
Impedansen er en transferfunksjon, Z(s), slik at

e(s) =Z(s)i(s), dvs. Z(s) = ——= (4.47)

Vi skal finne impedansen til RC-kretsen

Figur 4.4 R . .
RC-krets o — o fra eksempel 4.3, se figur 4.4. Vi har tid-
e(1) WC: L ) ligere funnet transferfunksjonen fra inn-
gangsspenningen til utgangsspenningen.
o O Fra (4.43), midtre del, har vi at den er
X 1
;(s) =157s (4.48)

Vi sgker na impedansen, som er en annen transferfunksjon,

1+7Ts 1 1
2(5)=5(5) = S0 S 9) = 2 = R (4.49)

Vi har her benyttet at sammenhengen mellom spenning og strgm for en kondensator er

d 1
i= Cd—);, som Laplacetransformert blir i = sCx, = Z¢(s) = e (4.50)
s
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EKSEMPEL 4.4 4.5.1.  Transferfunksjoner

Vi har ogsa benyttet at 7 = RC.

Summen i hgyre ledd i (4.49) uttrykker en seriekopling av to impedanser, én for motstanden
og én for kondensatoren. Vi kan regne ut total impedans basert pa serie- og parallellkoplinger
av del-impedanser, etter samme regler som for ohmske motstander.

Vi vil til slutt nevne at impedansen for en induktans blir

Z1(s) = sL, fordi x = L% (4.51)

Se ogsé eksempel 2.7, hvor du na kan finne transferfunksjonen fra f.eks. e; til e3, ved a
benytte impedanser.
|
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4.5.2 Blokkdiagrammer

Transferfunksjoner brukes ofte sammen med blokkdiagrammer. Avsnitt 2.8 omhandlet blokk-
diagrammer av systemer i fidsplanet. Vi skal i nd ta for oss blokkdiagrammer i s-planet. De
symboler som brukes i slike diagrammer er vist i figur 4.5. I sakalte elementzere blokk-
diagrammer brukes bare de fire fgrste symbolene, (a) - (d). Siden Laplacetransformasjonen
bare gjelder for line®re systemer, er det ikke aktuelt med symboler for uline@re operasjoner.

Integrasjon og derivasjon symboliseres med blokkene 1/s og s som vist i figur 4.5 ¢) og d).
En stiplet pil inn pa integratorblokken i figur 4.5 ¢) indikerer begynnelsesverdien til utgangen
pa integratoren (men svert ofte vil vi anta at den er lik 0). Figur 4.5 e) viser et blokkdiagram
for et vilkarlig monovariabelt system. Dette blokkdiagrammet er ekvivalent med systemets
transferfunksjon. Figur 4.5 g) viser det vektorielle tilfellet, med transfermatrise H(s).

Figur 4.5 u(s) |
Blokkdiagrammer u(s) auls) uy (s) - uy (s) = uy(s) +uy(s) uls) Y Ly
med Laplace- > a . I
N

transformer Tu3 (s)

a) Multiplikasjon b) Summasjon/subtraksjon c) Integrasjon

med konstant
u(s) su(s) u(s) h(s)u(s) u(s) ¢ “uls)
> N > /(s) » efts
d) Derivasjon ¢) Monovariabelt system /) Transportforsinkelse

u(s) H(s)u(s)
»| H(s)

g) Multivariabelt system

Med bakgrunn i teorien for Laplacetransformasjon og de symbolene som er innfgrt i figur 4.5,
kan vi utvikle et sett av regler for manipulasjon og reduksjon av blokkdiagrammer som
inneholder transferfunksjoner i blokkene. Mélet med en reduksjonsprosedyre er a forenkle
systemet til én eller noen fa blokker.

Figur 4.6 a) og b) viser at seriekopling av transferfunksjoner medfgrer multiplikasjon av
transferfunksjonene, og parallellkopling av transferfunksjoner medfgrer summasjon av trans-
ferfunksjonene. Det er dette som utgjgr Laplacetransformasjonens store fordel; den gjgr dif-
ferensiallikninger om til algebraiske likninger.
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Figur 4.6

Manipulering av Manipulasjon Opprinnelig diagram Resultat
blokkdiagrammer
a) Kombinere blokkeri z z, 2 z z3
serie —— () =] B, (s) — h(5)hy(9)
eller
21 “3
—  hy(s)h(s)
b) Kombinere blokker i 7
parallell . by ()
1 24 z 74
— () £hys)
z3 +
> h,(s) -
¢ ) Flytte et
summasjonspunkt  Z; z3 2y Z3

bak en blokk

Z2

I+
N
)
=
=z
iyl
z
I+
oyl
=

d) Flytte et

1 z z 21 Z3
summasjonspunkt 1 s | 3 7(s)
foran en blokk

+ +
2
1 Zy
hy(s)

e) Flytte et forgrenings-

punkt bak en blokk ! S |22 e 2
Z1
Zl 1
h](S)
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Manipulasjon Opprinnelig diagram Resultat
) Flytte et forgrenings- _ °! () i ‘1 iy (s) i
punkt foran en blokk
22 22
-~ hy(s)
g) Eliminere en “1 2.0, (s) Z3 Z hy(s) 3
. . 1 LF hy(s)hy(s)
tilbakekoplingssleyfe + 148) 5
V4
2 () |

Ver oppmerksom pa at reglene b)-g) i figur 4.6 ogsa gjelder dersom transferfunksjonen A(s)
erstattes med en transfermatrise H(s). Regel a) gjelder ogsa for H(s) dersom det nederste
ekvivalentskjemaet benyttes.

Reglene i figur 4.6 skal illustreres med noen eksempler.

EKSEMPEL 4.5: Blokkdiagram for 1. ordens lineaer differensiallikning

Et system beskrevet av en 1. ordens liner differensiallikning
X=ax+bu

vil ha et elementert blokkdiagram som vist i figur 4.7 a).

Figur 4.7 .
Elementert blokk- v
diagram for ﬂ, b 1 x(s) u(s) b x(s)
1. ordens 5 = s—a
differensiallikning
a |e a) b)
L
“) ~ 1 1 *(s) u(s) 1 x(s)
T T s = " I




4.5.2. Blokkdiagrammer

EKSEMPEL 4.6

Bruk av regel a) og g) i figur 4.6 gir diagrammet i figur 4.7 b).
Det enkle RC-nettverket i figur 2.5 som er beslektet med systemet i a) og b), har differensial-
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likningen
Ti=—x+u

Det elementaere blokkdiagrammet for dette systemet er vist i figur 4.7 ¢). Reduksjon ved

hjelp av regel g) i figur 4.6 gir transferfunksjonen i figur 4.7 d).!

[ |
EKSEMPEL 4.6: Reduksjon av blokkdiagrammet til et fjaersystem for bil

Systemet med masse og stgtdemper fra eksempel 2.6 kan né representeres som vist i figur 4.8
a). Ved hjelp av reglene i figur 4.6 kan sa blokkdiagrammet reduseres suksessivt. Vi skal

illustrere hvordan:
Figur 4.8 v| v(s)
Reduksjon av f
blokkdiagram m
ul(s) 1 1 1 xl(s)
’ s b gl
a)
m
u(s) k " [ 1 1|l
S ; +f ’ g r—n ; ;
b) f
k <

IDe stiplete linjene som angir begynnelsesverdien av integratorutgangen i figur 4.5 c), 4.7 a) og 4.7 ¢) vil som
oftest bli slgyfet for enkelhets skyld nar man arbeider med blokkdiagrammer. De er da underforstétt.
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y 1)
m
u(s) - 1 1 1 x,(s)
A L 5 5
Vil
¢)
k
l v(s)
m
uy(s) - 1 1] xi(8)
k+fs f+ms = s
d) P
l v(s)
m
e) u,(s) %' 1 x,(s)
ks k+fs+ ms®
g/s
_m
k-#-fs-&-ms2
f) u,(s) K+ f x,(s)
k+fs+ms2
2 wle) | 1+Ls l x,(s)
1+f m 2 O
A=
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EKSEMPEL 4.6 4.5.2. Blokkdiagrammer

Tyngdens akselerasjon er innledningsvis antatt & veere en tidsvarierende funksjon y(¢) med
Laplacetransform y(s), et knep som vi forklarer nedenfor.

De suksessive reduksjonene foregér slik: I overgangen mellom a) og b) er regel b) og d) fra
figur 4.6 benyttet. I overgangen mellom b) og ¢) er regel a) fra figur 4.6 benyttet. I tillegg
er tyngdens akselerasjon flyttet to summasjonspunkter lenger mot venstre. Dette endrer ikke
pavirkningen fra forstyrrelsen pa de to slgyfene som kommer etter. Regel g) er benyttet bade
i overgangen mellom ¢) og d) og i overgangen mellom d) og e). Mellom e) og f) er regel a)
og c) benyttet.

Videre er innvirkningen av tyngdens akselerasjon, g, na spesifisert. Siden g = konstant > 0
for alle ¢ (ogsa ¢t < 0), vil den ikke uten videre kunne Laplacetransformeres. Vi tenkte oss
innledningsvis at tyngdens akselerasjon var en eller annen tidsvarierende akselerasjon som
startet ved t = 0, med Laplacetransform ¥(s), som vist t.o.m. figur 4.8 e). Siden den virkelige
g = konstant, kan vi finne innvirkningen ved & anta at den settes pa som et sprang ved t =0
som vist i figur 4.8 f), og finne den stasjonare responsen ved hjelp av sluttverditeoremet (se
(4.22)). Mer “fysisk” kan man forestille seg at dette skjer ved at massen holdes oppe ved
starttilstanden, sa hgyt at fjera er akkurat ubelastet. Sa slippes taket, og massen vil etter en
stund innta posisjonen

lm/ ') ™ —1i _m gyL__&m 4.5
tggL {k+fs+ms2y<S)} sgl(l){s<k+fs+mszs k (452)

Men siden tyngdekrafta i virkeligheten jo ble “slatt pd” ved t = —oo, vil dens virkning for alle
t veere en konstant forskyving av posisjonen x (f) med —gm/k. Vi ignorerer derfor fgrst den
gvre greina i figur 4.8 f), og regner ut x; som om den bare var bestemt av u;, for sa etterpa a
korrigere x; med —gm /k. Vi bruker altsd superposisjonsprinsippet.

Sluttverditeoremet sier oss at resultatet av en konstant pavirkning pa et system — hvis syste-
mets respons gar mot en konstant verdi p.g.a. pavirkningen, noe som md undersgkes separat
— finnes ved & multiplisere denne konstanten med transferfunksjonen mellom pavirkningen
og responsen, innsatt s = 0. Vi har i vart eksempel

x1(s) m _ m
— h(s) = — h(0) = —— 4.53

¥(s) (5 k+ fs+ms?’ som gir h(0) k (433)
Sluttverditeoremet er nyttig ved beskrivelse av dynamiske systemer fordi systemer ofte pa-
virkes av konstante forstyrrelser, referanseverdier eller liknende.

Til slutt: I figur 4.8 g) er transferfunksjonen mellom u; (s) og x;(s) ogsa vist omformet slik
at de fgrste leddene i telleren og nevneren er lik 1. Dette er en fordel nér vi seinere skal finne
tidskonstantene i systemet.

|
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4.5.3 Blokkdiagram i tidsplan -s som derivasjonsoperator

De regler for manipulasjon og reduksjon av blokkdiagrammer som er beskrevet i avsnitt 4.5,
folger av visse viktige egenskaper ved Laplacetransformasjonen, som superposisjonsprinsip-
pet og at utgangsvariabelen er inngangsvariabelens Laplacetransform multiplisert med trans-
ferfunksjonen til den aktuelle blokk.

Hvis vi na betrakter et blokkdiagram i tidsplanet, slik som i figur 3.7, vil multiplikasjon med
1/s erstattes av et integral. Men ogsa i tidsplanet kan vi manipulere og redusere blokkdia-
grammet etter de samme regler, hvis integratorsymbolene erstattes med blokker 1/s, og vi nd
tolker symbolet “s” som en derivasjonsoperator. Vi definerer na notasjonen

d d?
sx = Ex, sTx = o7 ——5X, OSV. 4.54)
Med denne tolkninga vil et blokkdiagram slik de er skissert i figur 4.6, ha variable z;(¢), dvs.
de er tidsfunksjoner. Hvis man reduserer et blokkdiagram og finner en transferfunksjon fra u
til x:
Bo+Bis+ ...+ Buis" 1 x(t)

) O+ 0s+ 0ns+ ...+ 0s”  u(t) (4:33)

sa vil dette i tidsplanet (jfr. hgyre likhetstegn) bli a tolke som en alternativ skrivemate for den
hgyere ordens differensiallikning

(n—1)
0px(t) + o x(t) + opi(t) + ...+ oc,, ( ) = Bou(t) + Pru(t) + ...+ Bu—1 u(tl) (4.56)

I mye av litteraturen bruker man symbolet p for derivasjonsoperator, for & unnga forveksling
med Laplacetransformasjonens s. I denne boka brukes s i begge betydninger, og det gar fram
av sammenhengen hvilken tolkning som gjelder.

4.5.4 Bruk av benevninger for a sjekke transferfunksjoner

Pa samme mate som benevninger er nyttige ved sjekk av differensiallikninger, kan de ogsa

brukes ved sjekk av transferfunksjoner. Fgrst ma vi da avklare hva benevninga pa s er.
Laplacetransformasjonen av en tidsfunksjon er

/ e “h(t
0

”—1s” i e ma vere dimensjonslgs. Da blir benevninga til s [1/tidsenhet], for eksempel
[1/sek] hvis ¢ males i sekunder.
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4.6. Lineere vektordifferensiallikninger og Laplacetransformasjonen

La oss prgve dette pa svingende-masse-systemet:
Med y[m] som utgang, og u[N] som padrag, har vi

Y, - 1
;(s) = hs) = ms®>+ fs+k

Erstatter symbolene med deres benevninger:

siden [N] = [kg m/sz] = Y= [%} som er riktig!
u

Merk at alle ledd i nevneren, og i enhver sum for den saks skyld, ma ha samme benevning,
noe som er nyttig for kontrollformal.

4.6 LINEARE VEKTORDIFFERENSIALLIKNINGER OG LAPLACETRANSFORMASJONEN

Vi skal na ta for oss vektordifferensiallikningen

X(1) = Ax(t) +Bu(r)

y(r) = Cx(1 @7

Hvert element i en vektor som er en funksjon av tiden, kan Laplacetransformeres. Resultatet
blir en vektor av Laplacetransformerte.

4,
y(s) = Cx(s (4.58)
Lgsning av (4.58) med hensyn pa x(s) gir
x(s) = (sI—A)7'x(t = 0) + (sI— A) " 'Bu(s) (4.59)

og
y(s) = C(sT—A) " 'x(t = 0) + C(sI — A) " 'Bu(s) (4.60)
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Vi henter fram resultatet i (3.22) og antar at o = 0. For systemet i (4.57) far vi da

t
x(1) = ex(0) —i—/eA(”T)Bu(r)d'c
0

(4.61)
— &(1)x(0)+ / &(1— 7)Bu(t)dt
0
Sammenlikning av (4.59) og (4.61) gir
L(®(1) = L(eA) = P(s) = (sT-A) ! (4.62)
t
L / eAYBu(1)dt | = (sI—A)"'Bu(s) (4.63)

0

(s —A)~! kalles resolventmatrisen og den er lik Laplacetransformasjonen av transisjons-
matrisen ®(z). Dette er den vektorielle utgaven av betraktningene vi gjorde rundt likning
(4.29).

Dersom matrisen A har line®rt uavhengige egenvektorer, kan den diagonaliseres ved hjelp
av en egenvektormatrise! = M. Vi kan skrive

A=MAM"! (4.64)

der A = egenverdimatrisen. Dette gir

(SI—A) ' =( MM ' —MAM 1)~ = (M(sT— A)M )~

=M(I-A)"'M™!
- _
0o - - 0
S—Al
O & 0 (4.65)
=M M!
1
0 0
I s — My |

M kalles ogsa modalmatrisen.
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Vi innfdrer

M= [m;, my, ..., m,] 4.66)
m; = egenvektor
og
_an_
nj
M'=N=|. (4.67)
[
der n; kalles resiprok basisvektor.
Likning (4.65) antar formen
u 1
(sI-A)~' = ; m;n/ ) (4.68)

der hgyresiden uttrykker summen av n matriser. Elementarleddene, 1/(s — A;), forekommer
derfor i alle elementene i (sI — A)~!. Innfgrer vi (4.65) i (4.59) og foretar inverstransforma-
sjon, far vi en lgsning som blir av samme form som den som tidligere er presentert i (3.19).
Vi legger merke til at egenverdiene Ay, A, ..., A, til matrisen A spiller samme rolle i disse
uttrykkene som singularitetene sy, s2, ..., s, spiller i uttrykket (4.34).

EKSEMPEL 4.7: Laplacetransformasjon av tilstandsvektoren i svingende-masse-systemet

Vi skal betrakte systemet i eksempel 3.3 som ble introdusert i eksempel 2.5, og som bestar
av en masse som er festet til en fjeer og en demper. Systemet er karakterisert ved fglgende
likning
Xl 0 1 X1 0
= + u
X —21 —10| |x 0.25

Vi bruker likning (4.59) for 4 finne x(s). (sI—A)~! finnes ved hjelp av egenverdiene og
egenvektormatrisen til A.
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Egenvektorene, egenvektormatrisen og den inverse til egenvektormatrisen ble funnet i ek-
sempel 3.3. Egenverdiene var A; = —7 og A, = —3. Egenvektormatrisen (modalmatrisen) og
dens inverse var

1
1 —= , 1] -3 —1
M= 3 og M~ :Z
-7 1 -21 -3
Likning (4.65) benyttes for 4 finne (sI — A)~!
1 1 -3 . 7 —1 n 1
L e 1 == 2 N ) DR EE AR R AR
4l 0 |21 3] 4|2t 2 7 3
s+3 s+7 s+3 s+7 543
Vi benytter formel (4.59) og kan se bort i fra leddet som inneholder initialtilstandene, siden
disse er 0.
-3 n 7 -1 N 1
1|{s+7 s+3 s+7 s5+3 0
X(s) =~ u(s)
41 21 21 7 3 0.25
s+7 s+3 s+7 s+43
(4.69)
| N 1 1
16(s+7) " 16(s+3) BAG DG+ )
= u(s) = u(s)
7 n 3 s
16(s+7) " 16(s+3) B4+ )5 +1)

Likning (4.69) viser at x,(s) = sx; (s). Dette betyr i fglge (4.12) at xp(1) = x1(¢).
[ |

4.6.1 Transfermatrise
Uttrykkene i (4.59) og (4.61) inneholder to ledd:

* Det fgrste skyldes systemets begynnelsestilstand og vil i tidsplanet vare en eksponen-
tiell innsvingning mot null, sa sant systemets egenverdier (4;) er slik at Re 4; < 0.

* Den andre delen skyldes den ytre pavirkningen (padraget).

Det samme gjelder representasjonen systemets tilstander far gjennom malevektoren, enten
denne har fa eller mange elementer.

Antar vi na at systemets initialtilstand x(0) = 0, vil (4.60) bli

y(s) = C(sI—A)"'Bu(s) = H(s)u(s) (4.70)
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4.6.1. Transfermatrise

der H(s) er transfermatrisen og der elementene 4;;(s) blir transferfunksjoner. En transfer-
matrise kan selvfglgelig etableres mellom padragsvektoren og en hvilken som helst avledning
av systemtilstanden, for eksempel tilstandsvektoren selv.

For & vaere mer presis med hensyn til hvilken transfermatrise det dreier seg om, kunne vi i
(4.70) ha benyttet skriveformen Hy, (s).

Vi setter inn resultatet fra (4.65) 1 (4.70)

- -
o - - 0
S—l1 |
0 0
S—Az
H(s)=CM | . . . |M'B (4.71)
1
0 0
i s— Ay |

Dette viser at i det generelle tilfellet vil alle transferfunksjonene £;;(s) inneholde alle fakto-

rene av typen
1

—, k=12, ... 4.72
S—A/k’ ) J 7n ( )

slik at vi far )
8ijs
hiils) = 4.73)
l]( ) (s—ll)(s—lz)...(s—ﬁ,n)
der g;;(s) er et polynom i s av orden hgyst lik n — 1. Transfermatrisen H(s) og dens elementer
kan selvsagt ogsa bestemmes direkte av (4.70) uten a ga veien om diagonalisering, men ved

bruk av regelen for invertering av en matrise. En far da ved a bruke resultatet i (A.10)

adj(sI—A) o

H(s)=C(sI—A)"'B=C Al BT aA

C(adj(sT—A))B (4.74)

Brukes (4.74) vil transferfunksjonene #;;(s) ikke ha nevnere oppdelt i enkeltfaktorer, men en
fellesnevner som er et polynom i s av orden n; det karakteristiske polynom for systemet.
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EKSEMPEL 4.8: A finne et systems transfermatrise

Vi betrakter systemet

1 2 20
X = X+ u
| 0 —4 11
1 2
y= X
3 1
Egenverdiene er A} = —1 og A, = —4. Ett sett egenvektorer kan bestemmes som gir egenver-
dimatrisen
1 2
M =
0 -3
Den inverse av egenverdimatrisen er
M- — s -3 =2
Slo 1
Vi benytter (4.71):
1
1 |1 2 (1 2 1 -3 =2|(2 0
H(s) = — S N
313 1| o -3 Lllo 1|11
s+4
4.75)
4(s+3) 2(s+2)
(s+1)(s+4) (s+1)(s+4)
H(s) =
Ts+31 s+7
(s+1)(s+4) (s+1)(s+4)
I dette tilfellet ville det veert enklere a bruke (4.74) direkte. Dette gir
1 1 2| |s+4 2 2 0
H(s) = (4.76)

GHDE+4H) 13 11| o s+1] |1 1

Utregning av dette uttrykket gir samme svar som (4.75). Vi legger merke til at alle transfer-
funksjonene i transfermatrisen H(s) har de samme polene.
]
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En transferfunksjon for et system beskrevet med line@re differensiallikninger med konstante
koeffisienter vil, som vi ser av (4.73), bli en rasjonal funksjon av den komplekse variabelen s
der telleren og nevneren er polynomer i s. Det som framfor alt karakteriserer en slik rasjonal
funksjon er rgttene i nevnerens og tellerens polynomer. Disse rgttene kalles henholdsvis poler
og nullpunkter. Polene til en transferfunksjon vil vaere singulariteter i denne komplekse
funksjonen, fordi funksjonen gér mot uendelig nar s nermer seg en slik verdi (nevneren blir
lik null).

Polene for transfermatrisen blir identiske med egenverdiene til systemmatrisen

Vi skal na diskutere forskjellige valg av tilstandsvariable og gar for enkelhets skyld ut fra at
systemet har ett padrag, én maling og ingen forstyrrelser.

4.6.2 Fra transferfunksjon til tilstandsrombeskrivelse

Hvis systemet er monovariabelt (u og y skalare), vil transfermatrisen H(s) i (4.74) reduseres
til 4 bli en (skalar) transferfunksjon; et rasjonalt uttrykk i s,

h(s) =c’ (sT—A)"'b 4.77)

Transferfunksjonen vil bli den samme for et stort antall forskjellige tilstandsrommodeller av
typen

x = Ax+Bu
- 4.78)
y=c¢X

Grunnen til dette er at vi kan foreta en vilkarlig linezr, ikke-singuler transformasjon av til-
standsvektoren x uten & endre overfgringen mellom « og y. Vi skal demonstrere dette for den
spesielle transformasjonen som diagonaliserer et system, jfr (3.64). Ved hjelp av transforma-
sjonen x = Mq , dvs. q = M 'x, fikk vi

q=Aq+bu
T 1 4 T (4.79)
y=1fgq der A=M 'AM, h=M 'bogf =c¢c'M
Transferfunksjon for dette systemet blir /(s) = h(s), fordi
h(s) =t (sI-A) '"h=c"M(sM 'IM—M"'AM)"'M'b
=c'MM ! (sT-AM]"'M'b=c"MM ! (sT—-A)"'MM~'b (4.80)

=cl(sI—A)"'b=nh(s)

Vi har na vist dette for den spesielle transfomasjonen q = M~ 'x. Men akkurat det samme
gjelder for en vilkarlig transfomasjon 1 = Z~'x, som vi var inne pa i (3.71) og (3.72). Det
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eneste som kreves er at Z er kvadratisk og inverterbar. Det finnes uendelig mange matriser
som oppfyller dette kravet.

Dette betyr at om vi kjenner et systems transferfunksjon, kan vi ikke entydig avlede en til-
standsrombeskrivelse. Det finnes uendelig mange tilstandsrombeskrivelser som gir samme
transferfunksjon. Men da kan vi alltid velge oss en eller annen tilstandsrombeskrivelse som
svarer til en gitt transferfunksjon.

I avsnitt 3.5 har vi introdusert forskjellige typer kanoniske former av et monovariabelt system.
Det knytter seg i denne forbindelse sarlig interesse til de kanoniske formene som er gitt i
(3.66) og (3.69). Parametrene som karakteriserer disse formene, star nemlig i et seerlig enkelt
forhold til parametrene i de tilsvarende transferfunksjonene. Antar vi at det monovariable
systemet er beskrevet av transferfunksjonen

n—1
h(S)_ Pn—-18 + ...+ P15+ Po

- 1 4.81)
ST o st L Fos+ o

finner vi at begge systemtypene vist i figur 3.9 og figur 3.10 vil ha en slik transferfunksjon.

For den fgrste representasjonsformen (“fasevariabel form”; pa engelsk “controllable canoni-
cal form”) vil vi fa, referert til uttrykket (4.78),

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A - s b =
(4.82)
0 0 0 — 0 1 0
—Qy —0p —0p - - —0Op o —0Oy 1
T _
¢ = [Po pr p2 - - - pnfl]

Dette kan enklest vises ved & tegne elementert blokkdiagram i s-planet basert pa denne til-
standsrommodellen, og sa redusere blokkdiagrammet. Da vil man fa (4.81).
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4.6.2. Fra transferfunksjon til tilstandsrombeskrivelse

Bruker vi den andre representasjonsformen (figur 3.10), far vi

—; 1 0 - - 00 Pn—1

-0, >, 0 1 00 Pn—2
A: s b:

—oy 00 - - 0 1 p1

-0 0 0 - - 00 Po
d=l1oo0o .. -0

Vi legger merke til at i begge tilfellene ovenfor skulle det 2n parametre til for & beskrive
systemets transferfunksjon, og de samme parametre gar igjen i hver av de to tilstandsrom-
beskrivelsene. Hvis vi finner rgttene til nevneren i (4.81), kan vi skrive

Pr—18"" 14+ pis+ po
(s—A)(s=A2)...(s — Ap)
A; tilsvarer systemets egenverdier. Dersom egenverdiene er distinkte, kan vi pa en enkel mate
foreta en delbrgksoppspaltning, slik at vi far

h(s) =

(4.83)

— fl f2 fn
h(s) = G- + o) ot o) (4.84)
der
fi= (s = A)h(s)|s=y, (4.85)

Dette resulterer i en diagonalform som vist i figur 3.8, der tilstandsrombeskrivelsen med
notasjon som i (3.64) blir

A0 - - 0 1
0 4 - - 0 1

A. - s h =
(00 A | 1]
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4.7 SAMMENHENGEN POLER/NULLPUNKTER OG TIDSRESPONS

4.7.1 Rasjonale transferfunksjoner

Figur 4.9

a) Nullpunkter og
poler til A(s)
b) Kontur som

karakteriserer
h(s)

Transferfunksjonen for et monovariabelt system beskrevet med ordinare line®re differen-
siallikninger med konstante koeffisienter vil vere en rasjonal funksjon i s, det vil si telleren
og nevneren vil vere polynomer i s. Ordenstallet til polynomet i telleren vil for et fysisk
realiserbart system hgyst vere lik og vanligvis vere mindre enn ordenstallet til nevnerens
polynom. Vi benytter samme notasjon som i (4.81):

P4 —Vi)(s—V2)...(s—V
h(S) — Pps + : + P15+ Po _ pp(S 1)(S 2) (S p) (486)
ST+ Oy ST o s+ 0 (S—)Ll)(s—lz)...(s—ln)
Vi kaller rgttene i henholdsvis teller og nevner for nullpunkter og poler. I (4.86) har vi antatt
at det er p nullpunkter og n poler. Videre ser vi at polene er gitt betegnelsen A; fordi de er
identiske med egenverdiene'.

Nar vi skisserer i det komplekse plan velger vi & angi nullpunkter ved hjelp av sma sirkler og
poler ved hjelp av sma kryss. Et eksempel vil illustrere dette: Transferfunksjonen

hs) = 25 +ds+4 1) +1-))
5245546 (s+2)(s+3)

(4.87)

har kompleks konjugerte nullpunkter med negativ realdel. Polene er reelle og negative. Plas-
seringen av nullpunkter og poler er vist i figur 4.9 a).

A Im

N\ b)

a) ~ ~

IDette gjelder s lenge systemet er styrbart og observerbart. Disse begrepene behandles i kapittel 5. De fleste
systemer er styrbare og observerbare.
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4.7.1. Rasjonale transferfunksjoner

Figur 4.10

Et eksempel pa
polenes og null-
punktenes
bevegelse i det
komplekse plan

Figur 4.9 a) vil entydig karakterisere transferfunksjonen hvis vi ser bort fra den konstante
faktoren i (4.87).

Vi kan finne transferfunksjonen og dens egenskaper ved a betrakte plasseringen av dens
nullpunkter og poler i det komplekse plan.

Omvendt kan det vises, blant annet ved hjelp av Cauchys integralsats, at dersom transferfunk-
sjonens verdi er kjent i alle punkter s (transferfunksjonen A(s) er en kompleks funksjon i s )
langs en vilkarlig lukket kontur som omslutter samtlige nullpunkter og poler — se eksempel
pa dette i figur 4.9 b) — vil konfigurasjonen av nullpunkter og poler vere entydig kjent.

En annen kontur, som fglger den imaginare aksen fra — joo til 4 joeo 0g omslutter venstre del
av det komplekse plan (venstre halvplan), tilfredsstiller ogsa dette kravet. Dette skal senere
utnyttes til beskrivelse av dynamiske systemers egenskaper ved hjelp av frekvensanalyse.

I resten av dette kapitlet skal vi ogsa drgfte et annet viktig poeng:
Plasseringen av nullpunkter og poler endrer seg nar parametrene til et system endres.

Slik bevegelse av nullpunkter og poler er antydet i figur 4.10. I dette eksemplet medfgrer en
endring av parametre at polene gar fra hverandre, mens nullpunktene beveger seg etter kurver
pa en slik méte at de alltid er kompleks konjugerte.'

A Im

.

Re

¢

Vi har diverse metoder til & tolke konsekvensen av bevegelsen til nullpunkter og poler, for
eksempel ved hjelp av de motsvarende sprangresponser. Betraktninger av pol- og nullpunkts-
plassering er et nyttig hjelpemiddel for beskrivelse av et dynamisk systems egenskaper.

Polynomene i teller og nevner har alltid reelle koeffisienter. For polynomer med reelle koeffisienter kan eventuelle
komplekse rgtter bare forefinnes som konjugerte par.
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4.7.2 Egenskapene til 2. ordens system

Sveart mange prosesser kan modelleres som om de er av 2. orden. En gjennomgang av dyna-
mikken til 2. ordens systemer vil ogsé gi innsikt i de viktigste egenskaper som karakteriserer
systemer av orden stgrre enn 2. Vi skal derfor ga grundig inn pa 2. ordens systemer, og gj@gr
det i form av et representativt eksempel.

EKSEMPEL 4.9: System med svingende masse

Svingende-masse-systemet i eksempel 2.5 var karakterisert ved fglgende 2. ordens differen-
siallikning

() + Lo+ Ex(e) = % () (4.88)

Vi definerer bevegelsen x(¢) som en maling y(), definerer kraften p(¢) som et padrag u(z),
og setter y(0) = 0 og y(0) = 0. Laplacetransformasjon av (4.88) gir da

k 1
s2y(s) + %sy(s) + %y(s) = %u(s) (4.89)
Transferfunksjonen blir
zgg = h(s) = ms2+1fs+k (4.90)
h(s) kan ogsa uttrykkes som
! !
" s2+]’[ns—|—k - (S_MSTES_M) @D
m - m

der A; og A, er systemets poler. Av (4.91) finner vi

M _f km
/12}_2"1 <li 14fz) (4.92)

Siden m, f og k er positive, vil polene (egenverdiene) ha negativ realverdi og fglgelig ligge i
venstre halvplan.
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4? <1 girreelle og forskjellige poler
km )
4? =1 girreelle og sammenfallende poler (4.93)
km . .
4? > 1 gir kompleks konjugerte poler

Antar vi na at kraften som pavirker massen, u(z), er et enhetssprang ved ¢t = 0, vet vi at
u(s) = 1/s. Laplacetransformen av massens posisjon y(z) blir da

m

1
y(s):s(s—xl)(s—zz)

(4.94)

Ved bruk av residusatsen finner vi

M

y(r) =) [res(y(s)e")]|s=s, (4.95)

1

der s; er singulariteter av y(s),s;1 = 0, so = A1 0g 53 = 5.

Avhengig av om polene er reelle og forskjellige, reelle og sammenfallende, eller kompleks
konjugerte, far vi forskjellige Igsninger av (4.95):

Dersom polene A; og A, ikke er sammenfallende, blir sprangresponsen

1 1 eht ehot
Y= o ok T —h) T A

_1 AQ }{41‘7 2’1 Azl‘
ay [”/11—126 PR

(4.96)

der verdiene av A; og A, fra (4.92) skal brukes.
Videre drgfting vil skje i tre underavsnitt, jfr. (4.93)
Tilfelle 1: Reelle og forskjellige poler (overdempet system)

Hyvis vi har reelle og forskjellige poler kan vi innfgre tidskonstantene
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Da vil transferfunksjonen anta formen

1
k
h(s) = 4.97
&) = T3 Ts) T £ Tv) (497)
Dette er ofte en mer hensiktsmessig form enn den som er gitt i (4.90). Omskrevet vil (4.96)
da bli
1 T] . TZ — L
t)=-11 i — T 4.98
2= |1 e e (498)

der 0 < T; < T5. Innholdet av (4.98) er vist i figur 4.11.

Figur 4.11 }
Tidsrespons ved
reelle og forskjel-
lige poler

De tre enkeltbidragene er vist hver for seg og med (grove) rettlinjede approksimasjoner. Den
totale responsen og dens stykkevis rettlinjede (grove) approksimasjon er ogsa vist. Vi kan
konstruere den rettlinjede approksimasjonen ved fgrst & angi dens stasjonzre verdi (1/k),
avmerke de to tidskonstantene (7} og T>) og deretter forbinde punktene med rette linjer som
vist.
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Tilfelle 2: Reelle og sammenfallende poler (kritisk dempet system)

Dersom polene i transferfunksjonen (4.91) og (4.97) er reelle og sammenfallende, dvs.

1
M=h=A=—r

som oppstar nar 4km/ f> = 1, vil en ved anvendelse av (4.38) fa

(4.99)

Figur 4.12 R /
Tidsrespons ved A |
reelle og sammen- / T
/
fallende poler ,
/
1 -~
AN k(1)
) > ! T
A\ R (— + l)c
e — -~ /
N — — T -

Tilfelle 3: Kompleks konjugerte poler (underdempet system)

Nar polene er kompleks konjugerte, innfgrer vi symbolene & og B i realdelen og imagineer-
delen av en pol. Vi skriver polene som

M=—-a—jB og A =-—a+jB (4.100)

1En slik respons har vi allerede regnet ut for et annet tilfelle, eksempel 4.3
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Vi kan na skrive A(s) som

il 1 1
2l B G=A)s=%)  (s+a+jB)(s+a—jB)
m m
4.101
_ m _ m _ k
2 2as+ (@2 B2 9+ 28ans+ ] e
1+20—+ | —
o o
: . 1 f k .
Vi har her ogsé innfgrt to nye stgrrelser, { = 5 —=— og @y = {/ —. Sammenholder vi de to
2 Vkm m

ledd til venstre i 2. linje i (4.101), finner vi at

062+B2 _ CO(% (4.102)

o
og (= @ = sin ¢ (for mer om vinkelen @, se nedenfor) (4.103)

Fglgende betegnelser benyttes for de definerte stgrrelser:

oa=Cmy= ZL = absolutt dempningsfaktor (4.104)
m
k F\? ,
B=1/——(=—] = svingefrekvens (4.105)
m 2m
[k
wy = {/ — = udempet resonansfrekvens (4.106)
m
4 L J i lativ d ingsfakt (4.107)
= ——— =sin @ = relativdempningsfaktor )
2 Vi ¢ pning
¢ = arcsin({) = faseforskyvning (4.108)

Figur 4.13 viser de to komplekskonjugerte polene, og angir stgrrelsene som er definert i
(4.104)-(4.108). ¢ er vinkelen mellom vektoren ut til en av polene og den imaginzare aksen.
@y angir lengden av vektoren ut til en av polene.
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Figur 4.13 | Im
Grafisk framstilling *\ ,,,,,,, L+ 7P
i det komplekse BN
plan av sentrale ' v '
stgrrelser : *\{ ¢ = sing
I AN
o, R'e
|
|
|
|
X------1 B

Vi kan na benytte svaret i (4.96) og sette inn A; = —a — jB, A, = —a + jB. Vi far

y(1)= 7 [1 - 2]15 {(—a +jB)e P (—q jB)e(‘”jB)t}] (4.109)

e~ ¥ kan settes utafor klammeparentesen:

efat

2jp

Vi samler ledd med o og B hver for seg:

w0 = [1- 55 {Caripe P - ca-jper)]  @no)

0=+ [1-S {aeP ) 4 jpeP e} =
: . : . (4.111)
1 e_at (e]ﬁt — e_.]ﬁt) . (e]ﬁ[ +e_1ﬁt)
=_|1- a . +JB .
k B 2j 2j
Eulers formler gir da:
1 efat
y(t) = Z [1 B (BcosBt+ ocsinﬁt)} (4.112)
Dette siste kan igjen omskrives til:
1 & o B a .
t)=—|1——e* <cos f+—sin t>] 4.113
(0= [1= e (D cospre ot sinp @113

Fra figur 4.13 har vi at cos @ = B/ og singp = o/ @y
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Dette gir

1

y(t) = z [1 — (goe_w (cos @ cos Bt + sin@sin fit) (4.114)

Vi benytter na den velkjente formelen cos(u +v) = cosucosv F sinusinv og finner svaret,

1
y(t)=— [1 — ag)ew cos (Bt — (p)} , alternativt uttrykt som (4.115)

y(t):% ll—ﬁegahtcos(\/l—gzwot—(p)] 4.116)

der a, B, @y og @ er som definert tidligere.

Sprangresponsen (4.115)/(4.116) er vist i figur 4.14 for forskjellige verdier av {, i dimen-
sjonslgs tidsskala wyz. I tillegg er sprangresponsen vist for sammenfallende poler, og for ett
tilfelle av forskjellige reelle poler.

Figur 4.14 ky(r) &
Sprangresponser
for forskjellige §

1.5+

0.5+

2 4 6 8 10 12 @t

Den nederste kurven (§ > 1) tilsvarer at systemets poler er reelle og forskjellige. Nar § > 1
kan man ikke bruke uttrykket { = sin@. Men man kan alltid, sé lenge |A;| og |A2| > O,
uttrykke ¢ som funksjon av de to polene, slik:

. —(ll + 7Lz)

¢= BN 4.117)
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Figur 4.15
MATLAB-kode
for plotting

Figur 4.16
MATLAB-kode for
simulering og plot-

ting ved bruk av
transferfunksjon

Figur 4.15 viser hvordan man kan plotte en av tidsresponsene i figur 4.14 ved hjelp av MAT-

LAB.

w0 = 1.414; zeta = 0.2; k = 1;

1
2 t = [0:0.1:12]/w0; —
3 phi = asin(zetaxones(l,length(t))); ,__#-—-:§§E;]
4 h = sqrt(l-zeta"2); R
5 x = (1/k)*(1-(1/h)+exp(-zeta*wO*t) .*cos (h»wOxt-phi));
6 plot(t,x,'linewidth',1) \ 1 T o .
Z’{l e cos( 1-C oyt w)}
J1-22

Vanligvis vil vi ikke bruke MATLAB pa denne maten, altsa a plotte en tidsrespons som Vi
fgrst har beregnet algebraisk. I stedet vil vi la MATLAB finne den numeriske lgsningen pa
problemet: Gitt en transferfunksjon A(s) (eventuelt en tilstandsrommodell A, B, C) og et
padrag som er et enhetssprang. Hva blir sprangresponsen? Figur 4.16 viser MATLAB-koden
nar systemet er gitt ved &(s), og figur 4.17 viser koden nar systemet er gitt ved en av flere

mulige tilstandsrommodeller, for eksempel

0 1 0 -
A= cb={y| . =1 0
2 z
-y —2C8w -

(Dette er en fasevariabel kanonisk form (4.82), med koeffisienter fra (4.101)).

k =1; wO = 1.414; zeta = 0.2;

1

2 t = [0:0.1:12]/w0;

3 t0 = 1/k ; /! Spesifiserer telleren og nevneren i transferfunksjonen /(s).
— ~ .

4 n0 = [1 / (w0"2) Z2wzeta /w0 1 17 Beregner og plotter sprangresponsen

5 step (t0,n0,t) ved bruk av telleren og nevneren i /(s).

(4.118)
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Figur 4.17
MATLAB-kode for

wO = 1.414; zeta = 0.2; m = 0.5;

t = [0:0.1:12]/w0;

A [0, 1; -w0"2, —-2xzetaxw0];

b = [0; 1/m];

c = [1, 0];

d =0,

step (A, b ,C, d, 1 ,t ) <—| Beregner og plotter sprangresponsen ved bruk av tilstandsromform. |

Figur 4.18 illustrerer hvordan polenes bevegelse henger sammen med o, 3, § og .

* Dersom dette 2. ordens systemet med to kompleks konjugerte poler forandres, slik at
polene beveger seg parallelt med den reelle aksen, altsa konstant f3, vil responsens
svingefrekvens forbli konstant, mens den absolutte dempningen av svingningsforlgpet
vil forandres.

* Hvis polene imidlertid beveger seg parallelt med den imaginare aksen, vil den abso-
lutte dempningen veere konstant, mens svingefrekvensen 8 av responsen vil forandre

* Beveger polene seg langs en strale fra origo, slik at { er konstant, vil bade den abso-
lutte dempningen og svingefrekvensen forandre seg, men pa en slik mate at formen pa
innsvingningen blir den samme (i forandret tidsskala).

1

2

simulering og plot- 3

ting ved bruk av 4

tilstandsromform 5

6

7

seg.

Figur 4.18
Sammenhengen

mellom polplasse-
ring, sentrale
stgrrelser og
tidsresponser

konstant { og
okende ©

konstant B og [

okende o

konstant o
okende P A Im

konstant @), og ekende C
\/ _ - - langs sirkelen mot

urviseren
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o, B, € og wy pavirker innsvingningsforlgpet som fglger:

* Den absolutte dempningsfaktoren o sgrger for at svingningene reduseres. Dette kan
forklares ut fra leddet e~ i (4.115). Et system med stor & vil veere sterkt dempet og

reagere raskt.

* Svingefrekvensen [ angir i fglge (4.115) vinkelfrekvensen [rad/s] pa svingningene.
Jo stgrre B er, desto raskere oscillerer systemet.

 Oversvinget i sprangresponsen er avhengig av den relative dempningsfaktoren (.
Dersom { er liten, blir oversvinget stort.

Sprangresponsen blir mer oscillatorisk (altsdé mindre dempet) nar ¢ er liten. Dersom
¢ = 0, blir den en stiende svingning!.

{ angir den absolutte dempningen « relativt til @y, altsa § = o/ ay.

» Dersom { = 0, vil responsen bli en staende svingning med frekvens lik den udempede
resonansfrekvensen wy.

Ved skissering av tidsresponsen kan det veere hensiktsmessig & kjenne de to tidspunktene som
fremgar av figur 4.19, nemlig #; som angir fgrste krysning av den stasjonare verdien og t;
som angir fgrste toppunkt.

Figur 4.19
Sentrale punkter
ved skissering av

: y() -
tidsresponser

Det kan vises at

(4.119)

'Dersom ¢ < 0, (noe som ikke er mulig for et masse-fjr system fordi det forutsetter en negativ “fjerkonstant™)
har vi et ustabilt system. Da ligger polene i hgyre halvplan. Et eksempel pa et ustabilt system behandles fgrste
gang i eksempel 4.14.
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Figur 4.20
Grafisk framstilling
av sentrale trekk
ved tidsresponsen

og

Wl = (4.120)

sin (E + )
3 ¢
Innfgrer vi sin ¢ = £, kan innholdet av (4.119) og (4.120) angis grafisk som vist i figur 4.20.

Det kan ogsa vere nyttig a ha et uttrykk for hvor hgy den fgrste toppen er relativt til den
stasjonare verdien av responsen. Dette forholdet kan vises a bli

t -t x
M:1+e ¢ 4.121)
y(eo)
Det er ogsa skissert i figur 4.20.
y(ty)
0)Otl,2l y(T)“
10 2.0
8 L
151
6
1.0
4
0.5 |
2 1
02 04 06 08 10 ¢ 02 04 06 08 10 ¢

Grunnen til at det er brukt sapass mye plass til & behandle dette eksemplet, er at det spiller en
betydelig rolle i praksis, og at responsen til mer kompliserte linecere systemer kan betraktes
som summen av responsene til et antall 1. ordens systemer og et antall 2. ordens systemer. Og
alle 2. ordens systemer har en dynamikk som i hovedtrekkene er lik den som dette eksemplet
oppviser.

Tabell 4.2 viser transferfunksjonen, nullpunkter, poler og sprangrespons for en del ofte fore-
kommende systemer av 1. og 2. orden — siste kategori under den tykke skillelinjen.
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TABELL 4.2 Noen vanlig forekommende transferfunksjoner

Transferfunksjon /(s) Nullpunkter og poler Sprangrespons
Im
K K
Re
1
K— _— % K== ‘
Kl +Ts .
Ts 1 e
T T t
1 v
K x Kl - R
11 7Ts 1 o
T T t
K Ts x K
1+Ts _1 e
T T t
Kl +1rs % ° KTy/ T _
1+Tys L KP
T >T o h h '
Kl + Trs P —
1+Tys 1 1 K/
T <T T g n !
% Joq
2K
S 2 —j® /\/\/
1 + - ) 1
(0%
K X
2 T 78—
N |
14+28— + () x -
Ks *
s s\? /\/v
2t (2) x ,
[0 (O3]
K(1+Ts) *
S S 2 1 K%_/—\,
L2t (2) ,
(0] (O]
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4.7.3 Signaler og systemer

Figur 4.21
Eksempel 4.3.

Figur 4.22
Eksempel 4.9 -
tilfelle 2.

Dette avsnittet har til hensikt & vise at det matematisk sett ikke er noe skille mellom et signal
og et lineart system. Et line@rt system kan defineres ved hjelp av dets impulsrespons, som
jo er et tidsforlgp eller et signal. Mens et signal kan betraktes som utgangen av et system
eksitert av en impuls &(¢). La oss illustrere dette ved & sammenlikne de to eksemplene 4.3 og
4.9 - tilfelle 2. De har samme respons bortsett fra den trivielle multiplikative faktoren 1/k i
eksempel 4.9, som ikke er tatt med her,

t '
y(t) = (1— (H;) e‘T). (4.122)
Hvis vi na karakteriserer et system med sin impulsrespons, sa kan eksempel 4.3 fremstilles
slik:
u‘ i ry=
(1)
e
impuls ‘ g B : -
(1) _
h () integrator h) =

1. ordens system

Eksempel 4.9 - tilfelle 2 blir slik:

TR

e t—————

1 ‘F.y | L

impuls - .

3(1)

To 1. ordens system /,(z) med
samme 7T gir h,(t) = h,(1) %h,(1)

Vi ser at begge eksempler kan oppfattes som generert av 6(z). Legg merke til at impulsre-
sponsen til en integrator er et enhetssprang. Hvis vi kaller impulsresponsen til en integrator
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Figur 4.23
Bytte av rekkefglge
til signal og system

h;(t), sa gir eksempel 4.3
y(t) =hy(t)*xhi(t)xhy (1) % 8(1), (4.123)
og for eksempel 4.9 - tilfelle 2:

y(l):hl(l)*hl(l‘)*hi(l)*(S(t). (4.124)

Konvolusjon (folding) er kommutativ, dvs rekkefglgen er likegyldig. Derfor er (4.123) og
(4.124) like. Denne egenskapen kan benyttes ytterligere til & markere at signaler og systemer
kan beskrives om hverandre. Betrakt fglgende to eksempler:

Oppgave: Vis hvordan et sinussignal

sin(t), t>0

y(t) = {0 0 (4.125)

kan oppfattes som utgangen av et system eksitert av en impuls (7). Hva blir systemets trans-
ferfunksjon?

4.7.4 Modellreduksjon

Til na har vi studert polenes plassering og sammenhgrende tidsrespons som funksjon av
parametrene i en prosess — vi har ikke sett pa prosesser i et reguleringssystem. Vi skal i neste
avsnitt studere eksempler pa hvordan poler/nullpunkter i et reguleringssystem forflytter seg
nar regulatoren endres. Disse eksemplene vil alle dreie seg om likestrgmsmotoren. Men f@rst
skal vi introdusere begrepet modellreduksjon. Hvis man har en modell av en prosess, og
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erstatter denne med en enklere modell som likevel (for vare formal) ivaretar de vesentligste
dynamiske egenskapene til prosessen, sa kalles dette modellreduksjon. Vi forklarer dette med
to eksempler basert pa motormodellen vi utviklet i eksempel 2.8.

EKSEMPEL 4.10: Likestromsmotor - reduksjon av modellens orden
Likningene (2.69) - (2.70) for likestrgmsmotoren var:

1
i1 = 5 (~Bx + Ko +v) (4.126)

1
Xy = L—(—Kvxl —Ryx2 +u) (4.127)

a

Blokkdiagrammet for likestremsmotoren blir ut fra dette

Figur 4.24 v
Blokkdiagram for u 1 X % 1 X1
likestrgmsmotor d d L,s e Js YI
3 |
m L — —rB—I<— —
e, L Lo
K |<

v

Vi ser i det fglgende bort fra forstyrrelsen v. De elektriske og mekaniske “undersystemene”
er antydet med skraverte rektangler. Vi antar ubetydelig friksjon, B = 0; dette er eff trinn i en
modellforenkling. Men vi gnsker na & ga mer drastisk til verks — & redusere modellens orden,
det vil si finne en 1. ordens tilnerming som representerer motoren pa en akseptabel mate.

Vi finner fgrst transferfunksjonen fra u til x; ved reduksjon av blokkdiagrammet:

Kr
X (Ra+Lgs)s 1
X o (s) — _ 4.128
" (s) u(s) KKt JR, L, ( )
I+ ————— K,/ (1+ s+ 52
(Ry+Lys)Js K.Kr K, Kr

Hvis L, /R, er liten, kan vi se bort fra leddet foran 52, og vi far 1. ordens-modellen

1 1

R p—
k(14 JR, S K,(14Ts)
KVKT

hu(s) = (4.129)

Der T, kalles motorens mekaniske tidskonstant. En slik modellreduksjon er ofte akseptabel
nar motoren inngar som en komponent i et stgrre system som har langsommere dynamikk enn
motorens ankerkrets.
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Vi kunne ogsa ha gjennomfgrt modellreduksjonen ved a bruke tilstandsrommodellen (4.126)
- (4.127). Det elektriske undersystemets dynamikk er gitt av (4.127), som kan formuleres
som

1 L
T = —x2+ F(—Kvxl +u), hvor vi nd har innfgrt T, = R—“ (4.130)

a a

T, er motorens elektriske tidskonstant. Nér 7, er sa liten! at den kan forutsettes lik null, gar
(4.130) over i en algebraisk likning, x, = (—K,x; +u)/R,. Ved & sette dette inn i (4.126), kan
vi eliminere x,. Vi star da igjen med en 1. ordens differensiallikning i x;. Nar vi ogsa tar med
forenklingen B = 0, blir denne

. K, Kr Kr 1 1
— | —x+— 4.131
! JR, . JRaM T ( A M) ( )

som svarer til transferfunksjonen (4.129).

Virkningen av en liten 7, kan ogsa tolkes i blokkdiagrammet i figur 4.24: Det elektriske
undersystemets transferfunksjon

1
(4.132)
R,+L,s
erstattes” med konstanten 1/R,. Ved sa & redusere blokkdiagrammet med dette som utgangs-
punkt, far man (4.129).
]

T motoranvendelser kan T, vare i stgrrelsesorden 10 - 1000 ganger mindre enn 7j,

Dette er i seg sjgl et enkelt eksempel pa modellreduksjon — en hurtig 1. ordens modell, (4.132), forenkles til en
“0. ordens modell”, dvs. en konstant. En konstant er det mest trivielle tilfelle av en momentan (statisk) prosess,
se avsnitt 1.4.1.
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EKSEMPEL 4.11: Likestromsmotor - samme orden, men forenklet struktur

Noen ganger kan vi gnske & forenkle en modells struktur, uten & redusere dens orden. I fre-
kvensanalysen (kapittel 6 og utover) kan det vere hensiktsmessig & eliminere “ytre” tilbake-
koplinger, slik som vi har via K, i vart eksempel; se blokkdiagrammet i figur 4.24. Dermed
framstar prosessen som en enklere “seriekopling” av lavere ordens del-prosesser.

Det eksakte uttrykket for transferfunksjonen var (4.128)

1
hy(s) = 4.133
M(S> K 1 + JRa + JLa 5 ( )
s s
' K,Kr~  K.Kr
Vi sgker na a faktorisere nevneren i to 1.ordens-ledd, ved a benytte at T, < T,,,, dvs.
ﬁ < JR,
R, K, Kt
Da kan vi tillate oss tilnermingen
a(s) ! ! (4.134)
§) ~ = .
u k(14 [Be Lol ) Ja o) Ko(l+Tas)(1+ Ts)
' K,Kr R, K,Kr

som gir den @gnskede “seriekoplings”-struktur. Dette er en mindre grov forenkling av motor-
modellen enn i forrige eksempel.
]

4.7.5 Forflytning av poler/nullpunkter nar regulator endres — rotkurver

Vi skal na drgfte hvordan poler/nullpunkter i et reguleringssystem forflytter seg nar regulato-
ren endres. Vi benytter nok en gang likestrgmsmotoren. I stedet for motorens vinkelhastighet
betrakter vi na dens vinkelposisjon som prosessutgang. (Dette er aktuelt f.eks. i robotanven-
delser, hvor vinkelposisjoner til motorer i robotens ledd omsettes til posisjoner for ledde-
ne.) Vi kaller vinkelposisjonen y. Transferfunksjonen fra ankerspenning til posisjon blir da
(4.128) i serie med en integrator, fordi vinkelposisjon er integralet av vinkelhastighet:

1
y K,
Z(s)=h = v 4.135
M(S) e s 1+ IRa s+ ILa 52 ( :
K,Kr K, K7

Systemet vi skal betrakte gjennom tre eksempler, er variasjoner over den strukturen som
er vist i figur 4.25. Den skra pila bak blokken “regulator” symboliserer at vi kan justere
regulatorens parametre (i motsetning til i prosessen, hvor jo parametrene ligger fast).
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Figur 4.25 1
: y u y
Blokkdiagram for 0 Regulator Motor
motor i
reguleringssystem a /

EKSEMPEL 4.12: System med enkel prosessmodell og P-regulering
Gitt reguleringssystemet i figur 4.26:

Figur 4.26 Forsterker Motor
Blokkdiagram for 1
Yo e u y
enkel motormodell 1
K
med P-regulator (L+Ts)s
- 7

Her brukes den enkleste type regulator — en proporsjonalregulator (“P-regulator’). Den be-
star av en spenningsforsterker som leverer en ankerspenning K - e til motoren proporsjonalt
med malespenningen e, som uttrykker avviket mellom gnsket og virkelig vinkelposisjon. Vi
har benyttet den enkleste modellen (4.129) fra eksempel 4.10. Tidskonstanten 77 er iden-
tisk med den mekaniske tidskonstanten 7,,. Vi betrakter for enkelhets skyld den konstante
faktoren 1/K, som inkorporert i regulatorens forsterkning K.

Vi finner transferfunksjonen mellom referansen yy og malingen y:

K

y (s) = s(1+Tys) 1 B 1
ol T K T 1 T
Yo S %, SR L _

Hiasny kTR gAMb 4.136)

_ 1 _ 1
T : oy s ¢\ 2
wratjB)(s+a—jB) 1+2§+<>
()] o

Vi har fatt en 2. ordens transferfunksjon av samme type som i masse-fjer-systemet. Dette
systemets dynamiske egenskaper endrer seg nar forsterkningen K i regulatoren endres. Vi
finner fra nevneren i (4.136) at polene i det lukkede' system blir

IEt system sies & vaere Apent nir man ikke har tilbakekopling; K = 0. Nér man har tilbakekopling, dvs. K > 0,
sier vi at systemet er lukket — dette henspiller pa at tilbakekoplingsslgyfen da er sluttet.
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Figur 4.27
Polenes bevegelse
i det komplekse
plan

A 1 1
=——(1+\/1-4T)K) for K< — 4.137
xz} o7 VI-4TiK) for K< 4T, (137
a ! B ! 4ThK—-1 f K> ! (4.138)
ogo=— = — or — .
g 2T17 2T1 ! o 4T1

Figur 4.27 viser hvordan de to polene beveger seg i det komplekse planet nar K endres.
For K = 0 starter vi med det apne systemets poler (A} =0, A, = —1/T;). Nar K gker,
beveger polene seg imot hverandre langs den negative reelle aksen inntil de mgtes for K =
1/(4Ty). Okes K ytterligere, beveger polene seg fra hverandre langs en linje parallell med
den imaginare aksen. Dette betyr at nar polene er kompleks konjugerte, vil de som det ogsa
framgar av (4.138) ha konstant absolutt dempning o = 1/(277).

K:ooT 4 Im

K:Fl =05

K== o =071

27,
K=0 . ¢=1.0 . K=0 .
,TLI Kzngl K_Tz%rl K:SLTI Re

Polers (og eventuelle nullpunkters) baner i det komplekse plan som funksjon av en endret
regulatorparameter (forsterkning) kalles rotkurver (engelsk: Root locus).

Na til virkningen pa systemets tidsforlgp ved gkende K: med gkende forsterkning slik at
polene blir komplekskonjugerte (§ < 1), vil sprangresponsen som vist i figur 4.28 f4 samme
omhyllingskurve, men stadig stigende svingefrekvens 3
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Figur 4.28

Sprangresponsen
2.5¢

e og/B (1)

1.5¢ IR
/% und dempet (1)
L] e e e D e e A N A S LT S
erdefripet (2)
Ho - verdempet
0.5f 7
M~ dempet
0
1oy ¢
o

Vi skal i kapittel 9 komme tilbake til spgrsmalet om gunstig innstilling av regulatorer, men
her bare papeke at sterke oscillasjoner, som gjerne oppstar med stor verdi av K, er uaksep-
table i reguleringssystemer. Vi gnsker heller ikke en svert liten verdi av K, som gir langsom
innsvingning. En verdi av K som gir { ~ 0.5, vil ofte vare et hensiktsmessig kompromiss.
]

EKSEMPEL 4.13: System med mer noyaktig motormodell og P-regulering

Vi benytter na den mer ngyaktige modellen (4.134) fra eksempel 4.11. Tidskonstanten 75 er
identisk med den elektriske tidskonstanten 7,. Vi betrakter fortsatt den konstante faktoren
1/K, som inkorporert i forsterkninga K. Blokkdiagrammet er vist i figur 4.29

Figur 4.29 Forsterker Motor

Blokkdiagram for Yo e I ] y
mer ngyaktig K (T+ Ty s)(1+T,s)s
motormodell - 7

med P-regulator

Transferfunksjonen fra referansen y til malingen y blir:

y (s) 1 1
—I\{S5) = =
I "+T 1 nhrT
Yo les3+ 1; Zsz—l—Es—i—l %(s—ll)(s—lz)(s—h)
. (4.139)

- T (s M)+t jB)(s +a— jB)
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Figur 4.30
Polenes bevegelse
i det komplekse
plan

Figur 4.31
MATLAB-kode for
simulering og plot-

ting ved bruk av
tilstandsromform

Vi ser at vi na har fatt en 3. ordens transferfunksjon. Polene i denne vil enten alle vere reelle,
eller en reell og to kompleks konjugerte som antydet i (4.139).

Dersom forsterkningen K endres, vil polene flytte seg i det komplekse planet. Det er imidler-
tid arbeidskrevende a finne et analytisk uttrykk for polenes verdi avhengig av K, fordi vi ma
bestemme rgttene i et 3. ordens polynom. men dette gjgres enkelt med numerisk beregning i
programpakker som MATLAB. Figur 4.30 viser bevegelsen av polene.

A Im

MATLAB-koden som gir figur 4.30 er gjengitt i figur 4.31.

Tl = 0.5;
T2 = 1;
t = 1;

n = [T1+T2 (T1+T2) 1 O];<—|ncmcr:.s(]+T|.\')(l+T2x)
rlocus (t,n)

LS S O N

Polene vil ogsa i dette tilfellet starte sin bevegelse fra polene for det apne systemet (K = 0).
Daer A; =0, 4, = —1/T og A3 = —1/T,. Nar K gkes, vil den av polene som opprinnelig
hadde stgrst negativ verdi, bevege seg mot venstre, mens de to andre beveger seg mot hver-
andre langs den reelle aksen inntil de mgtes. @kes K ytterligere fra denne verdien, vil den
fgrste polen fortsette mot venstre, mens de to andre vil bli komplekse og bevege seg fra hver-
andre. De to komplekse polene vil til & begynne med bevege seg parallelt med den imaginare
aksen.
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EKSEMPEL 4.14  4.7.5. Forflytning av poler/nullpunkter nar regulator endres — rotkurver

Figur 4.32

Sprangrespons

Deretter vil de bgye av mot hgyre og bevege seg mot hgyre halvplan i stedet for a fortsette
parallelt med den imaginare aksen som i det forrige tilfellet. Ved verdien

- Nh+T

- Nb

K

vil polene krysse gjennom den imaginre aksen i et punkt karakterisert ved

1
VIiT

Vi skal ikke her vise hvordan disse tallverdiene framkommer, men henvise til avsnitt 8.3 der
en utledning foreligger.

B=

Nar de komplekse polene befinner seg i venstre halvplan, vil den absolutte dempningen
veere positiv, hvilket medfgrer at svingningene vil dempes ut. Nar polene ligger i hgyre
halvplan, vil den absolutte dempningen vere negativ. Dette betyr at svingningene vil gke i
amplitude. Da er systemet ustabilt.

Figur 4.32 viser sprangresponsen for systemet heltrukket, mens sprangresponsen fra forrige
eksempel (med kun to poler) er vist prikket. Innflytelsen av den tredje polen vil vere en liten
forskyvning av sprangresponsen mot hgyre (forsinkelse).

(1)

Yo

~Y

EKSEMPEL 4.14: System med enkel prosessmodell og PD-regulering

Vi gér tilbake til den forenklede prosessbeskrivelsen som ble brukt i eksempel 4.12. Vi mo-
difiserer forsterkeren slik at den far transferfunksjonen K (1 + 7T3s). En slik type regulator
vil bli grundig behandlet i kapittel 9. Den kalles en proporsjonal+derivatregulator (PD-
regulator). Med slik regulator far vi et blokkdiagram som vist i figur 4.33.
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Figur 4.33
Blokkdiagram for
enkel motormodell
med PD-regulator

Motor
Yo e f u | y
K(1+Tys) > (1+Ts)s
- 7
Transferfunksjonen fra yy til y blir
1
Yo KU+Ts) KL T
Yo T1S2+(1+KT3)S+K T1 (S—ll)(s—lz)
| (4.140)
KT3 s+ ?3

Ty (s+o+jB)(s+a—jB)

Vi far igjen et 2. ordens system, men i tillegg til de to polene har det na ogsa et nullpunkt.
Nullpunktet ligger fast i posisjonen —1/73 , mens polenes plassering avhenger av forsterk-
ningen K. Vi finner

A 1+ K ATIK AT K
S L [ R S 1 i L (4.141)
e 2Ty (1+T:K) (1+T:K)
og
14+ K 1+ ZK 4K 4T K
a= . B= ~1 for ————>
2T, 2T (1 —|—T3K)2 (1 +T3K)2

Vi ser at ssmmenhengen mellom K og plasseringen av polene na er noe mer sammensatt.

Det kan vare nyttig a se pa en grafisk framstilling som vist i figur 4.34, av sammenhengen
mellom K og leddet fra likning (4.141),

4T K
(1 —+ T3K)2

Den heltrukne kurven som gjelder for 73 < T1, er av spesiell interesse. Dersom 0 < K < K
eller K > K3, er polene i transferfunksjonen reelle og forskjellige, og nar K} < K < Ky, er
polene kompleks konjugerte. For K = K| og K = K; er polene reelle og like.
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Figur 4.34 A

AT\ K
Sammenhengen ——. T3<T
mellom K og (1+T5K)
polene /
1 - - /4 - - - - - _ . _ . _ = _
| I;>T, |
- T~ ~ - |
Ve — —
ya Tt -
/i I
v ! v 2 -
' K
Reelle Kompleks konjugerte poler Reelle
Figur 4.35 viser hvordan polene flytter seg nar K varierer fra null mot uendelig. De be-
gynner som i de to foregaende eksemplene i verdier som er polene for det “apne” systemet
(A1 =00g Ay =—1/T;). Bkes K, gar polene fgrst mot hverandre langs den reelle aksen inntil
de mgtes for verdien K = K. Figur 4.35 viser at dersom K gkes ytterligere, vil polene bli
komplekse og bevege seg etter en sirkel med sentrum i punktet —1/73, inntil de igjen mgtes
lenger til venstre pa den reelle aksen nar K = K,. @kes K enda mer vil den ene polen fort-
sette ut til venstre mens den andre gar i retning av nullpunktet og til slutt absorberes i dette.
Fglgende er karakteristisk for dette systemet:
Figur 4.35 b Im
P?lenes bevegelse i = [T,(T,-T3) i T
néir K beveger seg T,T, S Gmin T 7

fra 0 mot uendelig
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Naér K gker fra null, vil den relative dempningen { av de komplekse polene forst avta mot
en minimumsverdi gitt av vinkelen for tangenten til sirkelen fra origo, for sé igjen a gke. For
meget store verdier av K vil den ene polen tilnermet absorberes av nullpunktet, slik at det
resulterende systemet tiln@rmet blir et 1. ordens system med en pol langt ute til venstre (liten
tidskonstant).

Vi har fatt to virkninger av a innfgre nullpunktet i transferfunksjonen. For det fgrste har vi fatt
en forskyvning av polene mot venstre i forhold til det vi hadde i det fgrste av disse eksemplene
som vist i figur 4.27. Den absolutte og relative dempningen er dermed blitt stgrre hvilket
medfgrer et system med mindre oscillasjoner for en gitt verdi av K, dvs. bedre regulering.

Vi har ogsa fatt en annen type transferfunksjon som gjerne kan skrives pa formen

y 1 +T3s
2 (s) =

2
Yo s s
et (2)
W Wo
1 T3S
s s \? " s s \?
1+2C+<> 1+2C+(>
W Wo o W
Transferfunksjonen kan betraktes som summen av to deler som gir hvert sitt bidrag til re-
sponseniy

(4.142)

y(#) = ya(t) +yp(t) (4.143)
der faktorene er ordnet i samme rekkefglge som i (4.142). Dette medfgrer at

dy,(t)

=T
() =T3 I

Vi kan derfor bestemme totalresponsen y(r) ved fgrst & bestemme y,(7), slik det ble gjort i
eksempel 4.9, og deretter legge til et ledd som er proporsjonalt med den tidsderiverte av y,(7).
Dette er illustrert i figur 4.36 for det tilfellet at y(¢) er et sprang og den relative dempnings-
faktor er lik §{ = 0.4. Det er antydet to tilfeller, @wyT3 = 0.6 og wyT3 = 0.3

Tilsvarende betraktninger kan gjgres gjeldende dersom transferfunksjonen har et polynom
av hgyere orden enn 1 i telleren (flere enn et nullpunkt). Vi ma da generere hgyere ordens
deriverte av grunnresponsen y,(t).
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Figur 4.36 y(1), 0y T = 0.6
A finne tidsrespon- 4 y(1), 0Ty = 03
sen y(¢) ved hjelp _
av y,(t) N (0
/ 4
4 ARE— S~ —_—— -

TN L yp(0,00T5 =06

= (0, 0Ty =03
’ A
N\

’
9 10 11 o

7
4

- == ==

EKSEMPEL 4.15: System med mer noyaktig motormodell og PD-regulering
Vi benytter igjen den mer ngyaktige modellen (4.134) fra eksempel 4.11. Blokkdiagrammet

er vist i figur 4.37

Figur 4.37 Regulator Motor
Blokkdiagram for 4
. Yo e u y
mer ngyaktig K(1+Tss) 1
motormodell med ¥ (I +Tys)(1+Tys)s
PD-regulator - /
Transferfunksjonen fra yy til y blir
KT; n 1
R S —_—
Yoo K(1+Txs) _ T, T3
Yo T1T2S3+(T1+T2)SZ+(1+KT3)S+K (S—)L])(S—)qz)(s—lg)
(4.144)
1
KT3 s+ T%

T TD (s—/ll)(s+a+jB)(s+a—j/3)
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Figur 4.38
Rotkurver for
AL <TI <T
bhL<Th=T;
oL <Tz<T

Vi har na fatt et 3. ordens system som har tre poler og et nullpunkt. Nullpunktet ligger fast i
posisjonen —1 /73 mens polene er avhengige av verdien til forsterkningen, K.

Figur 4.38 viser rotkurvene for tre forskjellige verdier av 73. De begynner som i de tre fore-
gaende eksemplene i verdier som er polene for det “adpne” systemet, A; =0, A, = —1/T} og
7L3 =-1 / T.

Figur 4.38 a) viser at nar 7> < T} < T3 vil polen som ligger i origo bevege seg inn mot null-
punktet. De to andre polene vil mgtes pa den reelle aksen og bevege seg over i det komplekse
planet. Vi ser at polene bgyer av i den andre retningen i forhold til i figur 4.38 c).

Figur 4.38 b) viser at nar T» < T} = T3 og K gkes, gar de to polene som ligger pa hver sin
side av nullpunktet fgrst mot hverandre langs den reelle aksen, inntil de mgtes i nullpunktet.
Dersom K gkes ytterligere, vil to polene bli komplekse og bevege seg langs en rett linje pa-
rallell med den imaginare aksen. I dette tilfellet ser vi at leddet (1+ T3s) i telleren kansellerer
leddet (1 + T;s) i nevneren slik at vi sitter igjen med et 2. ordens system.

Figur 4.38 c) viser at nar 7> < T3 < Ty, vil polen som ligger i —1/T5 bevege seg inn mot null-
punktet. De andre to polene vil mgtes pa den reelle aksen og bevege seg over i det komplekse
planet.

Nullpunkt og pol

1 1 Re
T, T,

N— 9
=
a

’ﬂl.—‘
~
w

8]
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4.7.6. Intuitiv introduksjon til PI-regulator

Vi kan na gjgre noen generelle betraktninger om rotkurvenes forlgp: Om vi tenker oss at vi
beskuer det komplekse planet fra stor avstand, vil det dpne systemets poler og nullpunkter
alle ligge i en “klynge” ner origo, og det er her polene starter nar K = 0. Nar K gker mot oo,
vil rotkurvene narme seg asymptoter som er forskjellige, avhengig av antallet poler N, og
nullpunkter N,.

1. Med N, —N, = 1 fir vi en asymptote som faller sammen med den negative reelle aksen.

2. Med N, — N,, = 2 fér vi to vertikale asymptoter som gar parallelt med den imaginzre
aksen (asymptotene deler planet i to like deler).

3. Med N, — N,, = 3 fér vi tre asymptoter, en som faller sammen med den negative reelle
aksen og to som straler ut mot hgyre med vinkler +60° (asymptotene deler planet i tre
like deler).

4. Med N, — N, = 4 far vi fire asymptoter som straler ut med vinkler +45° og +135°
(asymptotene deler planet i fire like deler).

4.7.6 Intuitiv introduksjon til Pl-regulator

Figur 4.39
P-regulator med

e =0, noe som i
praksis er umulig.

Til na har vi bare sett pa systemer med P-regulator (altsa en regulator som er en rein forsterk-
ning K),). Vi skal nd introdusere Proporsjonal pluss Integralregulatoren (PI-regulatoren), som
vi kommer grundig tilbake til seinere. Men vi introduserer den her fordi den har en sveart
nyttig egenskap som proporsjonalregulatoren (P-regulatoren) ikke har, og som kan forstas
intuitivt uten matematiske utlegninger.

Se figur 4.39. Prosessen ﬁ skal fgrst reguleres med en proporsjonalregulator med for-
sterkning K),. Prosessen utsettes for en forstyrrelse v som er et sprang med amplitude = 10.
Referansen er et sprang med amplitude = 4. Vi tenker oss at det har gatt sa mye tid at alle
variable har nadd konstante verdier, og disse er indikert i figuren. Utgangen y er na blitt lik
referansen. Summen av padrag og forstyrrelse er u 4+ v = 2, og med 2 i telleren i prosessens
transfers-funksjon (prosessen har statisk forsterkning = 2), far vi at utgangen ma bli 4 nar de
variable har nadd konstante verdier.

1+ 7T

Men det settet av konstante verdier som er indikert i figuren kan ikke oppnas, for u = K,e
kan ikke veere # 0 nar e = 0. For a i det hele tatt fa ut en u % 0 ma e # 0, dvs. vi ender opp
med et konstant og ugnsket avvik.
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Derfor prgver vi med en ny struktur:

Figur 4.40 Pl-regulator

0] 1 |w=-8

1+ 7%

Den gvre greina med integratoren vil gi fra seg et konstant signal # 0 selv om e = 0. Na er
det mulig & motvirke en konstant v # 0 perfekt. Regulatoren er av type PI:

1 14+ Tis
() =K, (1+— ) =K,—" 4.14
h (S) p < + TIS> p T;‘S ( 5)

4.7.7 Transferfunksjoner med tidsforsinkelse

Alle eksemplene i avsnitt 4.7 tok for seg systemer som kunne beskrives med ordinare diffe-
rensiallikninger. Vi skal na se pa et tilfelle der transferfunksjonen ikke er en rasjonal funksjon,
og der bruk av ordinar invers Laplacetransformasjon gir et uoversiktlig resultat. Systemet er
visti figur 4.41.

Figur 4.41 Yo ¥y
Blokkdiagram ~C‘> h(s) 2

Det forestiller et monovariabelt system med negativ tilbakekopling, der det inni tilbakekop-
lingen finnes to transferfunksjoner i serie. Den ene er en generell rasjonal funksjon A(s) hvor
vi tenker oss at regulatoren er innlemmet, og den andre er transferfunksjonen for en trans-
portforsinkelse (tidsforsinkelse), e~ . Denne situasjonen forekommer i mange praktiske
tilfeller. Reduserer vi blokkdiagrammet, finner vi

y ) h(s)e™™
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4.7.7. Transferfunksjoner med tidsforsinkelse

Figur 4.42
Sprangrespons nar
h(s)=0.9 og
h(s)=1.1

Pa grunn av leddet e~ ** i nevneren, kan vi ikke finne en algebraisk lgsning. Men (4.146) kan
rekkeutvikles ved a dividere telleren med nevneren, hvilket gir resultatet

yl(s) = h(s)e ™ —h*(s)e =+ 13 (s)e 3T — ... — (= 1)hi(s)e I + .. (4.147)
0

La oss fgrst undersgke det tilfellet at 4(s) = K og referansen yy(s) er et enhetssprang ved
tiden r = 0, som gir yo(s) = 1/s. Dette gir

1 S
y(s) = E(Ke*” — K% 4K e — L — (= 1DKe ™4 .)
- (4.148)
_ Ee—rs o gze—ZTs + K736—3‘L's L <_1)1Kle—i‘ts+
s s s s

Ved bruk av regel 5 i appendiks B far vi fglgende resultat ved invers Laplacetransformasjon
av (4.148)

y(t) =Ku(t—1) — K*u(t —21) + K3u(t —37) — ... — (= 1)'K'u(t —it) + ...

Figur 4.42 viser y(¢) nar h(s) = K = 0.9 og h(s) = K = 1.1. Vi kan tenke oss at dette ek-
semplet representerer et reguleringssystem der A(s) er en sakalt proporsjonalregulator med
en forsterkning som er lik 0.9 eller 1.1, og der prosessen er en ren transportforsinkelse. Det
finnes mange slike prosesser (for eksempel massetransport i et rgr). Figur 4.42 viser at kurven
gar mot den stasjonzre verdien 0.9/(1+0.9), nar tiden gar mot uendelig og K = 0.9. Denne
verdien er funnet ved hjelp av (4.146) og sluttverditeoremet (4.22).

y) A

L1+ f—— ===
0.9+

0.9
1.9
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Med K = 1.1 ser vi at den firkantede oscillasjonen gker i amplitude. Systemet er na blitt
ustabilt. Stabilitet skal vi studere n@rmere i kapittel 8.

Figur 4.42 er generert ved hjelp av Simulink. Simulink kjgres under MATLAB og har et
grafisk brukergrensesnitt. Figur 4.43 viser hvordan systemet ser ut i Simulink.

Figur 4.43
Simulink-diagram E‘ ¥ P{'] . > D%( > EI
Step Input | ~sym Gain  Transport
Delay

Na skal vi i stedet benytte en sakalt integralregulator i systemet i figur 4.41.

h(s) = — (4.149)

1 1 —Ts 1 ? —27Ts 1 : —31s i 1 / —j
=¥ (— NN = S (=1 (=) e
y(s) = - (Tise (T,s> (7 ) e (1) ) e

. 1 .
—37s —JjTs
—¢€ — e — (1)) ——e7/ =+ ...
D'

(4.150)

Ved bruk av regel 4 og 5 i appendiks B far vi fglgende resultat ved invers Laplacetransfor-
masjon av (4.150)

_ ] 2 -3 3
0= -0 - B e 2m)+ -39
4.151
Y=t e
S B0

Figur 4.44 viser responsen y(r) nar 7; = 27 (som siden skal vise seg a vere en rimelig dimen-
sjoneringsverdi). De stiplede kurvene viser de enkelte leddene i (4.151).
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Figur 4.44 A
; L oui- (1)
Sprangrespons nar S -on-1 ‘
l -
h(s) = —
(s) 2Ts 1 3 1 5
$(1=37) u(z—-31) 5(t—51:) u(z—57)
481 38401
/
e 27 ‘
0 T 21 \\S‘{ 47 5t -6\1\/\\71: 81 91 -\/\ t
1 2 / \\ 1 4 1 6
——(1=27) n(r-27) - 2(1-47) p(r—4t) - c(t=67) p(1-67
81 3841 480801
Huvis vi senker 7; til T; = 27 /7, som skal vise seg a vere grensen for stabilitet (se kapittel 8),
far vi sprangresponsen som er vist i figur 4.45.
Figur 4.45 RON
Sprangrespons nar
T 27T
h(s) = —
(s) 2Ts
0 9t t

\

\

\

Transferfunksjonen e ™™ kan erstattes med en rasjonal approksimasjon. Denne angrepsmaten
skal studeres nermere i forbindelse med stabilitetsanalyse i kapittel 8, men det er nyttig a

mgte problemstillingen allerede na.

Den enkleste rasjonale approksimasjonen til en transportforsinkelse er

Ry (4.152)
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der vi i teller og nevner bare har tatt med fgrstegradsleddet i en Taylor-rekke. Dette kalles en
1. ordens Padé-approksimasjon.

Vi setter na inn (4.152) i nevneren (ikke i telleren, se forklaring nedenfor) i (4.146) og far,
for det tilfellet at h(s) = 1/(T;s),

T ) et 2
l(s) N h(s)e™" B (1 + 2S) e B 1+ 25 -
Yool 1 1+(T~—3>s+T-fs2 s\
Ln(s) | —2 S 2 1+2§+<>
l+%s
(4.153)
der

. (4.154)

Wy = Tt .

og

T; T
C:”ﬂ_’/ﬁi (4.155)

Bruker vi som foran 7; = 27, far vi @y = 1/7 og { = 0.75. Figur 4.46 viser sprangresponsen
til approksimasjonen (4.153) sammenliknet med det vi fant i figur 4.44. Figuren viser at
dette er en meget god approksimasjon til det eksakte svaret som vi har rekkeutviklingen av i
(4.147).
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4.7.7. Transferfunksjoner med tidsforsinkelse

Figur 4.46
Sprangrespons

ved rekkeutvikling,
og ved approksi-
masjonen (4.149)

Fra figur 4.39

»(@) A

Approksimasjon (4.147)
(kryss)

Poenget med a bruke en slik approksimasjon er at man kan finne den algebraiske Igsningen
av sprangresponsen til

14+ =5
L) = z e ™ (4.156)

2
Yo
1+2§S+<S>
@\ oy

Ts

Dette gjgres ved fgrst a se bort fra forsinkelsen e, og sa forskyve lgsningen 7 tidsenheter
mot hgyre etterpa. Vi ser altsd at en tidsforsinkelse i serie med et rasjonalt uttrykk ikke hindrer
oss i a finne en algebraisk 1gsning, s denne tidsforsinkelsen trenger vi ikke a substituere for.
Men i den opprinnelige transferfunksjonen,

y ) h(s)e™™

inngar tidsforsinkelsen ogsa i nevneren, og den ma man substituere bort for a fa et rasjonalt
uttrykk, som jo er forutsetningen for & finne en algebraisk lgsning.
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KAPITTEL

Styrbarhet og observerbarhet

5.1 Innledning 175

5.2 Styrbarhet 176

5.3 Observerbarhet 179

5.4 Styrbarhet og observerbarhet i Laplacetransformerte systemer 182

5.5 Funksjonell styrbarhet (FS) av monovariable linezere systemer 190

INNLEDNING

Styrbarhet og observerbarhet er to begreper av sentral betydning for dynamiske systemers
oppfersel og deres bruk i reguleringsteknisk sammenheng.

Styrbarhet har i korte trekk a gjgre med hvorvidt et system ved hjelp av tilgjengelige padrag
over et endelig tidsintervall kan bringes til en vilkarlig gitt tilstand.

Observerbarhet har & gjgre med om man ved hjelp av tilgjengelige malinger over et endelig
tidsintervall kan bestemme systemets starttilstand.

Det finnes en omfattende litteratur om strengt matematiske sider ved disse og beslektede
begreper. Vi skal her gi en noe forenklet framstilling av problemstillingene som gjgr det
mulig a bruke resultatene uten at alle matematiske detaljer behandles. Det henvises ogsa til
appendiks C.

Vi vil i det fglgende behandle systemer som kan beskrives med likningene

X =Ax+ Bu

y = Cx (5.1)
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5.2 STYRBARHET

Definisjon: Et system av typen (5.1) karakterisert ved tilstandsvektoren x(7) er styrbart der-
som det for alle tilstander x(fy) og en vilkarlig sluttid #; > 7y er mulig a finne en padrags-
vektor u(¢) i intervallet 7y til #; som bringer systemet til en vilkarlig valgt tilstand x(z;).

Vi skal presentere to forskjellige metoder for & pavise om et system er styrbart.

Den fgrste metoden forutsetter at systemet har lineart uavhengige egenvektorer. Den er ba-
sert pa at systemet (5.1) bringes pa diagonalform ved hjelp av den linezre transformasjonen
x = Mq.

Da far vi

q=Aq+M 'Bu=Aq+Hu

(5.2)
y=CMq=Fq
Vi skriver fgrste linje av (5.2) pa komponentform
Q1 MO0 - - 0 g hit hia - - hiy| ¢
uj
92 0 XA 01 |q2 hyt hyp - - hy
uz
. . 0 . . ) .
= + . (5.3)
Uy
qn 0 o - - - An 4n bt hpp - hy| T

(5.3) viser at dersom alle elementene /;; i en rad av matrisen H er lik null, vil padragsvektoren
ikke fa noen innflytelse pa den tilsvarende tilstandsvariabelen ¢;. Denne tilstanden er derfor
ikke styrbar.

En ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for styrbarhet av et system med linert uavhengige
egenvektorer er at ingen rad i matrisen H har alle elementer lik O

For systemer med linezrt avhengige egenvektorer som blant annet opptrer ved sammenfal-
lende egenverdier, vil kriteriet ovenfor ikke vare brukbart, fordi M ikke kan inverteres.

Dessuten er det enklere & bruke et kriterium som i tillegg til ikke & forutsette noe om egenverdiene/-
vektorene, ogsa bare trenger parametrene i den opprinnelige systembeskrivelsen (5.1).
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EKSEMPEL 5.1 5.2. Styrbarhet

Vi danner styrbarhetsmatrisen

Q,=[B, AB, A’B, ..., A" 'B] (5:4)

Systemet er styrbart hvis og bare hvis rang Q; = n

Se appendiks C for bevis av dette.

Rang av en matrise er lik p dersom det finnes minst en underdeterminant av orden p forskjellig
fra null, mens alle hgyere ordens underdeterminanter er lik null.

EKSEMPEL 5.1: A avgjore om et system er styrbart

Som et eksempel pa undersgkelse av styrbarhet, velger vi systemet

1 1
M =
0 —1
og dens inverse
1 1
M=
0 -1
Vi finner
i b1 +by
H=M B=

—by

For dette systemet finner vi derfor at betingelsen for styrbarhet blir at

bi+by#0 og by#0

Systemet er illustrert i figur 5.1. Vi ser umiddelbart at b, ma vere forskjellig fra null for at
padraget i det hele tatt skal pavirke tilstanden x,. At vi ogsa ma forlange at by + by # 0, er
imidlertid ikke sa opplagt. Hvis vi velger akkurat b; = —b,, vil den kanoniske (diagonaliser-
te) tilstandsvariabelen ¢; ikke vare pavirket av padraget. Systemet er da ikke styrbart.
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Figur 5.1
Blokkdiagram
for systemet

) "2
> b, T
-3

Vi kan ogséd undersgke systemet i figur 5.1 ved hjelp av styrbarhetsmatrisen som er gitt i
(5.4). Vi finner

by —b1+2by
Qs =
by —3by

Rang Q; = 2 dersom Q; # 0, og dette oppstar nar (b; + b2)by # 0. Dette gir ngyaktig de
samme betingelsene som vi har funnet ovenfor.
[ |
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5.3 OBSERVERBARHET

Definisjon: Et system av typen (5.1) er observerbart dersom det med kjennskap til syste-
mets malevektor y og padragsvektor u i et vilkarlig tidsrom (o, #;) der #p < 1, er mulig &
bestemme alle komponentene i start-tilstandsvektoren x(7o)

Vi skal se pa to typer kriterier for observerbarhet, slik det ogsa ble gjort for styrbarhet.

Dersom systemet har linesrt uavhengige egenvektorer, kan vi som foran utfgre en diagonali-
sering og far en beskrivelse som gitt i (5.2). Vi er serlig interessert i den siste linjen y = Fq
som pa komponentform kan skrives

i Sfuu fizo oo - fu| @
2 21 2 o o fal |2
e . . . 53
_y m | _f ml fm2 o fmn_ _q n|

Vi ser av (5.5) at dersom en (eller flere) av kolonnene i matrisen F har alle elementer f;; = 0,
vil det ikke vere noen informasjon om den (eller de) tilsvarende tilstandsvariabelen g; i
malevektoren.

At det ikke finnes noen kolonne i matrisen F der alle elementene er lik null, er en ngd-
vendig og tilstrekkelig betingelse fo observerbarhet for et system med line®rt uavhengige
egenvektorer.

I likhet med det som er beskrevet under styrbarhet, er det behov for et kriterium for bestem-
melse av observerbarhet dersom systemet ikke har line@rt uavhengige egenvektorer. Et slikt
kriterium har ogsa den fordelen at vi slipper a bringe systemet over pa diagonalform.

Beviset for observerbarhetskriteriet er relativt likt det som er gitt for styrbarhetskriteriet i
appendiks C. Men her vil vi ngye oss med en skisse til et bevis:

Vi benytter vi oss av (3.22)

3]
(1) =N Ox(0) [ A0 Bu(e)ae 56)
fo
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Siden det er x(7p) som skal bestemmes, og u(7) etter forutsetningen er kjent, vil integralet pa
hgyresiden representere et kjent ledd. Vi kan derfor uten tap av generell gyldighet ga ut fra
atu(z) = 0. Videre kan vi ga ut fra at #, = 0. Vi har da ved et vilkarlig tidspunkt #; > 0

y(1;) = CeMix(0) (5.7
Rekkeutvikling gir
oo 1,33
y(t)=C I+Ati+§A 1+ §A 7 +... | x(0) (5.8)

der vi ser at malevektoren ved et vilkarlig tidspunkt #; er bestemt av en linezr kombinasjon

av elementene
C, CA, CA?%, ..., CA™!' CA", CcA™! .

Ved a anta at y er tilgjengelig ved forskjellige ¢ = #;, kan vi fa forskjellige linesere kombina-
sjoner. Ved bruk av Cayley-Hamiltons teorem kan vi vise at alle elementer CA”, CA""!, ...
kan uttrykkes som en linezr kombinasjon av lavere ordens ledd CA", k < n—1 . Dette fgrer
fram til observerbarhetsmatrisen

Q,=[CT, (CA)T, ..., (CA" 1T (5.9)
og observerbarhetskriteriet:

Systemet er observerbart hvis og bare hvis rang Q, = n

EKSEMPEL 5.2: A avgjore om et system er observerbart

Som et eksempel pa undersgkelse av observerbarhet, kan vi ta det samme systemet som er
undersgkt 1 eksempel 5.1,

der malingen er karakterisert ved
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EKSEMPEL 5.2 5.3. Observerbarhet

Figur 5.2
Blokkdiagram
for systemet

Vi benytter egenvektormatrisen og dens inverse fra eksempel 5.1 og finner ved innsetting i
(5.2)

1 1
F:CM:[CI Cz} :[Cl 61—02}
0 -1

Ifglge det fgrste kriteriet for observerbarhet finner vi da at systemet er observerbart si sant
c1 #0o0gcy —cp #0. Systemet er vist i figur 5.2.

Vi ser med en gang at betingelsen ¢ # 0 er rimelig, fordi mélingen ellers ikke vil inneholde
opplysninger om det som foregar i den gvre delen av systemet. Betingelsen ¢y — ¢y # 0 er
imidlertid ikke s& opplagt.

Vi kan ogsa benytte oss av kriteriet gitt i (5.9) og finner

C1 —C1
Qo =

¢ 2c1— 3¢

Rang Q, = 2 dersom det Q, # 0, og dette far vi dersom ¢ (c; — ¢2) # 0. Kravet blir dermed
det samme som vi har funnet ovenfor.
[ |
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5.4 STYRBARHET OG OBSERVERBARHET | LAPLACETRANSFORMERTE SYSTEMER

I avsnitt 5.2 og 5.3 har vi utledet kriterier for styrbarhet og observerbarhet for lineare syste-
mer med distinkte egenverdier, ved a studere den diagonaliserte tilstandsromformen som er
gitti (5.2)

q=Aq+M 'Bu=Aq+Hu

(5.10)
y=CMq=Fq

Vi ordner na tilstandsvariablene i q i fire grupper karakterisert ved undervektorer
41, 92, g3, q4 slik at
T T T TiT
q4=191, ®©; 95, 9]

og slik at

* ( representerer de styrbare og observerbare modi

* o representerer de ikke styrbare, men observerbare modi

* (3 representerer de styrbare, men ikke observerbare modi

* 4 representerer de ikke styrbare og ikke observerbare modi

Vi kan da skrive (5.10) pa fglgende form

q A0 0 O |q H,
Q2 0 Ay 0 0] (q H,
qQ3 0 0 A; 0| |qs H; (5.11)
q4 0 0 0 A4 |4 Hy

y [Fl F, Fz3 F4)4

der H, =0, Hy =0, F3 = 0 og F4 = 0. Vi kan lage et blokkdiagram av innholdet i (5.11). Et
slikt er vist i figur 5.3 der oppdelingen i fire undersystemer tydelig framgar.
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5.4. Styrbarhet og observerbarhet i Laplacetransformerte systemer

Figur 5.3
Ilustrasjon av
styrbarhet og
observerbarhet

u 4 y
H1 IT—~H F1 O
H, Ay = F,
—»() q,

“ Tﬂq4 O

Foretar vi Laplacetransformasjon av de opprinnelige differensiallikningene for bestemmelse
av transfermatrisen mellom padragsvektoren og malevektoren, finner vi ifglge (4.71) trans-
fermatrisen

H,(s) =C(sI-A)"'B=CM(sI-A)"'M'B

5.12
=F(sI-A)'H 612

(Merk at H her brukes i to forskjellige betydninger.) Innfgrer vi resultatet fra (5.11) i (5.12),
finner vi

=1 - 1

S11 —A1 0 0 0 Hl
0 S12 —A2 0 0 0
Hu(s): [Fl F, 0 0] =
0 0 SI3 — A3 0 H3 (5-13)
0 0 0 sy — Ay 0

=F (SI] — A])ilHl

(5.13) viser at det bare vil vere de styrbare og observerbare modi som inngar i transferma-
trisen mellom inngangen og utgangen.

Alle andre egenskaper vil vare skjult ved representasjonsformen transfermatrise. Dette er
ganske logisk, blant annet fordi vi ved bestemmelse av transfermatrisen har neglisjert inn-
flytelsen av tilstandsvektorens begynnelsesverdi som er det eneste som eksiterer de ikke-
styrbare tilstandene.
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Vi ser ogsa av (5.13) at ordenstallet av transferfunksjonene som inngar i transfermatrisen,
nemlig antallet poler, angir antall styrbare og observerbare tilstander. Transferfunksjonenes
ordenstall vil alltid veere mindre eller hgyst lik det totale systemets ordenstall. I tilfelle det er
mindre, vil det derfor vaere en eller flere faktorer i transferfunksjonenes teller og nevner som
kan forkortes bort. Et eksempel pa dette er vist i det fglgende.

EKSEMPEL 5.3: Betraktning av transfermatrisen

Figur 5.4 viser gverst et elementart blokkdiagram for et 2. ordens monovariabelt system som
kan beskrives med en matematisk modell

x=Ax+bu
’ (5.14)
y=c¢'Xx
der
1 BT T,
A=| T Th | p_ |TiT2|, cT:[l o} (5.15)
R T
Figur 5.4 r

2. ordens mono-
variabelt system

|

I\J\JI_
—
W

C
=
—0

=
 —
=
|

——————————————————

__________________

I dette tilfellet er det lettest & undersgke styrbarhet og observerbarhet ved & finne rang av
henholdsvis Qs 0g Q, .
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Vi har at (se avsnitt 5.2 og 5.3)

Iz Ti(hLh—-T3)— T3

I\T» T2T}
Q. =B, AB| = b
T o
og
1
bog
QO — [CT, ATCT] — 1
-1
T,
Vi finner at rang Q, = 2 dersom
T,
— #1
T 7
og rang Q,; = 1 dersom
L_y
T

Systemet er derfor bare styrbart dersom 73/T; # 1.

Tilsvarende finner vi for observerbarhet at rang Q, = 2 hvis

L]

= £1

T #
og rang Q, = 1 dersom

L_,

I3

Dette betyr at begge systemets tilstander er observerbare bare dersom
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Transferfunksjonen mellom u(s) og y(s) finnes ved a erstatte integratorene i figur 5.4 med
operatoren (1/s) og deretter redusere blokkdiagrammet ved hjelp av reglene i figur 4.6, eller
ved a benytte seg av formelen for transfermatrisen.

H,(s) =C(sI—A) 'B=c(sI—A)"'b (5.16)

Siden systemet er monovariabelt, gir dette transferfunksjonen

1 L-T; I3

s+?1 D '
hs) = [1 0] 1 1
0 S+72 i (5.17)
1 + Tzs

(1+Tis)(1+ Tas)

Et blokkdiagram som viser hvordan denne transferfunksjonens elementer forekommer, er vist
nederst i figur 5.4. Hvis

T
53

T
skal systemet i fglge det foregadende ikke veere styrbart. Vi ser av (5.17) at dette medfgrer
at faktoren 1 telleren kan forkortes mot en av faktorene i nevneren. Transferfunksjonen er
dermed blitt av 1. orden (en pol), til tross for at systemet jo er av annen orden.

Fglgelig star vi overfor et tilfelle der et helt spesielt valg av systemparametre gjgr syste-
met ikke-styrbart. For alle andre parameterverdier vil systemet vere styrbart og derfor ha en
transferfunksjon med to poler og et nullpunkt.

Vi kan gjerne kalle dette for parametrisk ikke-styrbarhet (PIS). Alternativet vil vere at
ikke-styrbarhet oppstar for (praktisk talt) alle parametre og er gitt av systemets struktur.
Dette kan vi kalle strukturell ikke-styrbarhet (SIS).

Dersom

Ly
I
vet vi av det foregaende at systemet ikke er observerbart. Dette medfgrer ifglge (5.17) at
telleren kan forkortes mot den andre faktoren i nevneren. Transferfunksjonen blir igjen av 1.
orden, men far en annen pol (tidskonstant) enn i det foregaende tilfellet. Tilsvarende det som
er sagt ovenfor, ser vi at vi her star overfor et tilfelle av parametrisk ikke-observerbarhet
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(PIO) fordi alle andre verdier enn
Iz
T
vil gjgre at systemet blir observerbart og at transferfunksjonen vil fa to poler og et nullpunkt.
Strukturell ikke-observerbarhet (SIO) vil vi ha hvis det er strukturen av systemet som er

bestemmende.
[ |

1

EKSEMPEL 5.4: Elektrisk krets

Vi tar utgangspunkt i kretsen i figur 2.17 og antar at strgmmen pa inngangen males og at
padraget er gitt av spenningen pa inngangen. Fra (2.60) - (2.62) gir dette

ail an 0 bll
A= az| d 0|, b= 0
0 apn as 0 (5.18)

cT:[1 0 0}

Vi antar for enkelhets skyld verdien 1 pa alle R, L og C, noe som gir

-1 -1 0 1
A=]11 -1 11|, b=j|0 (5.19)
0o 1 -1 0
Styrbarhetsmatrisen er gitt av
1 -1 0
Q=10 1 -2 (5.20)
0 0 1
og observerbarhetsmatrisen er gitt av
1 0 O
Q=|-1 -1 0 (5.21)
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Systemet er styrbart og observerbart. Det betyr at alle modi vil inngé i transferfunksjonen
mellom inngangen og utgangen. Transferfunksjonen er gitt av

1
h(s) = 5.22
(s) s3+3s2+3s+1 (5-22)
med tre poler i —1. Dette er ekvivalent med egenverdiene til A da
-1 0 0
A=|0 =1 0 (5.23)
0o 0 -1

Alle modi inngar altsa i transferfunksjonen.
[ |

EKSEMPEL 5.5: Vogn med inverterte pendler

Figur 5.5
Vogn med to
inverterte pendler

QO

Vi betrakter en vogn med to inverterte pendler, som vist i figur 5.5. Massen til stengene av
lengde [; og I, antas ubetydelig i forhold til m; og m;. Massen av vogna er M. Den antas
a rulle uten friksjon, og utsettes for en kraft u, som er vart padrag. Reguleringsproblemet
er na a styre systemet slik at dette apenbart ustabile systemet inntar en posisjon hvor begge
pendlene star vertikalt, dvs. balansekunst. Vi bruker Newtons andre lov for & finne en modell
av systemet, og forutsetter at vinkelutslagene 6; og 6, er sa sma at vi kan sette sinf = 6.
Dette gir

Mv=—mg0 —mpg6, +u
ml(V—f-llél) =m 26,
my(V+1h8) =myg,

Her er v vognas hastighet, og g er som vanlig tyngdens akselerasjon. I den videre utledning
antar vi for enkelhets skyld at m; = my = 1[kg] og M = 10m;.
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Vi velger na tilstandene x; = 61, x| = 0, x3=60,—6, 0g X4 = 0, — 6,. Tilstandsrommodellen

blir da
x =Ax-+Bu

hvor ~ - _ -

0 1 0 0 0

1.2¢¢ 0 —0.1x 0

Ao 1 1 B- Bi

0 0 0 1 0
_1 .2(0{1 — OCz) 0 ap—0.1 (061 — OCQ) 0_ _ﬁl - ﬁZ_

Her har vi innfgrt o = g/ll, O = g/12 ,Bl = —0.1/11,[32 = —0.1/12 .
Styrbarhetsmatrisen for systemet, jf. (5.4), blir
Q. =B, AB, A’B, A’B]

Utregning av determinanten gir

(0.011)%2g%(1; — L)?
1413
19

’Qs, =

Dette forteller oss at systemet er styrbart hvis og bare hvis [; # l,. Nar [} = I, har ikke Qs
full rang (i dette tilfelle 4), og systemet er altsa ikke styrbart. Vi har at @) = @ og B = B,

og dermed blir
0 1 0 0 0
1200 0 —0.1¢; O
A 1 1 B- B
0 0 0 1 0
0 0 o 0 0

Vi ser umiddelbart at padraget ikke kan influere pa tilstandene x3 og x4, verken direkte eller
indirekte.

Ikke-styrbarheten for systemet med /; = I, kan vi ogsa fatte intuitivt. Anta en startsituasjon
hvor den ene av de to like lange pendler er i ferd med a falle til venstre og den andre til hgyre:
Det er umulig & “hente inn” den ene fgrst ved & bevege vogna, uten a forverre posisjonen til
den andre. Hvis derimot pendlene har forskjellig lengde, kan man “hente inn” den korteste
farst, for sa a fange opp den lengste etterpa.

Sa til systemets observerbarhet: Vi antar at den eneste malinga er av vinkelen x; = 6;. Vi har

y:ch, hvorcT:{l 0 0 0]
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Observerbarhetsmatrisen blir
Qo _ [C (cTA)T (CTAZ)T (CTA3)T}

Determinanten blir 5
Q.| =0.015
q

Systemet er alltid observerbart. Dette betyr at sjgl om vi bare maler den ene vinkelen, kan
vi alltid, via den matematiske modellen av systemet, finne verdien av den andre vinkelen til
enhver tid.

|

5.5 FUNKSJONELL STYRBARHET (FS) AV MONOVARIABLE LINEARE SYSTEMER

Figur 5.6
Monovariabel
tilbakekoplet slgyfe

Definisjonene av styrbarhet og observerbarhet som er presentert i avsnitt 5.2 og 5.3 gjelder
systemets tilstand x(t). Det ville derfor vert mest korrekt om vi hadde brukt betegnelsene
tilstandsstyrbarhet (TS) og tilstandsobserverbarhet (TO).

Men betingelsene for a oppna TS og TO er for strenge hvis vi bare vil vite om et regulerings-
system som vist i figur 5.6 kan realiseres med formal a styre utgangen y mot en referanse yj.
Vi forlanger altsa ikke a kunne styre hele tilstandsvektoren x(z).

Yo Y
O h =~ h

En tilstrekkelig betingelse for denne forenklede problemstillingen betegnes “funksjonell styr-
barhet” (FS) og er gitt av:

En linezr monovariabel reguleringsslgyfe vil veere FS dersom /4, (s) # 0 for alle s unntatt i
systems nullpunkter.

Det forholder seg annerledes dersom prosessen er multivariabel, fordi vi da har mange trans-
ferfunksjoner (%;;(s)) som forbinder inngangene med utgangene. Dette mer generelle pro-
blemet behandles i avsnitt 10.7.
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EKSEMPEL 5.6: Styrbarhet/funksjonell styrbarhet

I avsnitt 5.4 er det pavist at prosessen gitt i figur 5.4 ikke er (tilstands)styrbar (TS) dersom
T3/Ti = 1. Dette betyr at prosessens transferfunksjon har et nullpunkt som kansellerer (opp-
hever) en pol. Men systemet er likevel funksjonelt styrbart (FS) fordi h,(s) # 0 for alle s

unntatt i systemets nullpunkt s = —1/73,
14+T3s 1
hy(s) = 0 foralle s+# ——
uls) (1+Tis)(1+ Tas) 7 7 T

A ngye seg med bare 4 kreve FS i stedet for det mer restriktive TS, er akseptabelt bare hvis
den modus som forkortes bort nar vi ikke har TS, er stabil, dvs. vi ma kreve at 1 /73 = 1/Tj
ligger i venstre halvplan. Hvorfor?

]
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6.1 INNLEDNING OG MOTIVERING

Vi skal i dette kapitlet studere frekvensanalyse. Frekvensanalysen muliggjgr bruk av grafiske
analysemetoder og gir derfor en hurtig oversikt over en rekke avgjgrende systemegenskaper.
La oss fgrst forklare begrepet frekvensanalyse ved et innledende eksempel.

EKSEMPEL 6.1: Sinusformet variasjon i ankerspenning pa likestromsmotor

Vi tar for oss likestrgmsmotoren med transferfunksjon som i (4.135). Der ble denne (vi forut-
setter apen slgyfe — ingen tilbakekopling) modellert med transferfunksjon fra ankerspenning
u til vinkelhastighet x; = y:

1

&) = T T (15 To) ©6.1)

< <

Figur 6.1 viser tidsresponsen til vinkelhastigheten nar ankerspenningen varieres sinusformet.
Ankerspenningen er u(t) = upsin(mot). ug kalles amplitude og @ vinkelfrekvens. Vinkel-
frekvens er gitt av @ = 27t/T, hvor T er periodetiden til sinussignalet.

Ved a studere figuren ser vi at tidsresponsen y(z) inneholder en transient komponent som
dgr ut, slik at y(¢) etterhvert far en rein sinusform. Denne sinusfunksjonen har en annen
amplitude enn inngangen u(z). Vi sier at den er amplitudeforsterket sammenliknet med
inngangen (denne forsterkninga kan godt veere < 1). Videre er y(z) forskjgvet sammenliknet
med inngangen. Vi sier at den er faseforskjovet.
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Figur 6.1
Vinkelhastighet for
rotor y(¢) ved
sinusformet anker-
spenning u(z).

Dersom amplituden pa inngangen endres, vil dette endre amplituden pa utgangen. Forholdet
mellom amplitudene vil vere uendret. Videre vil faseforskyvningen mellom y(¢) og u(z)
forbli uendret.

Dersom amplituden pa u(z) er som i figur 6.1 samtidig som vinkelfrekvensen gker, vil ampli-
tuden til y(¢) avta. Samtidig vil faseforskyvningen gke. Denne typen analyse kalles frekvens-
analyse, og metoder for dette presenteres i dette kapitlet.

|

Vi skal gi en mer formalisert beskrivelse av frekvensanalysen.

Et periodisk signal u(¢) som ved ¢ = 0 settes pa et linezrt system med impulsresponsen A(z),
vil resultere i et signal y(¢) pa utgangen som inneholder en fransient og en stasjoncer respons
y(t) = y:(t) + ys(¢). Med bakgrunn i dette kan frekvensresponsen til et system defineres.

Frekvensresponsen til et system er definer som den stasjonaere responsen y;(z) pa utgan-
gen til et lineart system, nar inngangssignalet er en sinussvingning.

De stasjonare signalene internt i, og pa utgangen av, et lineert system som patrykkes en
sinussvingning, vil ogsa vere sinussvingninger med samme frekvens, men forskjgvet i fase
og amplitude i forhold til sinussvingningen pa inngangen

Merk at frekvensrespons-begrepet bare gjelder for linecere systemer.

Vi har et inngangssignal med amplitude uy og vinkelfrekvens .

u(t) = upsin(wr) (6.2)

som patrykkes systemet i figur 6.2. Den stasjonere responsen pa utgangen blir da

vs(t) = uplh(s = jo)|sin(wr + Lh(s = jo)) (6.3)
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6.2. Utledning av frekvensrespons

Figur 6.2
Inngangs - og
utgangssignal for
system med

impulsrespons
h(t)

u(t) = upsin(o?) y(#) = uglh(s = jo)lsin(wr+ Lh(s = jo))

- h(t)

Amplitudeforskyvningen til systemet er gitt av ug|h(s = jo)| og faseforskyvningen er gitt av
Zh(s = jo).

Alle stasjonere periodiske inngangssignaler kan uttrykkes som en sum av forskjellige fre-
kvenskomponenter ved hjelp av Fouriertransformasjonen'. Dersom inngangssignalet pa
et vilkarlig linezrt system er sammensatt av mange frekvenskomponenter (sinuser), vil ut-
gangssignalet inneholde de samme frekvenskomponentene (sinussvingningene), men endret
i amplitude og forskjgvet i fase. Dette fglger av superposisjonsprinsippet.

6.2 UTLEDNING AV FREKVENSRESPONS

Vi skal i dette avsnittet fgrst bevise det som ble pastatt i innledningen: at utgangen av et
linezert system som patrykkes en sinus, er en faseforskjgvet sinus.

Vi tar utgangspunkt i et lineert og monovariabelt system beskrevet med en transferfunksjon
h(s). Dette systemet pavirkes av et skalart padrag u(z), og observeres gjennom en skalar
maling y(7).

Vi lar padraget vare en sinussvingning.

in wt fort >0
u(t) = ug sin or 6.4)
0 fort <0
Laplacetransformasjon av (6.4) gir
up@
=5 6.5
u(s) = 5 s (65)

!Fouriertransformasjonen fir vi ved 4 sette s = j® i Laplacetransformasjonen,
fjow) = / F()e 7P dt = f(s)]s— jo- I matematiske lzerebgker, i motsetning til i signalbehandlings- og
0

1
kybernetikk-miljget, defineres den ofte med konstanten —— foran integralet. Dette er en uvesentlig forskjell.

V2rm
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Dette padraget gir fglgende respons dersom det patrykkes systemet med transferfunksjon
h(s)

uop
52 + w2

y(s) = h(s) (6.6)

Vi skal bestemme tidsforlgpet y(¢) ved invers Laplacetransformasjon av (6.6) og benytter
(4.41)

O+ joo O+ joo

1 1710 1

N==— [ h s = — / d

y() 27:]'/ ) Ty B =g | Y)ds
o — joo 0o — joo

(6.7)

= res [y(s)] + Tes +Zres[y

s=j —jo 1=

Residuene beregnes i integrandens singulariteter, og det antas at transferfunksjonen /4(s) har
n distinkte singulariteter (dette er ikke en ngdvendig forutsetning, men vi gjgr den for &
forenkle framstillinga). Beregner vi residuene som angitt i (4.39), finner vi

h(jo)ugwe’® N h(—jo)uowe /! +2”: s—si)h uoa)e

== o (6.8)

i=1 S

S=5;

De to fgrste leddene i (6.8) og det tredje leddet representerer henholdsvis den stasjoneere og
den transiente delen av responsen.

Vi er na spesielt interessert i a finne ut hvordan responsen y(#) blir nar r — . Vi forutsetter at
alle singularitetene (=polene) s = s; av h(s) ligger i venstre halvplan', det vil si Re(s;) < 0.
Alle leddene under summetegnet i (6.8) vil gd mot null néar t — o, fordi € — 0, nér r — oo.

Vi har derfor bare igjen fglgende uttrykk

. ejwt . efja)t
30 =3(0) = (1(j0) -~ h(—jo)* " ) 69)

h(jw) er en vektor med lengde |A(j®)| og vinkel i forhold til den reelle akse ZA(jw).

'Noe annet ville vaere meningslgst. For at et system overhodet skal ha en (stasjonzr) frekvensrespons, méd det
vaere asymptotisk stabilt (se kapittel 8), ellers vil systemet svinge seg ut til uendelig.
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EKSEMPEL 6.2 6.2. Utledning av frekvensrespons

Vi har at

h(jw) = |h(jw)|e/“"®)

o 6.10
h(—jo) = |h(jo)le /) (€10

fordi nullpunkter og poler i transferfunksjoner for fysiske systemer alltid ligger symmetrisk
om den reelle akse. Det blir lettere & skjgnne (6.10) etter a ha studert eksemplene 6.2 og 6.3.

Vi kan na skrive (6.9) slik

el(0t+Zh(jo)) _ o—j(ot+Lh(jw))

2] 6.11)
= up|h(jo)|sin(wr + Zh(jw))

ys(t) = uolh(jo)]

Vi ser at responsen y,(z) vil veere en sinusformet svingning med samme frekvens som pa-
draget og med en amplitude yp = up|h(j®)|, men faseforskjgvet i forhold til den patrykte
sinussvingningen med en vinkel lik ZA(jw).

A

* Funksjonen i(jw) kalles systemets frekvensrespons.
* Forholdet yo/up = |h(jo)| kalles amplitudeforholdet.
* Zh(jw) kalles faseforskyvningen eller fasevinkelen.

Utledningen viser at vi kan finne ut hvordan et monovariabelt system vil reagere pa en stasjo-
ner sinussvingning, ved & betrakte transferfunksjonen. Vi lar da den komplekse variabelen
s 1 transferfunksjonen /(s) anta den imaginere verdien jo, der @ er sinussvingningens fre-
kvens.

EKSEMPEL 6.2: Frekvensresponsen til en transferfunksjon med et nullpunkt

Vi ser fgrst pa et system som har transferfunksjonen %(s) = s — ry, der r; er en reell konstant
mindre enn null. Figur 6.3 viser at systemet har et nullpunktis = ry.

s kan ha en vilkarlig kompleks verdi. Vi kan finne vektoren s — r; som en geometrisk sum
av to vektorer. Den resulterende vektoren kunne vi ogsa ha funnet ved & trekke vektoren fra
nullpunktet fram til den aktuelle verdien av s som antydet stiplet.

For bestemmelse av frekvensresponsen velger vi nd s = jw og finner som skissert i fi-
gur 6.3 b) frekvensresponsens tallverdi og vinkel ved hjelp av vektoren fra nullpunktet til
det aktuelle punktet pa den imaginare aksen som angir frekvensen @.
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Figur 6.3
Vektoriell fram-
stilling av A(s)

A Im A Im

s =jo
S—I"l

Zs—ry \ Zh(jo)

s = s = -r Re s=r Re

a) b)

Positive vinkler regnes som vanlig i retning mot urviserens bevegelse slik at vinkelen som
er antydet i figur 6.3 b), er positiv. Vi ser umiddelbart hva som skjer dersom vi forandrer
frekvensen fra null og oppover langs den imaginare aksen. Lengden av vektoren vil da gke
fra en verdi |h(jw)| = r; ved @ = 0 mot uendelig, og Zh(jw) vil gke fra null mot 90° (/2
radianer). Den fysiske betydningen av dette er at hvis padraget har konstant amplitude, vil
utgangen (malingen) gke mot uendelig amplitude nér frekvensen gker. Dette er ikke mulig i
fysiske systemer. Transferfunksjoner for fysiske systemer inneholder aldri bare nullpunkter,
men har minst like mange (som oftest flere) poler som nullpunkter. (En slik transferfunksjon
kalles proper).

]

EKSEMPEL 6.3: Frekvensresponsen til en transferfunksjon med en pol

Vi velger na et system med transferfunksjonen /(s) = 1/(s — A;). Siden vi har at

s— A = |s— Ag[e/4t—M)

kan vi skrive

1 1 1 :
= = = —JjL(s—)
Hs) s—A1 |5 —Aylei4ls—A) ]s_)q‘e (6.12)

Figur 6.4 viser at vi kan fa et inntrykk av frekvensresponsens tallverdi og vinkel ved a trekke
en vektor fra transferfunksjonens pol (s = A,) til det aktuelle punktet pa den imaginzare aksen
som angir frekvensen ®.
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Figur 6.4 A Im

Vektoriell fram- |

stilling av A(jo) hGo) s = jo

\ —Zh(jo)
»Re

Likning (6.12) viser at vektoren som framkommer, har en lengde 1/|A(j®)| og danner en
vinkel med den reelle aksen som er lik —Zh(j®). Vi kan ogsa i dette tilfellet se hva som
skjer med frekvensresponsen nar frekvensen endres. Nar @ gkes fra null mot uendelig, vil
frekvensresponsens tallverdi avta fra |k(jw)| = 1/|A;| mot null, og Zh(j®) vil avta fra null
til —90° (—m/2 radianer).

|

Et monovariabelt systems transferfunksjon vil kunne bestemmes entydig dersom frekvens-
responsen h(j®) er kjent (i tallverdi og vinkel) for alle verdier s = j® mellom — jeo 0g jeo.
Siden vi imidlertid har at |h(—jo)| = |h(jo)|og Lh(—jo) = —Zh(jo), er det tilstrekke-
lig & kjenne frekvensresponsen for alle frekvenser mellom null og uendelig, det vil si langs
den positive imaginare aksen. Dette tilsvarer den fysiske situasjonen nar systemet patrykkes
positive frekvenser (negative frekvenser har ingen fysisk mening).

Et analytisk uttrykk for frekvensresponsen far vi ved a sette s = j@ inn i transferfunksjonen.
Antar vi at transferfunksjonen er en rasjonal funksjon som kan skrives

K1+ Tis)(1+Tos)...(1 + Tpus)

h(s) = 6.13
(s) (14+Ti5)(1+T2s)...(1 + Tys) (6.13)
finner vi frekvensresponsens tallverdi
. K1+ Tis||1+Dosl|...[1 +T,s
iy = KTl Tosl 14 T
|1+ Tis||1 + Tas|...|1 4+ T,s]| o
’ (6.14)

_x 1+ (0T))?) (14 (0D)?)...(1 + (0T},)?)
N (1+(0T)?)(1+(0T)%...(1+ (0T,)?
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Sa til frekvensresponsens vinkel: Den vil bli summen av vinkelbidragene for hvert enkelt
element i telleren i transferfunksjonen minus summen av bidragene fra hvert enkelt ledd i
nevneren

/h(jw) =arctan ®T; + arctan 7> + ... + arctan @7, 6.15)
— (arctan oT; + arctan @75 + ... + arctan ©7,,) ’

Ofte vil en finne at transferfunksjonen for et dynamisk system ikke er en rasjonal funksjon. Et
vanlig tilfelle er for eksempel at systemet inneholder en eller annen form for transportforsin-
kelse (tidsforsinkelse). Dette medfgrer at det i transferfunksjonen vil inngé et multiplikativt
ledd av typen e~ %, der 7 er transport(tids-)forsinkelsen. Frekvensresponsen av dette leddet
vil vere karakterisert ved

|efjan'| =1 /e IOt — _ 1 (6.16)

6.2.1 Frekvensrespons av multivariable systemer

Pa basis av utledningen av transfermatriser for multivariable systemer i avsnitt 4.6.1 kan vi
ogsa finne frekvensresponsmatriser H(j®). En frekvensresponsmatrise framkommer ved a
sette s = j@ inn i transfermatrisen H(s). Betydningen av en frekvensresponsmatrise blir bare
en samling av individuelle frekvensresponsfunksjoner dersom hvert enkelt element i padrags-
vektoren er uavhengig av elementene i responsvektoren (malevektoren). Hver enkelt respons
yi(t) vil som kjent vere en sum av enkeltresponser forarsaket av de enkelte elementene i pa-
dragsvektoren. Dersom alle elementene i padragsvektoren er sinussvingninger med samme
frekvens og med kjente fasevinkler relativt til en fast vinkelreferanse, vil alle elementene i
responsvektoren vere sinussvingninger der bade amplitude og fase kan bestemmes.

Dersom en frekvensresponsmatrise (transfermatrise) inngar som ledd i et tilbakekoplet multi-
variabelt system, skal vi 1 kapittel 10 se at det kan utledes en del nyttige resultater.
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6.3 GRAFISK REPRESENTASJON AV FREKVENSRESPONS FOR MONOVARIABLE SYS-

TEMER
Vi har to hovedformer for grafisk representasjon av den komplekse stgrrelsen A(jm):

1. Tallverdien |h(jw)| og vinkelen Zh(jw) framstilles hver for seg som funksjoner av m.
Figur 6.5, del 1, viser dette.

2. Kurven for endepunktet av vektoren h(j®) i det komplekse plan framstilles med ®
som parameter, som vist i figur 6.5, del 2 (dette kalles et Nyquistdiagram, et polar-
diagram, eller en stedkurve).

Figur 6.5 b (o)
Dr(jo)| og
Zh(jo) som  Im N
funksjon av @ Zh(jo) R::
2)Polar stedkurve
for |h(jw)| -
o ()|
T Zh(jo)
-
-90
(1.) (2)
—-180

Representasjonsform 2 brukes mye, mens 1 er sjelden brukt. Vi introduserer na to modifiserte
representasjoner basert pa del 1 og 2 ovenfor, vist i hhv. del 1.a og 2.a i figur 6.7 nedenfor.

Formen 1.a kalles Bodediagram eller amplitude/fase/frekvens-diagram ( = AFF-diagram)
og blir svaert mye brukt. I dette diagrammet bruker vi desibelskalaen'. Vi skal forklare den i
tilknytning til diagrammet 1.a, som har fglgende egenskaper: Det bestar, som i punkt 1 oven-
for, av to kurver med felles abscisseakse; et amplitudediagram og et fasediagram. Enheten
pa abscisseaksen (den horisontale aksen) er na g @, der @ er frekvensen i [rad/tidsenhet]. Fra
na av vil @ alltid vere i logaritmisk malestokk i denne boka.

¢ I amplitudediagrammet tegnes absoluttverdien av h(j®) (= “amplituden til h(j®)”)
som funksjon av frekvensen. Enheten pa ordinataksen er ogsa logaritmisk, n@rmere
bestemt i enheten desibel, definert ved

|h(jw)|[dB] = 201g|h(jw)|, der 1g angir 10-logaritmen, 1gx = log;x

I Desibelskalaen er hentet fra telekommunikasjonsteknikken.
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6. Frekvensanalyse
Figur 6.6 viser en omregningskala mellom linezre mal og dB-mal.

Figur 6.6 — [dB]
Desibelskalaen —40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
I“!“\;!‘II‘II“ II\\I\II\I I N I I | !\!II\\II\ I!‘!I\

001 002 005 01 02 05 1 2 5 10 20 50 100

— Lineart forhold
* I den nedre delen av Bodediagrammet, dvs. fasediagrammet, framstilles ZA(j®) som

funksjon av samme frekvensskala, 1g(®). Enheten pa ordinataksen er grader eller ra-

dianer, som regel det fgrste.
A [h(jo)| [dB]
A |h(jo)| [dB]

Figur 6.7
1.a Bodediagram _
lg(;
%
Zh(jo)

2.a AF-diagram
-180° 90°

b Zh(jo)
Ig ®

(l.a)
(2.a)

-90°

—-180°
Na til en variant av Nyquistdiagrammet fra figur 6.5, del 2. Denne er vist i figur 6.7 del 2.a
* |h(jw)|[dB] framstilles som funksjon av ZA(jw) i et kartesisk koordinatsystem med

® som parameter. Dette kalles amplitude/fase-diagram (AF-diagram).
En del eksempler pa frekvensresponser—representert ved sine Bode-, Nyquist, og AF-diagrammer,

er vist i tabell 6.1.
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TABELL 6.1 Diagrammer for vanlig forekommende transferfunksjoner

Transfer- AFF-(Bode-) Nyquist-
AF-diagram
funksjon /(s) diagram diagram
A |Al [dB]
il [dBTA Im
K
K K K
Ig o >
Ahr Re -
‘ lg ® Zh
Al [dB]
$ Im 4 14 [dB]
1
K Ts K lg ® e ®
s T ® = © Re -
zht - -90° Zh
Ig © ®
-90°—
4] [dB] 4 Im |h| [dB]
K K o
14+Ts _—
K -
Ts ‘ T*I Ig ® Re K
Zh ()
Ig © S
~90° -90 Zh
Al [dB]
K
% 1
[+Ts -90 i
Zh
()}
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Transfer- AFF-(Bode-) Nyquist-
AF-diagram
funksjon /(s) diagram diagram
| A |A| [dB]
h| [dB]
K ¢
Ts K
1+Ts 1 90°
T lg ® Im N
Zh @ Zh
+90° ® =0 ® : 0 ®
0° l -
lg © ‘ K Re
k7, b 1 [dB]
1+ Tys |h| [dB] ‘/‘ Tl
1+Ts K —— A Im ®
- (O]
H>T ol lge X
Zh .
/Lﬁ\ Ko K ke .
| I o 7, | 90°
Al [dB]
hl [dB] A
14+ Ds L 7]‘
14+Tis K N\ K
h>1T [0
Zh* g I{_Tz
— T‘1
9;’\ -90° Zh
|h| [dB]
K Kz// \ Im ‘
s \? ‘0(\ leo @ K
1+ ((DO> <h ® = 0 >
- —180° -90° /h
1
—90° £ =0 Re
~180° I §o




205

6.3. Grafisk representasjon av frekvensrespons for monovariable systemer
Transfer- AFF-(Bode-) Nyquist-
AF-diagram
funksjon A(s) diagram diagram
A Im
‘h‘ [dB] y Ihl [dB]
K K—/\ wo=0g o=0 ®
2
S N , \ Ig® Re
1420 —+ | — ’ f\ K
o <(Do> al
I\ lgo —180"( -90° Zh
-90° i [0)
~180° @ = 0O
1451 |h| [dB] &
Ks

Ko, /
2
N S ®, Ig®

90° =

Ig ®
i aB] |n| [dB] 4
1+Ts / ®
K 3 K— Im )
S s
1—|—2C+<> o lg o K
ab 0‘)0 Zh 900 /(,0 = Oom 7900 900
B 0ok ) e ! h
Ig ®
-90° I
(O]
| [dB]
K5 I
Ke ™ SERN - " |h| [dB]
T T g o
14+Ts i K ® =0 © K
Re —180°
e o 90° h
90 e / Zh
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EKSEMPEL 6.4: AFF-diagram for et resonansledd

Vi skal se n@rmere pa resonansleddet i tabell 6.1, med transferfunksjon

K
s s \?
2t (2)
Wo o
AFF-diagrammet i figur 6.8 viser at vi far forskjellige frekvensresponskurver, avhengig av

verdien av {. (Merk at benevningen langs abscisseaksen er @/, ikke 1g(®w/ay), siden
verdiene na er merket av i logaritmisk skala langs denne aksen).

h(s) =

Figur 6.8 lh(jo)[dB] 20
AFF-diagram for
resonansledd

=01

0.01 0.1 1 10 100

Zh(jo) 0°
—45° ¢
-90° t

—135° ¢

-180° : :
0.01 0.1 1 10 100
w/w,

Nar ¢ har en liten tallverdi, vil amplitudeforholdet |i(j®)| oppvise en typisk resonans. Vi

er interessert i 4 finne den maksimale verdien av dette forholdet og ved hvilken frekvens det
oppstar. Det kan utledes at

. K o
’h(]w)|max = W for @ = \/m

nér § <1/v/2, og

. (0]
|h(j®)|max = K for o 0

nir { > 1/v/2.
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EKSEMPEL 6.5 6.3. Grafisk representasjon av frekvensrespons for monovariable systemer

Resonanstoppen (dersom en slik finnes) vil derfor alltid komme ved en frekvens som er noe
lavere enn @ = @y. Dersom systemet er svakt dempet ({ < 1), finner vi at

K w
h(j ax ~ — T — =1
|A(j®)|max 20 or o

Av den polare framstillingen (form 2) i tabell 6.1 framgéar det at
) T
Zh(jo) = —Efor 0=y

uansett hvilken verdi ¢ har.

Vi skal komme tilbake til resonansleddet i avsnitt 6.4 nar vi behandler asymptotiske AFF-
diagrammer.
|

EKSEMPEL 6.5: Nyquist-diagram for en transferfunksjon med pol i origo

Det er et spesielt problem med grafisk framstilling av frekvensresponsen av transferfunksjo-
ner som har poler pa den imaginare aksen. I slike tilfeller vil innsetting av s = jo lede til
uttrykk som gar mot uendelig, fordi transferfunksjonen ikke er analytisk i sine poler (singu-
lariteter). Vi tar som eksempel for oss transferfunksjonen

K
h(s) = ——=
(s) s(1+Ts)
som har poler i henholdsvis s = 0 og s = —1/T. Vi kan undersgke denne funksjonens verdi

langs en bane som gitt i figur 6.9 a). Denne banen bestéar av den imaginere aksen bortsett fra
omkring origo der den er en liten halvsirkel i hgyre halvplan. Halvsirkelens radius er r og kan
gjores sa liten vi gnsker. Lar vi radien i halvsirkelen bli liten nok, ser vi at vektoren fra polen
i s = —1/T ikke vil forandre stgrrelse nar vi lar s gjennomlgpe halvsirkelen. Vektoren fra
polen i origo vil imidlertid forandre vinkel fra 7r/2 til —7/2 nar s gjennomlgper halvsirkelen
fra -jr til +jr.

Den polare stedkurven for funksjonen K /s alene vil derfor bli som vist i figur 6.9 b) nar s
antar alle verdier langs den banen som er beskrevet ovenfor. Den lille halvsirkelen omkring
origo i figur 6.9 a) resulterer altsa i en stedkurve formet som en stor halvsirkel (i hgyre
halvplan) med radius 1/r som vist i figur 6.9 b).
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Figur 6.9 A Im A Im
a)Bane for s som : j1_<
omslutter en \ et ;
pol i origo | ! S Ke
b) Stedkurve for L | I
K/s o / jo | \ K
AN | s = | 5=
1 7 Re ¥ =
T 'K*J"” : /, Re
| | /
I 1 7
I | e
| 1 .
I -
: a) \s = ,JIS b)
r
Tar vi ogsa med leddet 1/(1 + T's), vil stedkurven for hele transferfunksjonen A(s) bli som
vist i figur 6.10 der vi har latt r — 0 . Den reelle del av vektoren fra origo i figur 6.10 er
K —KT
Re (h(jw)) =Re | - - = 5 — —KT (6.17)
jo(1+joT) 1+ (oT) 0
Figur 6.10 :
Stedkurve for $im
h(jo) I
|
N
a
KT I
y -
1 Re
T
1
: 0.6
:0.4% L 'uendelig
‘ " halvsirkel
[ ;j_oé

Stedkurven i figur 6.10 tangerer altsd en asymptote i venstre halvplan parallelt med den ima-
ginere aksen i en avstand KT fra denne. Lar vi @ anta verdier fra 0 til 4o, vil vektoren fra
origo forandre lengde fra oo til 0 og vinkelen vil variere fra —7/2 = —90° til —7 = —180°.
Dette framgar av figur 6.10.

]
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6.4 ASYMPTOTISK AMPLITUDE/FASE/FREKVENS-DIAGRAM (BODEDIAGRAM)

En transferfunksjon kan bestd av forsterkning, integratorledd eller derivatorledd, tidskon-
stantledd, resonansledd, nullpunktsledd og tidsforsinkelsesledd.

h(j(l)): K(1+ja)T1)...e*J“’ 6.18)

2
(jo)(1+ joTy)... <1 - (ai) +j2<§$0>

Siden vi i amplitudediagrammet bruker [dB], dvs. 201g|A(j®)|, kan vi summere bidragene
fra de enkelte leddene som inngar i telleren til 4(j®), og trekke fra bidragene i nevneren,

|h(jw)|[dB] = 20<1g|K\ +1g|1+ joTi|+ ... +1gle 77|

) (6.19)
—nlg|jo|—Ig|1+ joT;|— —lg'l—<w> +j2i_j£ — >

Likning (6.15) viser at vi ogsa kan summere/subtrahere bidragene fra de enkelte leddene
h(j) i for & finne fasen Zh(jw).

Zh(jo) = ZK+ Z(1+ joTy) + ...+ Le 1°°

2
—Z(jo)" — Z(1+ joT;) —...— £ (1 - (a‘;’()) +j2€a?o> (620

De asymptotiske bidragene til |h(jo)| [dB] og Zh(jw) fra de forskjellige typene ledd er:
Forsterkning:
Amplitudebidraget blir 201gK [dB].

Vinkelbidraget (vinkelen med den reelle aksen i det komplekse plan) ZK blir null som
vist i figur 6.11 a). Siden K er uavhengig av o, blir Nyquist-“kurven” i dette tilfellet
bare et punkt.

Figur 6.11 b) viser det trivielle AFF-diagrammet for forsterkningen K.
Integratorledd:

Amplituden til et integratorledd (som finnes i nevneren til 2(j®)) blir et enkelt uttrykk,
o~ [dB] = —20lg w. Arsaken til dette er at jo er rent imaginer i det komplekse plan,
som vist i figur 6.12 a). Amplituden avtar med 20 [dB] pr. dekade (se figur 6.12 b)).
En dekade representerer en avstand langs den logaritmiske frekvensaksen svarende til
en 10-dobling av frekvensen. I Bode-diagrammer bruker vi fglgende notasjon for en
asymptotes stigningstall: -20 [dB]/dekade indikeres med (-1), og -40 [dB]/dekade med
(-2) osv.
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Figur 6.11
a)Nyquist-diagram
for forsterkning
b) AFF-diagram
for forsterkning

IhG)[dB] 10
T
K]
Im 0
~10 i
p 1 10 100
(0]
Re Zh(jo) 45°
0° T
a) /K
457 10 100
® b)

Vinkelen til integratorleddet med den reelle aksen i det komplekse plan (fasen), blir —90°
som vist i figur 6.12 a).

Figur 6.12
a)Nyquist-diagram
for integrator
b) AFF-diagram
for integrator

lh(jw)|[dB] 20
(=1)

Im 0

’1
Re —
Jjo

® =9 [""/h(jo) = -90°

o 0.1 ‘ “‘Hi‘ ‘ “‘HiO

Zh(jo)  0°

N 1 o
W) = - = = - 45o)
\

-90°

—-135°

—-180°

Derivatorledd:

En integrator og en derivator oppveier hverandre i et AFF-diagram (slik de ogsa gjgr i
en transferfunksjon).

Amplitudebidraget til et derivatorledd (som finnes i telleren til 4(j®)) blir 201g @ og
gir et stigningstall (+1) i AFF-diagrammet (se figur 6.13 b)).

Fasen til derivatleddet blir +-90° som vist i figur 6.13 a).
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Asymptotisk amplitude/fase/frekvens-diagram (Bodediagram)

Figur 6.13
a)Nyquist-diagram
for derivator
b) AFF-diagram
for derivator

|h(Go)[dB] 20
ol
10
0 (+1)
Im
-10
o -20 ‘
0.1 1 10
o =0 | Zh(o) = 90° ©
\ };c Zh(jo) +180°
a) +135°
Z(jo)
+90° ‘
45°
0.1 1 10
[0} »)
Tidskonstantledd (reell pol):
Amplitudebidraget til et tidskonstantledd er:
‘1' [dB] = N [dB]
1+ T \/1+(T1(D)2
~ (0 [dB] , 0L 1/T 6.21)

=—201g\/1+(T1®)2{ = —201gv/2~ -3 [dB] , @ =1/T;

~ —20Igw —201g T, , 0> 1/Tq

Likning (6.21) viser at nar tidskonstantleddet framstilles som en funksjon av 1g w, vil
vi for svert store og svaert sma verdier av o relativt til 1/7} fa tilnermet rette linjer
som krysser hverandre i @ = 1/7;. Linjene er asymptoter. Stigningstallet blir O for
® < 1/Ty og (-1) for @ > 1/T;. Dette er vist i figur 6.14 b).

Vinkelen til tidskonstantleddet med den reelle aksen i det komplekse plan blir

~0 ,60<<1/T1

1
= —arctanTiw{ =——=-45° ,0=1/T) (6.22)

i
1+ jTo 4
y/
3==90° @ 1T
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Hvis vi benytter de to grenseverdiene 0 og —m/2 som er gitt i (6.22), vil asymptotene
bli som vist i figur 6.14 b).

Figur 6.14 a) viser at frekvensresponsen 4(j®) blir en halvsirkel i det imaginare plan
nar @ endrer seg mellom @ = 0 og @ = . For @ = 1/T; ligger vektorens endepunkt
pa det laveste stedet pa halvsirkelen. Dette tilsvarer at Zh(j®) = —45°. Figuren viser
ogsa at Zh(jw) aldri blir stgrre enn —90° noe som bekrefter (6.22).

Figur 6.14 Ih(jo)l[dB] 0 )
a)Nyquist-diagram ol
for tidskonstant-
ledd 20
b) AFF-diagram for
tidskonstantledd Im 30t
T ZhGe) © =01 o0l 0.1 1 10 100
‘ oT,
Zh(jo) 45°

1
1+jmT]' (=1

0°

7450, FR l ,/,, R
Aoty
I+joT,

-90° +

—135° i ' '
0.01 0.1 1 10 100
oT,

a) b)

Resonansledd:

Amplitudebidraget til et resonansledd er:

[dB] = [dB]

2
(O] w
1-(—) +j20—
() Jj28

(6.23)
~ 0 [dB] , O <Ky

— _20lg (1 - (aa)’o>2>2+ <2§(§))2 — —201g2¢ L0 =ay

~—40lgw+401gay , © > ap

Likning (6.23) viser at stigningstallet for asymptoten blir 0 for @ < @y og (-2) for
® > . Figur 6.15 b) illustrerer dette.
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6.4. Asymptotisk amplitude/fase/frekvens-diagram (Bodediagram)

Figur 6.15
a)Nyquist-diagram
for resonans-
leddet
b) AFF-diagram for
resonansleddet

Z 2
(O] (0]
1-(—) +j2¢c—
<%) JC%

Fasen til resonansleddet blir

~0 , O <K )y
w
28—

= —arctan 70)0 =

1

T
5 -3 = —90° |, W=y (6.24)
(@)
20 ~-n=-180° , o> ay
Hvis vi benytter de to grenseverdiene 0 og —7x som gitt i (6.24), vil asymptotene bli

som vist i figur 6.15 b). Figur 6.15 a) viser ogsa at Zh(j®) aldri blir mer negativ enn
—180°.

[h(jo)I[dB] 10

® = o© o=0_1
!

(-2)

a)

\) Zh(jo) Re “20¢
~

/\ -30 i i :

~ 0.01 0.1 1 10 100

[h(jo)] . o/
N

Zh(jo) 0°

—45° |

-90°

—135°

—-180° :
0.01 0.1 1 10 100

b) /o

Nullpunktsledd:

Amplitudebidraget til et nullpunktsledd er:

~0 , 0 < 1/T
11+ jTi0|[dB] = 201g /1 + (0T;)2 { =201g+/2 L o=1/T (6.25)

~20lgw+201gTy , o> 1/T;

Likning (6.25) viser at stigningstallet blir 0 for @ < 1/7; og (+1) for o > 1/T;. Fi-
gur 6.16 b) viser dette.
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Figur 6.16
a)Nyquist-diagram
for nullpunkts-

ledd
b) AFF-diagram for
nullpunktsledd

Vinkelen til nullpunktsleddet med den reelle aksen i det komplekse plan blir

/(14 jTiw) = arctan T @ (6.26)

Dette resultatet er bortsett fra fortegnet naturlig nok identisk med (6.22). Grensever-
diene blir 0 og /2, slik at asymptotene blir som vist i figur 6.16 b). Figur 6.16 a)
bekrefter ogsa at Zh(j®) aldri blir stgrre enn +90°.

[h(jo)|[dB] 40

30
b)

a)

20
10 ¢

Im
p 0 (0 ‘
. 0.01 0.1 1 10 100
(o)l / oT,

/ ®
£ zhGo) | o =0 90° |
1

Zh(jo) 135°

1 Re 450l Al+joT)

N

0°

—45° | | |
0.01 0.1 1 10 100
oT)

Tidsforsinkelsesledd:

Amplitudebidraget til et tidsforsinkelsesledd blir ifglge (6.16) en konstant faktor lik 1:

le/°7|[dB] = 201g I = O[dB] (6.27)

Dette er rimelig, for signalet forsinkes bare. Amplituden blir da uendret uansett fre-
kvens.

Fasen til et tidsforsinkelsesledd er
e /T =—01 (6.28)
Det finnes ingen asymptoter for fasekarakteristikken nar abscisseaksen er logaritmisk.

Med logaritmisk frekvensakse far faseforlgpet form som en negativ eksponentialfunk-
sjon. Se figur 6.17, hgyre del.
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Figur 6.17 0
Nyquist-diagram
og faseforlgp i
Bodediagram
for e /@7

—90f

-1351

-180f

2251

-2701

-315

0.1

6.4.1 Prosedyre for tegning av asymptotisk AFF-diagram
Her fglger en generell prosedyre som alltid kan brukes:
1. Transferfunksjonen bringes over pa formen (6.18). Dersom vi har transferfunksjonen

M) =T Stats)

ma den omformes til
K'(...)

W) =5+

der K" = K/a og T' = 1/a. Dette ma gjentas like mange ganger som vi har 1.ordens
ledd i i(s). Dersom vi har resonansledd

K(...)

M) = et bs +ard)

ma vi fgrst omforme dette til

o K'(...)
" (..) (1+2§as)0+<£0>2>

der K’ = K/c og @y = \/c/a. Poenget er altsa at alle ledd i nevner (og i teller!) ma ha
konstantledd lik 1, det vil si at hvert ledd er lik 1 for s = jO. Forsterkning i alle ledd
“samles” da i en felles K’, fra né av bare kalt K.

2. Begynn alltid til venstre i diagrammet, ved de laveste frekvensene (@ < 1). (Vi symbo-
liserer “liten @” med & skrive @ < 1.) Ved slike frekvenser kan vi se bort fra virkningen
av nullpunkts-, tidskonstant- og resonansledd. Videre prosedyre blir:
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Tilfelle a): Hvis vi har g integrasjoner i h(s), ¢ > 0, har vi

K

W ) Zh(jo)p<1 = (—g)-90

h(jo)o<t = h(j0)|o<1 ~

w1’

q kan selvsagt veere lik 0, da er vi over i Tilfelle b) nedenfor.

Amplitudeforlgp

Asymptoten vil ved lave frekvenser ha helning —g og skjere 0-dB-linjen i @ = K 14,
Dermed kan vi fastlegge venstre del av |h(jm)|,s 0og 0-dB-linjen (subskript .5 betyr
“asymptotisk verdi av”. Se forgvrig figur 6.18).

Faseforlgp

Dette er enklere. Asymptoten er horisontal og starter til venstre i (—g) - 90°.

Tilfelle b): Ingen reine integrasjoner i h(s)

Amplitudeforlgp: Da har vi |A(j®)|p<1 = K, dvs. horisontal asymptote ved lave fre-
kvenser, i K [dB] over 0-dB-linja.

Faseforlgpet starter na til venstre med en horisontal asymptote i 0°.

. Videre amplitudeforlgp

Asymptotene skal utgjore en sammenhengende serie av linjestykker. Ta utgangspunkt
i den venstre asymptoten som allerede er tegnet, og finn den minste knekkfrekvensen.

Knekkfrekvensene er der den asymptotiske kurven for et ledd i en transferfunksjon
knekker. De er som vist ovenfor den inverse av tidskonstanten i nullpunkts- og tids-
konstantledd, og frekvensen @y i et resonansledd.

Finn helningen p pa asymptoten til leddet du betrakter. p = 1 for nullpunktsledd, —1
for tidskonstantledd og —2 for resonansledd. Tegn et nytt linjestykke fra den minste
knekkfrekvensen fram til den etterfplgende knekkfrekvensen med en helning som er
lik forrige asymptotes helning + p.

Sett “minste knekkfrekvens” = etterfglgende knekkfrekvens og gjenta prosedyren for
neste ledd, osv.

Videre faseforlgp

Asymptotene er ikke sammenhengende, men er horisontale, og springer opp eller ned
ved knekkfrekvensen, med p - 90° maélt fra forrige asymptote.

For faseforlgpet gjelder unntaksregelen at et nullpunktsledd av typen 1 — T;s gir 90°
knekk ned, ikke opp.
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EKSEMPEL 6.6: Asymptotisk Bodediagram for en transferfunksjon med flere ledd

Vi gnsker a tegne et asymptotisk amplitudediagram og asymptotisk fasediagram for frekvens-
responsen til transferfunksjonen
K(1+Ts)(1+ T3s)

) = ST s (17 Tas)? (6.29)

derK=3,71=40,7,=10,73=2,7, =0.2
Vi finner

Iglh(jo)| =1gK +1g|1+ joT| +1g|1 + joTs|

_ . (6.30)
—lgo—1g|1+joTi| -21g|l + joTi|

Figur 6.18 lh(jo)|[dB] 70
Bodediagram for 60 | (=1)
h(s), eksakt 7o)l
diagram, og 50
asymptotisk

diagram 40 1

7o)l
30t o\ N

20
10 + (1)

0 » 0 —dB linje

~10 L
20 L
30 |
—40 |

=501
0.001 0.01 1 ¢ =

Zh(jo) 0°
450

-90°

—135°+

—-180° : ; EESHE N R -
0.001 0.01 0.1 1 10 100
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Den totale asymptotiske karakteristikken bestar av summen av asymptotiske enkeltbidrag av
den typen som er beskrevet foran. For transferfunksjonen i (6.29) far vi derfor et resultat som
vist i figur 6.18.

Vi fglger den oppgitte prosedyren: Vi har ¢ = 1 og dermed |A(j®)|p<«1 ~ K/®. Med K =3
far vi @ 4s = 3. Asymptoten har stigningstall (-1), dvs. -20dB/dekade. Dermed kan vi tegne
den inn, se figur 6.18.

Ved frekvensen @ = 1/7; = 0.025 i figuren vil karakteristikken “knekke av” til vinkelkoef-
fisient (-2) pa grunn av polen i s = —1/7}. Ved @ = 1/T, = 0.10 vil den asymptotiske ka-
rakteristikken rette seg ut igjen til vinkelkoeffisient (-1) pa grunn av nullpunktetis = —1/7.
Ved @ = 1/T5 = 0.5 vil vi fa en ytterligere utretting til vinkelkoeffisient (0) pa grunn av
nullpunktet i s = —1/73. Den doble polen i s = —1/T; = 5 vil bevirke at den asymptotis-
ke karakteristikken “knekker av” til en (-2) vinkelkoeffisient for @ > 1/74. Den virkelige
amplitudekarakteristikken vil “sno seg” mellom asymptotene som vist med kraftig strek i
figur 6.18. Den asymptotiske karakteristikken avviker mest fra den virkelige i narheten av
knekkpunktene, og spesielt i punktet @ = 1/T; der vi har en feil som i verste fall vil vere lik
0.3 (i logaritmisk skala) svarende til 6 [dB].

Den asymptotiske og virkelige fasekarakteristikken for frekvensresponsen av transferfunk-
sjonen i (6.29) er vist nederst i figur 6.18. Vi merker oss at bade den asymptotiske og vir-
kelige karakteristikken ved meget lave frekvenser begynner ved vinkelen —7/2 som er vin-
kelbidraget til en pol i origo (K/s). Forgvrig ser vi at den asymptotiske fasekarakteristikken
gjor sprang ved de samme frekvensene som den asymptotiske amplitudekarakteristikk endrer
vinkelkoeffisient.

Den asymptotiske fasekarakteristikken ved hver enkelt frekvens er proporsjonal med vinkel-
koeffisienten til den asymptotiske amplitudekarakteristikken for systemer av denne arten.

_ R d(eh(jO)les) _ Ty o 6.31)

Zh(j®)as
(®)as =53~ dlew) 2

der k()45 er vinkelkoeffisienten for den asymptotiske amplitudekarakteristikken.

AFF-diagrammet i figur 6.18 kan genereres ved bruk av MATLAB-koden i figur 6.19.
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EKSEMPEL 6.6 6.4.2. Ikke-minimum-fase-systemer

Figur 6.19
MATLAB-kode for
generering av det
“skreddersydde”
AFF-diagrammet
som gar igjen

i denne boka

Figur 6.20
MATLAB-kode for
generering av
“standard” AFF-
diagram

® N W AW D~

K=3; T4 = 0.2; T3 = 2; T2 = 10; Tl = 40;
Ao s
n0 = conv ([Tl 1 0], [T4"2 2xT4 1});<—‘Transferfunksjonensnevner|
w = logspace(-3,2,1000);

Beregner amplituden og fasen som funksjon av frekvensen |

[ampO, fase0] = bode (t0,n0,w); ‘/4memmwm®nmmmwgmwﬁﬂwmm‘
semilogx (w, 20%x10ogl0 (amp0), 'LineWidth',1.2),grid;
set (get (1, 'CurrentAxes'), 'YTick', [-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60

70 J ) \‘ Bestemmer punktene som avmerkes pa y-aksen ‘
set (get (1, 'CurrentAxes'), 'YLim', [-50 70])
-
pause

semi lOgX (W, faseO, 'T,ineWidth' , 2) , grld 4—' Plotter fasen som funksjon av frekvensen
set (get (1, 'CurrentAxes'), 'YTick"', [-180 -135 -90 -45 0])
set (get (1, 'CurrentAxes'), 'YLim', [-180 0])

MATLAB har ogsé et “standard” (etter var mening darligere) Bodediagram som genereres
som vist i figur 6.20.

K=3; T4 = 0.2; T3 = 2; T2 = 10; T1 = 40;

t0 = Kxconv ([T2 11, [T3 1]);
n0 = COHV([Tl 1 O], [T4A2 2+T4 1}), <—|Transferfunksjonensnevner|
logspace (-3,2,1000);

Beregner og plotter amplituden og

o v B W oD —
=
I

bode (t0, n0, w)

fasen som funksjon av frekvensen

6.4.2 Ikke-minimum-fase-systemer

Likning (6.31) antyder at for visse typer systemer er det en entydig sammenheng mellom
amplitudekarakteristikken og fasekarakteristikken. H. W. Bode (1945) har pavist at blant
alle systemer som har en og samme amplitudekarakteristikk |2(j®)|, finnes det ett som har
den minst negative fasekarakteristikken Zh(jo). Dette systemet kalles et minimum-fase-
system, og oppfyller (6.31). Ngdvendige og tilstrekkelige betingelser for at et stabilt system
skal vere et minimum-fase-system, er at alle nullpunktene og polene til transferfunksjonen
ligger i venstre halvplan, og at A(s) ikke inneholder en tidsforsinkelse.
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En lang rekke fysiske fenomener leder til transferfunksjoner som medfgrer at fasekarakteris-
tikken i sin helhet ligger lavere (mer negativ) enn den et minimum-fase-system har. Et slikt
system kalles et ikke-minimum-fase-system (IMF-system).

Prosesser med ikke-minimum-fase-egenskaper er vanskeligere a regulere enn minimum-fase-
prosesser pa grunn av den stgrre negative faseforskyvingen. Dette vil framga av senere kapit-
ler.

En type prosesser som er ikke-minimum-fase, er slike som inneholder en “transportforsin-
kelse” (tidsforsinkelse), som kan beskrive fysisk transport av stoff i et rgr eller pa et trans-
portband eller transmisjon av signaler ved radiobglger eller lydbglger. Transferfunksjonen
for en transportforsinkelse er A(s) = e~ **. Frekvensresponsen for denne blir

h(jo) =1 og Zh(jo)=-or

og er allerede omtalt, se figur 6.17. Dette er den type IMF-prosess som er vanskeligst a
regulere.

En annen type ikke-minimum-fase-prosess oppstar nar vi har et eller flere nullpunktsledd
av typen (1 — T;s) i transferfunksjonen, dvs. nullpunkt i hgyre halvplan'. Da gjelder ikke
(6.31) lenger, fordi Zh,s na knekker ned —90° ved @ = 1/T;, selv om |h|,s knekker opp ved
samme frekvens.

EKSEMPEL 6.7: System med nullpunkt i hoyre halvplan

Figur 6.21
Blokkdiagram for
system med null-
punkt i hgyre
halvplan

Figur 6.21 viser Laplacetransformert blokkdiagram for et slikt system.

,T3

X2

=

K ) —

L= |

Vi har her to seriekoplede 1. ordens “prosesser’” og i tillegg har vi en “negativ foroverkopling”
av raten (den deriverte) av tilstandsvariabelen x. Vi kan sette opp transferfunksjonen direkte
ved

1)

ol N
G/
I\:ﬂ"_‘

7}

1 1
= 157 1O =) = A S AT

x2(s) (1 —T3s)Ku(s)

IDette kalles ogsd (noe misvisende) for et “negativt nullpunkt”.
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Dette gir
20) o KU=BS) ko 2 B —1/2008 T = 1)2

Figur 6.22
AFF-diagram
for (6.32)

u(s) (14+T1s)(14 Tzrs)
2(1—-0,5s)

(1+25)(140,055)

(6.32)

Figur 6.22 viser AFF-diagrammet for (6.32) nar 71 > T3 > T».

Karakteristisk for dette AFF-diagrammet er at nullpunktet i hgyre halvplan gittav s = +1/T3
medfgrer et fasebidrag pa —90°. Med et tilsvarende nullpunkt i venstre halvplan ville vi fatt
et positivt fasebidrag pa +90° som vist stiplet i figur 6.22.

Figur 6.23 viser de vektorer som A(jw) fra (6.32) bestar av. Vi ser at vektorlengdene er
uavhengige av hvorvidt nullpunkter eller poler ligger i hgyre eller venstre halvplan, mens
fasevinkelen er negativ for en vektor med utgangspunkt i hgyre halvplan.

lh(jo)l [dB]

0 L

—10 L

=20 r

-30 +

40

0.01 0.1 11 1 10 1 100 1000

Zh(jo) 0°

\\\\\ ~ [}
_45° | [ g S

—90° | R L

—135° ¢ Zh(j®)

—180°

—225° |- i 7
_270°

0.01 0.1 1 10 100 1000
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Figur 6.23
Vektorene til
h(jw) i det kom-
plekse plan

Re
Figur 6.24
Sprangrespons
S
eksempel 6.7 , iop Responee
! ! ! ! ! !
minimum  :
fase
1 : e
s ikke=minimum fase
g
<
05kl
O\/
o5 : : : : : :
“o 1 2 3 4 5 6 7

Time (sec)
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6.4.2. Ikke-minimum-fase-systemer

Figur 6.25
AFF-diagram
for (6.33)

La oss na betrakte en 1. ordens rasjonal tilneerming til en transportforsinkelse, se ogsa (4.152).
Vi ser at tilneerminga inneholder et nullpunkt i hgyre halvplan, noe som indikerer slektskapet
mellom de to formene for ikke-minimum-fase-ledd.

T

1—=s
h(s) =e ™ ~ —2 (6.33)
1 + ES

Amplitudeforlgpet for approksimasjonen svarer eksakt til amplitudeforlgpet for e™ (hvor-
for?). Faseforlgpet for denne enkleste rasjonale tilneermingen er vist i figur 6.25. Bedre til-
narminger behandles i eksemplene 8.10 - 8.12

Z 0°

_45° |

—-90°

—135°

—-180° : ; A
0.01 0.1 1 10 100

Ikke-minimum-fase-prosesser er uheldige i tilbakekoplede systemer fordi den gkte negative
fasevinkelen medfgrer at reguleringssystemet ma gjgres langsomt for a4 unnga ustabilitet.
Dette skal vi omtale mer i etterfglgende kapitler.

Et annet forhold er at sékalte “inverterende regulatorer” ikke kan realiseres for ikke-minimum-
fase prosesser. En “inverterende regulator” har en transferfunksjon som inneholder den inver-
se av prosessens transferfunksjon. I tilfellet av en transportforsinkelse ma regulatoren inne-
holde et ledd av typen /' (s) = e™. Dette betyr at regulatoren mé utfgre prediksjon, det vil
si den ma gi respons for den er eksitert. Dette kan ikke realiseres i en fysisk regulator.

Til slutt nevnes at regulering v.h.a. datamaskin, hvor malingene ma tastes (eng.: “sampling”),
medfgrer en ikke-minimum-fase-virkning i reguleringsslgyfen (se avsnitt 11.2.2).
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6.5 SKISSERING AV TIDSRESPONS PA BASIS AV FREKVENSRESPONS

Ofte vil vi vaere interessert i a skissere en typisk tidsrespons, for eksempel en sprangrespons,
ut fra kunnskaper om et line@rt systems frekvensrespons.

Frekvensresponsen kan tenkes & vaere bestemt eksperimentelt. Vi patrykker da et sinusfor-
met padrag og registrerer amplitudeforholdet og faseforskyvningen til responsen i forhold
til padraget. Dette gjentas for en rekke forskjellige frekvenser i et frekvensomrade som er
betydningsfullt i forhold til systemets dynamiske parametre.

En annen og kanskje langt viktigere situasjon er at frekvensresponsen er bestemt teoretisk
(gjerne grafisk) pa basis av kjennskap til frekvensresponsen for enkeltdeler og framfor alt for
systemer der tilbakekopling inngar (se kapittel 7).

Den metoden som utvikles her har to trinn:

1. Finn fram til en transferfunksjon som med rimelig grad av ngyaktighet vil gi en fre-
kvensrespons lik den som foreligger.

2. Finn systemets tidsrespons (for eksempel sprangrespons) ut fra kjennskap til denne
transferfunksjonen.

Siden vi ikke vet om det systemet hvis frekvensrespons vi kjenner er et minimum-fase-
system, ma vi vere ngye med a benytte bade den informasjonen som ligger i amplitude-
karakteristikken og i fasekarakteristikken.

Dersom systemet kan beskrives med en rasjonal transferfunksjon (minimum-fase eller ikke-
minimum-fase), skulle vi ved hjelp av asymptotiske karakteristikker og endel kurvetilpasning
relativt lett finne en transferfunksjon ut fra frekvensresponsen. Inneholder systemet derimot
fysiske fenomener som ikke lar seg beskrive med en rasjonal transferfunksjon, for eksempel
en transportforsinkelse (e~*), vil vi som oftest ikke lykkes med & fa noen god tilpasning.
Dette gjelder sarlig ved hgye frekvenser. Det er da fordelaktig & bygge opp den “syntetis-
ke” transferfunksjonen som produktet av en rasjonal transferfunksjon og en ikke rasjonal
funksjon av den type som kan forventes, for eksempel e~ .

Hvilken ngyaktighet vi trenger i tilpasningen av frekvensresponsen av den “syntetiske” trans-
ferfunksjonen og den gitte frekvensresponsen avhenger av mange forhold. Som oftest ville
vi veere forngyd med en relativt lav ngyaktighet nar hensikten bare er a fa en hurtig oversikt
over de vesentligste egenskapene til tidsresponsen. Vi skal imidlertid veere oppmerksom pa at
kravet til tilpasningsngyaktighet ved de forskjellige frekvensene er helt forskjellig avhengig
av hvilken form det aktuelle padragets tidsforlgp har (for eksempel sprang).
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EKSEMPEL 6.8: Skissering av tidsrespons 1

Vi ser farst pa det tilfellet som er illustrert i figur 6.26.

Figur 6.26 lh(jo)| [dB]
Amplitude og fase
30
for noen frekvenser o5
og asymptotisk 20 | o
tilnerming °

10/
0 N

-10

0.01 01 L 1 10 L 100 1000
T, T, ®
Zh(jo) [°]
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Amplitudekarakteristikken og fasekarakteristikken for den gitte frekvensresponsen (h(j®))
er angitt med sma sirkler for en lang rekke frekvenser. Vi legger merke til at fasekarakteris-
tikken ved lave frekvenser later til a starte ved ca. +90° , og at den ved hgye frekvenser ser ut
til a ende opp ved -90° . Tegner vi inn to asymptoter i amplitudediagrammet med henholdsvis
+1 vinkelkoeffisient tilsvarende +20 [dB/dek] og -1 vinkelkoeffisient tilsvarende —20 [dB/-
dek], vil den gitte amplitudekurven nerme seg de to asymptotene ved henholdsvis lav og hgy
frekvens. Det er derfor rimelig & anta at vi her star overfor et relativt enkelt tilfelle med et
system av minimum-fase-type.

Vi forsgker oss med en asymptotisk tilnerming pa amplitudekurven, og ser at vi vil fa fram
to knekkpunkter ved frekvensene @ = 1/7} og @ = 1/T». En kontroll av fasekarakteristikken
viser at den gitte fasevinkelen ved de to knekkfrekvensene er henholdsvis ca. +45° og -45°.
Siden de to knekkfrekvensene ligger ca. 2 dekader fra hverandre, vil dette resultatet vaere
rimelig.
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En “syntetisk” transferfunksjon som vil ha en frekvensrespons med asymptotiske karakteris-
tikker, som skissert i figur 6.26, vil vere

K T] N
(1+Tis)(1+ Tars)

hi(s) = (6.34)

der K =20 =26 [dB], T} = 1/(0.2) = 5 og Ty = 1/20 = 0.050.

Nar vi skal tilpasse asymptotene for den “syntetiske” transferfunksjonens frekvensrespons til
den gitte frekvensresponsen, er det viktig a ta hensyn til at de forskjellige knekkpunktene pa
kurvene innvirker pa hverandre (dette framgér av appendiks D som tar for seg korreksjons-
skalaer).

Transferfunksjonen i (6.34) med de gitte tallverdiene har asymptotisk frekvensrespons som
inntegnet med streker i figur 6.26. Den stemmer godt overens med de gitte dataene (sirklene).

Siden vi er kommet fram til transferfunksjonen 4 (s), kan vi bestemme tidsresponsen av et
eller annet padrag ved hjelp av invers Laplacetransformasjon. Ofte er vi interessert i sprangre-
sponsen og velger derfor u(s) =1/s

KT
(1+Tis)(1+4Tas)

yi(s) = ha(s)u(s) (6.35)

Inverstransformen y; (¢) av dette uttrykket finner vi i dette tilfellet lett ved delbrgksoppspalt-
ning og deretter invers transform av hvert enkelt ledd.

KT} KT\
_nLh-T Th-1
1+Tis 1+4+Ds

y1(s) (6.36)

som gir
KTy _+. KTy _+
- L L o7 (6.37)
-1 )

yi(t)

Innholdet av (6.37) er vist i figur 6.27.
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Figur 6.27 \
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Vi legger merke til at responsen y;(¢) til & begynne med arter seg som om systemet bare
skulle hatt en reell pol i s = 1/T5. Etter hvert kommer imidlertid virkningen av mekanismene
som gjgr at den asymptotiske amplitudekarakteristikken gar med en +1 vinkelkoeffisient fra
0 frekvens og opp til @ = 1/T;. Dette medfgrer at vi ikke far noen stasjoner respons, det
vil si at sprangresponsen gar mot O nar ¢ gker mot uendelig. “Halen” pa sprangresponsen er
karakterisert ved tidskonstanten 77.

|

EKSEMPEL 6.9: Skissering av tidsrespons 2

Figur 6.28 viser med sirkler amplituden og fasen til en gitt frekvensrespons. Vi star her,
sa langt diagrammet viser, overfor et system som i alle fall ikke har noe nullpunkt i origo
slik som systemet i eksempel 6.8. Ved lave frekvenser har vi en forsterkning pa 34 [dB]
tilsvarende 50. Det er videre tydelig at vi omkring frekvensen @ = @y har en resonans, hvilket
skulle tyde pa at vi har to kompleks konjugerte poler. Dersom systemet er et minimum-fase-
system, skulle vi med bare to kompleks konjugerte poler fa en fasekarakteristikk som gar mot
-180°, slik som vist for eksempel i figur 6.15. Amplitudekarakteristikken skulle dessuten
nzrme seg en asymptote med vinkelkoeffisient -2. Her ser det ut til at den ved frekvenser
hgyere enn resonansfrekvensen nermer seg mer en vinkelkoeffisient -1 til & begynne med,
for sa senere & bgye mer nedover.

Dette tyder pa at vi i tillegg til de to kompleks konjugerte polene ogsa har et nullpunkt (i
venstre halvplan) ved en frekvens @ = 1/T; som ligger noe hgyere enn @y. Videre er det
tydelig at vi har en ekstra pol som kommer inn ved frekvensen @, = 1/T,. Hvorvidt vi har
flere poler er det ikke mulig & si pa grunn av at vi mangler data for hgyere frekvenser enn vist
ifigur 6.28.
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Resultatet av disse betraktningene leder til fglgende “syntetiske” transferfunksjon

K(l +T1S)
2

Vanskeligheten er na a bestemme konstantene i (6.38). Vi kjenner allerede til at K ~ 50.
Vi gér sa som en fgrste tilnermelse ut fra at den udempede resonansfrekvensen @y omtrent
sammenfaller med resonanstoppen i figur 6.28 og finner wy = 8. Amplitudekurven viser at re-
sonanstoppen ligger ca. 10 [dB] hgyere enn det horisontale partiet. Anslar vi na at nullpunktet
i m; kan bidra til & Igfte karakteristikken i @ = @y med omtrent 2 [dB], blir resonanstoppen
ca. lik 8 [dB], hvilket tilsvarer § = 0.2 (se for eksempel figur 6.8). De to kompleks konjugerte
polenes fasekarakteristikk er stiplet i figur 6.28 nederst. Herav kan vi se hvor nullpunktet ma
legges, ved a finne frekvensen der differansen mellom de to fasekurvene er 45°. Dette ser
vi opptrer omtrent ved frekvensen @; = 20. Frekvensen @, finner vi omtrent der hvor den
virkelige fasekarakteristikken har verdien -135° . Dette er ved ca. @, = 500.

hl(s) =

(6.38)
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Figur 6.29

Sprangrespons av
yi(t)

Den asymptotiske amplitudekarakteristikken og fasekarakteristikken for frekvensresponsen
til 41 (s) med de funne tallverdiene er vist heltrukket i figur 6.28. Den virkelige frekvens-
responsen til /; (s) er vist prikket i figuren. Vi ser at overensstemmelsen ved de gitte punktene
er god.

50 +

5 10 ot

Sprangresponsen til den “syntetiske” transferfunksjon i (6.38) vil bli av samme art som de i
figur 4.36, nar vi ser bort fra polen i s = 500. Innvirkningen av denne polen vil bare bli en
liten avrunding ved ¢ = 0. For a finne innsvingningsforlgpets form i detalj, kan vi benytte oss
av resultatene i figur 4.20. Vi finner da at sprangresponsen ma fa en form som vist i figur
6.29.

De viktigste egenskapene ved denne sprangresponsen er stgrrelsen og tidspunktet for den
forste toppen, oscillasjonsfrekvensen og dempningen av oscillasjonene.
|
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EKSEMPEL 6.10: Skissering av tidsrespons 3
Figur 6.30 viser amplituden og fasen for en gitt frekvensrespons med sirkler.

Forsgk med asymptoter pa amplitudekarakteristikken antyder at asymptotene med vinkelko-
effisientene 0 og -1 gir god overensstemmelse, og vi finner et knekkpunkt ved @ = 1/T; = 5.
Dette kunne tyde pa at systemet har en reell pol med tidskonstant 77 = 0.2. Fasekarakteristik-
ken tyder imidlertid pa at vi her ikke stér overfor et minimum-fase-system fordi fasevinkelen
er atskillig mer negativ enn det som tilsvarer en reell pol. Vi antar derfor som en fgrste til-
narming at den “syntetiske” transferfunksjonen er av typen

Keffs
h = 6.39
1) = 17 (6-39)
Av den horisontale asymptoten i amplitudediagrammet finner vi K ~ 0.5 = —6 [dB]. Tegner

vi den tilhgrende fasekarakteristikken til polen med tidskonstant 77 = 0.2, som vist stiplet
nederst i figur 6.30, ser vi at det manglende negative fasebidraget omtrent kan framskaffes
ved a velge 7 = 1/, ~ 1/20. Dette bidraget er vist strekpunktert nederst i figur 6.30. De
resulterende, virkelige amplitude- og fasekarakteristikkene for dette “syntetiske” systemet er
vist prikket. Vi ser at overensstemmelsen er god.

Med de funne tallverdiene kan vi na finne sprangresponsen av transferfunksjonen i (6.39).
Denne blir som vist i figur 6.31.
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6.5.1 Effektivverdien av et linezert systems respons pa et stasjonaert “tilfeldig” padrag

Figur 6.32
a) Stokastisk
padrag
b) Tilnermet sig-
nal
bestaende av
en rekke
frekvenser

Mange fysiske systemer, for eksempel i industrielle prosesser, utsettes for pavirkninger som
har en tilsynelatende “tilfeldig” eller “stokastisk™ natur. En detaljert behandling av slike pro-
blemer hgrer ikke hjemme i denne teksten, men en tiln@rmet oversikt over hva vi kan forvente
av resultater kan faes ved a benytte teknikken som beskrives i det fglgende.

Vi antar at det foreligger en registrering av et typisk utsnitt av det “tilfeldige” padraget (eller
forstyrrelsen) som virker pa prosessen, og vi antar at en slik registrering ser ut som vist gverst
i figur 6.32.

u(t) A

Det ser her ut som om vi har en variasjon omkring en middelverdi. Vi tenker oss na at vi
har klart & finne en rekke av sinussvingninger med forskjellig frekvens, amplitude og fase
som til sammen gir en rimelig tilnermelse til det foreliggende tidsforlgpet. Vi skal da vare
oppmerksom pa at om vi hadde tatt et annet utsnitt av det samme tidsforlgpet, ville vi kan-
skje komme fram til en litt annen fordeling av frekvenser, amplituder og fasevinkler pa de
rene sinussvingningene. Det er derfor ikke svaert ngye med presisjonen i bestemmelse av
sinussvingningene. Svaret kan i alle fall ikke bli annet enn tilnzrmet.

Vi antar derfor at vi har funnet fram til fglgende tilnrming

u(t) = up + uy sin(@i1 + @y ) + up sin( @t + @) + ... + p sin( Ot + @) (6.40)
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der den hgyeste frekvensen vi finner det ngdvendig a ta med i beskrivelsen, er @,,. Vi legger
merke til at frekvensene ®;, m;... ikke behgver & vare harmoniske frekvenser (hele multi-
plum av en grunnfrekvens) slik resultatet vil bli dersom vi foretar en Fourier-rekkeutvikling
av utsnittet ovenfor. En Fourier-rekkeutvikling vil imidlertid veere en mate & komme fram til
(6.40) pa.

Dersom u(t) patrykkes et lineert system med kjent frekvensrespons A(jo), kan vi direkte

bestemme den stasjonare responsen y(¢) som

y(t) =uo|h(jO)| +ui|h(jor)|sin(wit + @1 + ZLh(jor)) + ...

6.41
F tt | ) | S Ot + @+ L Om)) (641)

Likning (6.41) gjelder fordi responsen av de forskjellige svingningene i padraget kan super-
poneres i et lineert system.

Na er det imidlertid forbundet med atskillig arbeid & regne ut summen av alle leddene i (6.41)
for eventuelt a tegne opp y(7) i detalj. Dette interesserer imidlertid neppe i sarlig grad fordi vi
som sagt foran har tatt et vilkarlig utsnitt av padraget. Det som derimot kunne interessere oss
matte vere a bestemme effektivverdien av responsens svingning omkring sin middelverdi.
Betegner vi middelverdien med symbolet 7 finner vi

3(1) = uolh(jO)| (6.42)

Effektivverdien av den resterende del av (6.41) betegner vi Ay, rrog vi har

Ayers =1/ (y(t) = 3())?

= 1/20811(jen) P+ h(jen) P + ..+ i jeon) )

(6.43)

Likning (6.43) viser at vi for & bestemme effektivverdien av responsens svingning omkring
sin middelverdi, bare behgver & kjenne amplitudene av de forskjellige svingningene i padra-
get og frekvensresponsens tallverdi ved disse svingningenes frekvenser. De innbyrdes fase-
vinklene mellom svingningene i padraget og frekvensresponsens fasevinkel kommer ikke inn.
Hadde vi i tillegg til effektivverdien av responsen ogsa bestemt effektivverdien av padragets
svingning omkring sin middelverdi, ville vi ha fatt

Auesp =1/ (u(t) —i(1))?

(6.44)
:\/1/2(u%+u§+...+u,2n)
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Pa basis av (6.43) og (6.44) kunne vi na kanskje tillate oss & definere en stgrrelse med beteg-
nelsen “effektivverdiforholdet” analogt til stgrrelsen “amplitudeforholdet” slik:

(6.45)

I _A)’eff_\/”%|hl(jw1)|2+...+ufn’hm(ja)m)|2
eff =

7Al/teff u%—i—...—i—u,zn

Vi ser at h sy er en funksjon av fordelingen av de forskjellige frekvenskomponentenes ampli-
tuder i padraget og frekvensresponsens tallverdi ved de forskjellige frekvensene. Den er med
andre ord bide signal- og systemavhengig. h.¢¢ er et mal for spredning av responsen om-
kring sin middelverdi. Den sier imidlertid ingen ting om frekvensinnholdet eller tidsforlgpet
av responsen. Det gjor derimot de enkelte amplitudene som inngar i hvert ledd i (6.41). Et
eksempel vil illustrere disse forholdene.

EKSEMPEL 6.11: Sammenheng i amplitude mellom padrag og respons for visse
frekvenser

Figur 6.33 viser tallverdien av frekvensresponsen til et system som pavirkes av et padrag der
svingeamplitudene ved de forskjellige frekvensene ®, @, @3 og @y, som er funnet a veere
dominerende, er angitt ved desibelverdier relativt en gitt referanse.

Vi ser at padraget u har den stgrste amplituden ved frekvensen @4 og den minste ved ms.

Nér amplituden til padragssvingningen i [dB] adderes til verdien av |h(jw)| [dB] ved en
enkelt frekvens, framkommer amplituden (i [dB]) av responsens svingninger for den samme
frekvensen.

Amplitudene til responsen for de gitte frekvensene er gitt betegnelsene yi, y», y3 og y4. De er
inntegnet i figur 6.33 og inngar ogsa i (6.43).

Vi legger merke til det viktige forholdet at dersom systemet har en utpreget resonans som gir
en hgy topp i frekvensresponsens amplitude, og padraget har en komponent som ligger i naer-
heten av resonansfrekvensen, vil responsen kunne ha en stor amplitude ved denne frekvensen
selv om amplituden til padraget er liten.
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6.5. Skissering av tidsrespons pa basis av frekvensrespons

Figur 6.33
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KAPITTEL

Tilbakekoplede systemer
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7.3 Folsomhet 260

7.1 INNLEDNING OG MOTIVERING

Tilbakekopling er av sentral betydning i reguleringsteknikken, men den forekommer ogsa i
naturlige systemer. Vi har allerede mgtt fenomenet i beskrivelsen av matematiske modeller
for dynamiske systemer, og vi skal benytte likestrgmsmotoren fra tidligere for a illustrere
dette.

EKSEMPEL 7.1: Likestromsmotor og tilbakekopling

Figur 7.1 Regulator v
Blokkdiagram for Yo 1 1 1 Y
likestrgmsmotor —O—h.(s) Is Ky Js 5
med regulerings- - - ‘ -
slgyfe [=1]
R, B

L

K, Motor

Figur 7.1 viser likestramsmotoren med posisjonsregulering og en vilkarlig regulator A, (s).
Padraget er ankerspenning u og malingen er vinkelposisjon y. Dette reguleringssystemet har
fire tilbakekoplinger. Tre av dem er interne i selve prosessen (motoren), og kan kalles “natur-
lige” tilbakekoplinger. For eksempel medfgrer vinkelhastigheten via en tilbakekopling K, en
motindusert spenning e, som kommer til fradrag fra ankerspenningen.

Den ene ytterste tilbakekoplingen er derimot “kunstig”, i den forstand at den er etablert uten-
for motoren for a realisere et egnet reguleringssystem.
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Figur 7.2
Gjensidig pavirk-
ning i et system

Figur 7.3
Apen og
lukket slgyfe

Felles for begge typer tilbakekoplinger

er at de innebearer gjensidige pavirknin-
SYSTEM ger mellom enheter i et system. Dette er
illustrert i figur 7.2, hvor to vilkarlige
blokker (enheter) i et vilkarlig system er
framhevet, sammen med piler som dan-
ner en lukket slgyfe. Et sluttet kretslgp
pa grunn av slik gjensidig pavirkning kal-
les en tilbakekoplingsslgyfe. En “kuns-
tig” tilbakekoplingsslgyfe kalles ogsa en
reguleringsslgyfe.

Et system som ikke inneholder reguleringsslgyfer, kalles et apent system. Figur 7.3 a) viser
transferfunksjonen for en fysisk prosess, som er eksempel pa et apent system.

Et system som inneholder en eller flere reguleringsslgyfer, kalles et lukket system, se figur
7.3 b). Vi snakker ogsa om en lukket slgyfe, eller reguleringsslgyfe. Reguleringsslgyfen er
realisert ved at utgangssignalet y subtraheres fra den gnskede utgangsverdien (referansen) yo.
Dette gir et avvikssignal e. Avvikssignalet benyttes av en regulator til & beregne padraget u.

Vi definerer na slgyfetransferfunksjonen /(s) for et tilbakekoplet system. Den bestar av
produktet av alle transferfunksjonene langs den lukkede slgyfen. Hvis vi bryter tilbakekop-
lingen, har vi et apent system. Da bruker vi begrepet “det apne system” om slgyfetransfer-
funksjonen %(s) = ho(s), dvs. vi tar med regulatoren. Da er altsa hy(s) = h,(s)h,(s), jfr. figur
7.3 b).

Yo e u ¥

;T h (s) h,(s)

a) b)

— h@)

For a komplettere framstillingen skal vi ogsa beskrive tilbakekopling med utgangspunkt i
tilstandsrommodellen. Den matematiske modellen X = Ax + Bu, se ogsa figur 7.4 a), benyttes
i svert mange sammenhenger. Dette viser at tilbakekopling forekommer i mange prosesser,
i det modellen gir en “naturlig” tilbakekopling fra vektoren x til vektoren Xx. Den fysiske
betydningen av dette er at modellens tilstandsvariable, beskrevet ved x, er med pa 4 bestemme
med hvilken hastighet x varierer.
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Figur 7.4
Elementert
blokkdiagram

u X X u X X
— B | — B

a) b)

Dersom padraget genereres som en linezr transformasjon av x(u = Gx), der G er en konstant
matrise, vil vi som vist i figur 7.4 b) fa en ny og “kunstig” tilbakekopling i tillegg til den
“naturlige” tilbakekoplingen i systemet. Antar vi at u =0 i figur 7.4 a), finner vi at dette
systemet er beskrevet av differensiallikningen

% = Ax (7.1)

mens systemet i figur 7.4 b) er beskrevet av

X = Ax+Bu = Ax+BGx = (A + BG)x = Ax (7.2)

Sammenlikner vi (7.1) og (7.2), ser vi at den “kunstige” tilbakekoplingen G fra tilstandsvek-
toren x til padragsvektoren u har modifisert systemets karakteristiske matrise fra & vaere A for
det apne systemet til & vere A = A 4+ BG for det lukkede systemet. Regulatoren endrer derfor
systemets dynamiske egenskaper. Hensikten med regulering er & endre et systems egenskaper
i en gnsket retning. Fra nd av vil, hvis ikke annet er sagt, tilbakekopling veere ensbetydende
med “kunstig” tilbakekopling.

I dette kapitlet skal vi se pa en del vesentlige egenskaper ved tilbakekopling i monovariable
systemer. Dette er systemer med ett (skalart) padrag og en (skalar) prosessutgang. Vi skal
utvikle en enkel grafisk teknikk som gjgr det mulig, pa basis av frekvensanalyse, & bestemme
egenskapene til tilbakekoplede monovariable systemer.
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7.2 TILBAKEKOPLING | MONOVARIABLE SYSTEMER

Vi tar utgangspunkt i en monovariabel dynamisk prosess beskrevet med en matematisk mo-
dell!

Xx=Ax+bu+tev
- (7.3)
y=c¢x

Vi legger merke til at padraget, forstyrrelsen og malingen er skalare stgrrelser, mens tilstan-
den er en vektor. Ved Laplacetransformasjon finner vi

y=-cl (sT—A) " 'bu(s)+c’ (s1—A) ev(s)

= hy(s)u(s) + hy(s)v(s) 7.4)

Likning (7.4) viser at vi har en transferfunksjon A, (s) fra padraget u(s) til malingen y(s),
mens vi har en transferfunksjon £, (s) fra forstyrrelsen v(s) til malingen.

Med utgangspunkt i systemet beskrevet i (7.4) kan vi na konstruere et tilbakekoplet system
med en struktur som vi etter hvert skal vise har mange gode egenskaper. Dette systemet er

vist i figur 7.5.

Figur 7.5 ! !

Et monovariabelt Yo |

tilbakekoplet ! ’ h(s) :

system med I |

forstyrrelse | :
Yo e u : : y

O o) — 5o -O—

| |

a I |

I |

IMerk her at e er en n x 1-vektor, et spesialtilfelle av den matrisen E som vi bruker nér v ikke er skalar, men en
vektor v. Vektoren e ma ikke forveksles med symbolet for reguleringsavvik.
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Med dette systemet kan vi oppna en rekke forskjellige egenskaper:

* Ved hensiktsmessig valg av regulatortransferfunksjonen #,(s) kan prosessens ut-
gang (malingen y) fglge en vilkarlig varierende referanse yy med et avvik e som ikke
overskrider spesifiserte grenser i forskjellige situasjoner. En gnsker da ogsé at y skal
vaere mest mulig uavhengig av forstyrrelsene v. Denne problemstillingen forekommer
i sakalte fglgesystemer eller servomekanismer.

* Ved hensiktsmessig valg av £, (s) kan en nar y( antas a vare konstant, oppna at y blir
serlig lite influert av forstyrrelsen v. Dette er den vanlige problemstilling i prosessre-
gulering.

* Ved hensiktsmessig valg av £, (s) kan en prosess som i seg selv er ustabil, gjgres stabil.
En ustabil prosess har egenverdier (poler) i hgyre halvplan. Denne situasjonen fore-
kommer bade i felgesystemer og ved prosessregulering.

Vi setter inn fglgende i (7.4)

u(s) = hr(s)(yo(s) = y(s)) (7.5)
og lgser med hensyn pa y(s).
y(s) = Wyo(s) + H}lu(ls)hr(s)hv(s)v(s) (7.6)

I (7.6) ser vi at produktet ho(s) = h,(s)h,(s) forekommer flere steder. Denne transferfunk-
sjonen, som utgjgr produktet av alle transferfunksjonene rundt tilbakekoplingsslgyfen, kalles
som allerede nevnt for slgyfetransferfunksjon. (I litteraturen finner en ofte at denne beteg-
nes med A(s), men dette kan medfgre forveksling med A som vi bruker som matrise-symbol
1 denne boka).

7.2.1 Folgeforhold. Avviksforhold. Reguleringsgrad

Vi ser av (7.6) at responsen til systemet bestar av summen av to bidrag, ett som skyldes refe-
ransen yo(s) og ett som skyldes forstyrrelsen v(s). Det er hensiktsmessig a betrakte disse to
bidragene hver for seg, noe vi kan tillate oss i linezre systemer (og sé eventuelt superpone-
re virkningen av dem hvis det er gnskelig). Dette inneberer a sette v(s) = 0 nar vi studerer
responsen fra yo(s), og yo(s) = 0 nar vi studerer responsen fra v(s).

Betrakter vi bare fgrste del av responsen i (7.6) skriver vi

y(s) = ols)

= T hy(s) ) = Ns)ols)yo(s) = M(s)yos) (71.7)
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Vi har her innfg@rt to nye funksjoner,

h() (S) y

M(s) = ———— = =—(s) = folgeforholdet (7.8)
) 1+ ho(s) yo() 8
1 e
N(s) = —————— = —(s) = avviksforholdet (7.9
) 1+ ho(s) yo()

Disse to stgrrelsene! spiller en sentral rolle i beskrivelsen av monovariable reguleringssyste-
mer. Fglgeforholdet M (s) uttrykker hvor godt vi lykkes i a fa utgangen y til a fglge referansen
vo. Nar M(s) = 1, har vi perfekt fglging. Likning (7.8) viser at dette tilnzermet oppnas nar
[ho(s)| > 1.

Detaljene i avviket mellom y og yo ser vi best av avviksforholdet N(s). Likning (7.9) viser at
vi kan oppné N(s) =~ 0 og dermed ha perfekt fplging, ved a sgrge for at |ho(s)| > 1.

Det siste leddet i (7.6) uttrykker responsen av det tilbakekoplede systemet pa prosessens
forstyrrelser. Vi kan skrive

————hy(s)v(s) = N(s)h,(s)v(s) (7.10)

Vi antar i dette tilfellet at yo(s) = 0.

Dersom vi ikke hadde hatt tilbakekopling rundt prosessen, ville responsen i y pa grunn av v
blitt

))(s)uten = hv(s)v(s) (7.11)

(Indekset “uten” betyr: Uten tilbakekopling.)
(7.11) kan sees direkte fra figur 7.5. Benytter vi (7.10), finner vi

y(s)med
y(s)uten

)’(S)med = N<S))’<s)uten ) = N(S> (7.12)

(Indekset “med” betyr: Med tilbakekopling.)

Stgrrelsen N(s) = 1/(1+ ho(s)) uttrykker direkte hvilken forbedring vi oppnar med hensyn
pa undertrykkelse av forstyrrelsene ved a bruke tilbakekopling.

Vi bruker stor M og N her sjgl om disse stgrrelsene er skalare, fordi dette er innarbeidet i internasjonal litteratur.
Men ellers i denne boka er store bokstaver reservert for matriser.
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EKSEMPEL 7.2 7.2.1. Feglgeforhold. Avviksforhold. Reguleringsgrad

Av denne grunn er det innfgrt betegnelsen

N(s) = reguleringsgrad

Dette kan uttrykkes slik: Transferfunksjonen mellom en vilkarlig pavirkning og en vilkar-
lig respons i et tilbakekoplet system er lik transferfunksjonen uten tilbakekopling (mellom
pavirkningen og responsen) multiplisert med stgrrelsen N(s)

Det kan veere nyttig i fortsettelsen a merke seg at N(s) +M(s) = 1.

I avsnitt 7.3 vil vi bruke N(s) i enda en betydning, som et mal for det som kalles relativ
folsomhet.

EKSEMPEL 7.2: Folgeforholdet M(s) til et system

Vi skal na ta utgangspunkt i den regulering av likestrgmsmotoren som ble diskutert i eksem-
pel 4.12. Systemet er som vist i figur 7.5 med

Fglgeforholdet i henhold til (7.8) blir

w(s) = 1 _ 1

1 1 T2 N S 2

der
/K
@ =\7
o 1
C2JTK

Vi ser at responsen y vil fglge med referansen sa sant de framtredende frekvenskomponentene
i yo er lavere enn @y. Dersom vi gnsker at den relative dempningen skal vere { = 0.5, ma vi
velge K = 1/T som gir wy =1/T.

Avviksforholdet og reguleringsgraden er gitt av

1 1 s(1+Ts)

T 1+ h(s)h(s) K

N(s)

4 st Ly
Tk’
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Vi legger merke til at N(s) har et nullpunkt i origo. Dette er en viktig egenskap som med-
fgrer at reguleringsavviket under stasjonare forhold (dvs. konstant referanse) vil bli redusert
til null. Dette kommer vi grundig tilbake til i kapittel 9.

|

7.2.2 A finne transferfunksjon fra v til ¢

Figur 7.6 T T T !
Standard struktur | |
for monovariabelt v I (s) :
system ! v !
| |
| |
| |

Yo e u' ey
O hy(s) I () O—
- I I
| |

Setter yo = 0 (lov p.g.a. superposisjonsprinsippet), og betrakter e som utgang:
Figur 7.7 oot T T

-1 > h,(s)

Ved a forlenge noen piler og korte litt ned pa andre, ved & rette ut noen piler og a bgye andre,
kan dette tegnes fullstendig ekvivalent som
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7.2.3.  Frekvensanalyse av monovariable tilbakekoplede systemer

Figur 7.8

LA R O— - - e
() — o) -
Vi far
e (-1) _ L
;(S) = I (s) 1— (=Dh,(s)h(s) _hV(S)W -
_ _h"(s)qu}lzo(s) = —hy(5)N(s)

7.2.3 Frekvensanalyse av monovariable tilbakekoplede systemer

De begrepene som ble introdusert i avsnitt 7.2.1, egner seg godt til frekvensanalytisk beskriv-
else av tilbakekoplede systemers egenskaper. Uttrykkene som er utledet der, gir frekvens-
responsen til det tilbakekoplede systemet. Den fysiske tolkningen av frekvensresponsen er
gitt i kapittel 6. Pa basis av frekvensresponsen kan vi avlede hvordan det tilbakekoplede
systemet vil oppfgre seg nar det utsettes for periodiske pavirkninger, tilfeldige pavirkninger
som kan tilnzzrmes med en sum av periodiske pavirkninger (avsnitt 6.5.1), eller transiente
pavirkninger. Vi kan danne et tilnermet uttrykk for systemets transferfunksjon ut fra fre-
kvensresponsen, og finner deretter tidsresponsen.

Stgrrelsen N(s), som ble kalt reguleringsgrad og avviksforhold i forrige avsnitt, har sin
ekvivalent, N(jw) = |N(jo)|e/“NU®) i frekvensplanet. Reguleringsgraden spiller en sentral
rolle i frekvensanalyse av tilbakekoplede systemer. Den kan bestemmes grafisk med enkle
virkemidler nér frekvensresponsen malt rundt tilbakekoplingsslgyfen Ay (j) er kjent.

Vi konstaterer fgrst at

1
. nar |hp(jo)| > 1
ho(jo) holj)] (7.13)

N(jo)=1 nar |hy(jo)| < 1

N(jo)~

Dette medfarer at

IN(j@)[[dB] ~ —|ho(j)|[dB]  nér [ho(j®)|[dB] >0

IN(jo)|[dB] ~ 0 nér |ho(j@)|[dB] < 0 (7.14)
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Videre finner vi

IN(jo) =~ —ZLhy(jo) nar |ho(jo)|[dB] >0

7.15
/N(jo) ~0 nr |o(j@)|[dB] < 0 (7.15)

(7.14) og (7.15) egner seg svert godt til skissering av en asymptotisk approksimasjon til
N(jo) nar asymptotiske amplitude/fase/frekvens-karakteristikker er gitt for /o (jo).

Tilsvarende finner vi for fglgeforholdet M(jw). Vi har

M(jo) = % (7.16)
som gir
M(jo)] = ni [ho(j)][d4B] > 0 o
(M(jo)| = [ho(jo)|  nér[ho(j)|[dB] <0
Videre har vi at
IM(jo)=~=0 nar |ho(j®)|[dB] >0 (7.18)

IM(jo) ~ Lhy(jo) nar |ho(jw)|[dB] < 0

EKSEMPEL 7.3: Asymptotisk AFF-diagram for N(jo)

La oss na ta utgangspunkt i modellen av likestrgmsmotor med regulering i eksempel 4.15.
Slgyfetransferfunksjonen er

K(1+Txs)
h —
()(S) S(1+T1S)(1+TQS) (719)

der K =40, T; = 0.5, T, = 1/30, T3 =1/6

En asymptotisk amplitudekarakteristikk for |/ (j®)]| er tegnet gverst i figuren, og den asym-
ptotiske amplitudekarakteristikken for |[N(j)| er avledet pa basis av (7.14). Vi ser at fre-
kvensen der asymptoten | A (j®)|qs = O [dB], er betegnet med @, 4. Denne frekvensen kalles
den asymptotiske kryssfrekvensen. Vi ser ogsa at 0-dB-linjen karakteriserer overgangen
mellom de to tilfellene, som er gitt av (7.14). Ved lave frekvenser, der |ho(jo)| har en stor
verdi, vil [N(jw)| vere gitt av speilbildet til |ho(j®)| omkring abscisseaksen. Ved hgye fre-
kvenser der |h(j@)| er liten, vil [N(jw)| =0 [dB].

Dette betyr at det tilbakekoplede systemet er effektivt som reguleringssystem for frekvenser
som er lavere enn @, 4. Systemet vil undertrykke eksterne forstyrrelser og medfgre lite
fglgeavvik néar [N(jo)| < 0 [dB].
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Vi ser hvordan /N (jo),s avledes av Zho(j®),s ved bruk av (7.15) nederst i figur 7.9.

(Neer @, 45 vil asymptotene for [N(j)| og ZN(j®)4s avvike noe fra de tilsvarende speilbil-
der. Derfor er forlgpene i dette omradet utelatt i figuren.)

Figur 7.9 [dB] 40
Skissering av
asymptotisk Bode-

diagram for N(jo) 20 |

30

-20

-30

—40
0

180°

135°

90° b m— b A

45°

—45°

-90°

T
“hoU®),
—135°

_180° i Gh
0.1 1 10 100 1000 @

Likning (7.14) og (7.15) er bare egnet til a gi et noenlunde ngyaktig uttrykk for det tilbake-
koplede systemets egenskaper nar |ho(jo)| [dB] < 0 (|ho(jo)| < 1) og nar

|ho(j)| [dB] >0 (|ho(jw)| > 1). Vi ma derfor finne en metode for & bestemme N(j®) nar
|ho(jw)| [dB] = 0, dvs. i nerheten av @, 4, den asymptotiske kryssfrekvensen.

Vi benytter oss da i fgrste rekke av den polare representasjonen av h(jo). Figur 7.10 viser
en del av en polar stedkurve (Nyquistkurve) for frekvensresponsen til g i et vilkarlig system.
Vektoren h(j®) er angitt fra origo til et punkt pa stedkurven.
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Figur 7.10
Den polare sted-
kurven for
frekvensrespon-
sen til et vilkarlig
system

Im

Z(1+ hy(jo)) = ~ZN(joy

(—IJUOM)\

|1+ hy(jo)| =

Zhy(jw) Re

(o)

1
INGo)

Trekkes en vektor fra punktet (—1 + jO) til det samme punktet pa stedkurven, ser vi at denne

vil representere uttrykket 1+ ho(jw) = 1/N(jo).

Vi kan derfor kartlegge det komplekse planet med kurver som angir de stedene endepunktet
til vektoren ho(j®) ma ligge, for at bestemte konstante verdier [N(j®)| og ZN(jw) skal
oppnas. Slike “isokurver” eller koter er vist i figur 7.11.

Figur 7.11

Isokurver

ZN = -90°

ZN = -135° -7

/N = 180° 1

ZN = 135°

ZN = —45°

ZN = 45°

Kotene for konstante verdier av |[N(j)| er konsentriske sirkler med sentrum i punktet

(=14 jO) og med radius lik 1/|N(jw)|. Kotene for konstant /N (jw) er rettlinjete straler ut
fra punktet (—1+ jO) som vist. Ved hjelp av dette “rutenettet” bestaende av sirkler og straler,
kan vi altsé lese av N(j®) nar vi har tegnet inn grafen for ip(jw). (I figur 7.11 har vi plottet

inn ho(jo) for ho(s) = —).

s(s+1)2
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7.2.4. Nicholsdiagram

Har vi et slikt N-kote diagram, kan vi tegne inn den polare stedkurven for vektoren ho(j®)
som vist heltrukket i figur 7.11 og sa lese av N(jw) for forskjellige verdier av frekvensen @
(som er en parameter langs stedkurven).

7.2.4 Nicholsdiagram

Figur 7.12

Nicholsdiagram

Vi kan fa en mer anvendelig form av N-kote-diagrammet i figur 7.11 ved & bruke den repre-
sentasjonsformen som i figur 6.7 er vist i delfigur 2.a. Vi framstiller da |ho(j®)| [dB] som
funksjon av Zho(j®) med @ som parameter. Dette ser vi gir en kartesisk avbildning av det
polare diagrammet i figur 7.11. Overfgrer vi grafen for hip(jw), og “rute-nettet” av sirkler og
straler fra figur 7.11 til den nye avbildningen, far vi et resultat som vist i figur 7.12.

Punktet (—1+ jO) i figur 7.11 er i figur 7.12 avbildet i punktet Zho(jw) = —180° og
|ho(jw)| = 0 [dB]. Kotene for [N(j®)| = konstant [dB] er na blitt sterkt deformerte
“sirkler” og kotene for Z|N(jw)| = konstant (°) er blitt krumme “striler”. Dette spesielle
kotediagrammet kalles et Nicholsdiagram.

20” -20 dB
‘ho(fm)‘ [dB] NGo)l
10} Y—u dB
0 - 6 dB
-3dB
_10l
1 -1dB
20} hU®) ,
I
]
-30[ i i i 025 i i :
-360 -315 -270 -225 ~180 -135 -90 S5 £hyGe) ]

Ved grafisk skissering av Nicholsdiagram for A (j®) kan vi ga fram pa fplgende mate: Tegn
AFF-diagram (Bodediagram). Overfgr kurven fra AFF-diagrammet til Nicholsdiagrammet.
Metoden er forklart i appendiks D.

Vi kan ogsé gjgre det ved a regne ut Zho(j) og |ho(jo)| [dB] for forskjellige @ og avmerke
disse verdiene som punkter i Nicholsdiagrammet, der Zho(jm) er verdien langs abscisseak-
sen og |hp(jm)| [dB] er verdien langs ordinataksen. Siden @ er en parameter i Nicholsdia-
grammet og vi ikke har noen akse for @, kan vi angi verdier for @ langs stedkurven h.
MATLAB gjgr alt dette via funksjonene nichols ( ) og ngrid( ).
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Figur 7.13
Koter for M(jo)

Det opprinnelige Nicholsdiagrammet som ble utviklet under den andre verdenskrig, framstil-
te M(j), se figur 7.13. T amerikansk litteratur og i MATLAB er det denne versjonen som
brukes. Sammenhengen mellom N og M i Nicholsdiagram kan vi utlede pa fglgende mate:

1
. . 1 B h()(j(i))
N(jo)= TTho(o) o I (7.20)
ho(j@)

1 - - -
Hvis vi innfgrer m = ho(jw), har vi at |hg| [dB] = —|ho| [dB] og Lhy = —Zhy, dvs. en
o\J

“speiling” av grafen rundt punktet (£Lhy = —180°, |ho| = 0 [dB]).
Men uttrykket M(j®) kan skrives
) ho(jo) 1 1
M(jo) = g - (7.21)
VO = T Go) ~ 1 1+heGa)
ho(j®)

M (jw) kan derfor avleses i figur 7.12 ved fgrst & speile grafen for iy rundt punktet
(—180°, 0[dB]), se den stiplede kurven til venstre i figur 7.12.

o Nichols Chart e

-20 - 1.dB _

"g 1ok 3dB

10 = E —12.dB

20 T | ) | . 1 | 2048

—360 —315 —270 —225 —180 —135 —90 —45

Open—Loop Phase (deg)
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Oppsummering: Inntegnes /o(j®) i Nicholsdiagrammet i figur 7.12, kan vi ta ut [N(jw)| og
ZN(jo) som funksjoner av @. @nsker vi & lese av M i stedet kan dette gjgres i N-diagrammet
i figur 7.12. Vi dreier fgrst grafen for hg(j®) 180 grader om midtpunktet (—180°, O[dB]), og
leser sé av skjeringspunkter med koter i N-diagrammet. Dette vil da vere verdier for [M(j®)|
og ZM(jw). Alternativt kan vi bruke et M-diagram direkte som vist i figur 7.13.

Det mest vanlige i dag er imidlertid & la MATLAB, pa basis av ko, plotte N og M direkte
i Bodediagram, uten a ga veien om Nicholsdiagram. Vi har likevel lagt vekt pa Nichols-
diagrammet fordi det gir innsikt i sammenhengen mellom hy(j®) og N, M for forskjellige
valg av regulatorer, innsikt som ikke framkommer like lett i Bode-diagram. Dette skal vi
studere i et eksempel:

EKSEMPEL 7.4: Bruk av Nicholsdiagram

Vi tar igjen utgangspunkt i regulering av likestremsmotoren som diskutert i eksempel 4.15
og 7.3. Bruk av asymptotisk amplitude/fase/frekvens-diagram er vist i figur 7.9. Overfgrt til
et Nicholsdiagram! vil ip(j®) se ut som vist i figur 7.14.

F|gur 714 L10°-30° " —60° —9b° —i20° “150° #180°750° T120° [ 90 60°  T30° 10
Nicholsdiagram for :
o es lhi)| [aB] - oy
ho(jo) fra eksem- : 7 =
pel 4.15 0g 7.4 20 | 20 dB -
216 dB
101 ~12.dB -
D U _s.dB
oL S )
1048 )
6 dB 0 -4 dB
. 4dB. . -
-10 : ' o,
L . 3dB s -
2dB
20 | 1dB )
0dB
-30 | I | ] |
-360° -315° -270° —225° -180°

—90° ~45° Zhy(jo)

"Her har vi ogsa merket av ZN(jo) (kursiv gverst i figuren). Men ZN(j®) brukes sjelden.
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Figur 7.15
|N(jw)| i Bode-
diagram

Figur 7.16
MATLAB-kode for
N(jo) og M(jo)

i Bode-diagram

Fasevinkelen for hy(j®) i nerheten av @, er ca. —130°. Dette gir en forholdsvis lav mak-
simalverdi av |[N(jw)|. Siden ho(jo) avhenger av regulatoren vi velger, kan vi i stor grad
bestemme formen pa 4 (j®). I Nichols-diagrammet i figur 7.14 er ho(j@) formet slik at gra-
fen “smyger seg utenom” den uendelig hgye “fjelltoppen” som |N| har i punktet

(—180°, 0[dB]). Hvis vi tenker pa Nicholsdiagrammet som et vanlig geografisk kart, svarer
kotene for konstant |N| til angivelse av hgyde i terrenget. Vi starter ved en lav frekvens (gverst
i diagrammet) og gar “oppoverbakke”, sa litt opp i “fjellsida” med “fjellet” pa var hgyre side,
og deretter noe nedover igjen og ut pa ei flat “hgyslette” med niva 0 dB. Ved & forme ho(j®)
slik at den gér mest mulig utenom “fjellet”, far man en lav resonanstopp i |[N(jw)|. Dette er
et direkte mal for det regulerte systemets stabilitet, noe vi kommer til i kapittel 8.

Bodediagrammet for |[N(j)| vil svare til et vertikalt snitt langs var rute i “terrenget” (jfr.
hgydeprofilen for et langrennslgp). Dette Bodediagrammet med asymptoter er vist i figur
7.15. MATLAB-kode for N(j®) og M(jw) i Bode-diagram er vist i figur 7.16. [M(jm)| og
ZM(j) blir som vist i figur 7.17.

[dB]

|9 €0

(0)

=20 |

-30

—40 LS
0.1 1

K = 40; Tl = 0.5; T2 = 1/30; T3 = 1/6;
t0 = K+ [T3 1];
no conv ([Tl 1 0], [T2 11);
hO = t£(t0,n0);
N = feedback(l,h0); =—————~~ "~ "~ ‘ (reduserer blokkdiagrammet) ‘

bode (N) ; /
M = feedback (h0,1); | (MATLARB plotter dessverre ikke asymptoter)

bode (M) ;

© N N U AW N~
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Figur 7.17 [dB] ‘
M(jo)| i.Bode- . o) A\(-2)
diagram I

1000
(O]
0° ‘
LMo I
_45° | . ve) |
ZhO(J(D)as ‘
—90° ‘
—135° ¢ N -
-180° i i
0.1 1 10 100 1000
(0]

7.2.5 System med dynamisk tilbakekopling kontra enhetstilbakekopling

Figur 7.18 viser et tilbakekoplet system med en struktur som forekommer en del. Det spesi-
elle er na at vi i tillegg til & (s) ogsa har en transferfunksjon h;(s) i tilbakekoplingsgrenen,
mens vi til na har forutsatt enhetstilbakekopling, dvs. /,(s) = 1. Transferfunksjonene 4 (s)
og hy(s) i henholdsvis forovergrenen og tilbakekoplingsgrenen av systemet, kan hver for
seg igjen vare resultatet av en rekke seriekoplede blokker. Vi betrakter overfgringen mellom
inngangsstgrrelsen r og utgangsstgrrelsen (malingen) y.

Figur 7.18 , y
System med dyna- hy(s)
misk tilbakekopling -

hz(s)
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Denne blir
X(s) = I (s) _ _hls) 1
r 14 hi(s)ha(s 14 ho(s) ha(s
1(1) 2(s) o(s) ha(s) a2
=M
(s) h2 (S)
Vi har som fgr
ho(s) = hi(s)ha(s) = slgyfetransferfunksjon
Av (7.22) ser vi at
y 1 .
=(s) ~ nar |ho(s)| > 1
rt o ha(s) (7.23)
%(s) ~ hy(s) nar |ho(s)| < 1

Likning (7.23) uttrykker at nar tilbakekoplingsslgyfen er effektiv (| (s)| > 1), vil overfgrin-
gen mellom r og y vaere omtrent lik den inverse av tilbakekoplingen. Den avhenger altsa ikke
av hy(s) i dette tilfellet. Dette resultatet er viktig og benyttes i avsnitt 9.5 under kompensa-
sjon av reguleringssystemer med intern tilbakekopling. Nar tilbakekoplingen ikke er effektiv

(|ho(s)| < 1), vil overfgringen vere tilnermet lik transferfunksjonen i forovergrenen.

Vi merker oss at na den svert vanlige enhetstilbakekoplingen, /;(s) = 1, kan betraktes som
et spesialtilfelle av dynamisk tilbakekopling. Den gir

X(s) ~1 nar |ho(s)| > 1

EKSEMPEL 7.5: Tidskonstant i tilbakekoplingsgrenen

Anta at

Vi far da

1
hi(s) =K og hy(s) = T Ts
K

y 1+K
r()_ T (1+Ts)
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Det fgrste leddet blir tilneermet lik 1 nar K > 1 og s har en rimelig verdi. Vi har dermed
oppnadd at overfgringen er blitt tilneermet lik det inverse av tilbakekoplingen.

Dette utnyttes i elektronikken der man med forskjellige tilbakekoplinger rundt forsterke-
re (operasjonsforsterkere) med meget hgy forsterkning kan oppna forskjellige gnskede fre-
kvensforlgp.

|

EKSEMPEL 7.6: Operasjonsforsterker

Figur 7.19
Operasjons-
forsterker med
tilbakekopling

Denne er sentral i kretsteknikken (se f.eks. Nielsson, Riedel: “Electric Circuits”). Vi skal
her ta for oss operasjonsforsterkeren som tilbakekoplet system. Operasjonsforsterkeren er
en svakstrgms signalforsterker og brukes i elektroniske kretser. Fysisk foreligger den som
en mikrobrikke med bein, for pdmontering pa kretskort. Figur 7.19 viser et sterkt forenklet
diagram med en typisk (for vare formal) oppkopling av operasjonsforsterker.

Forsterkeren har to innganger. Den

i R inverterende (-) brukes; dette er ngd-
vendig for stabilitet av tilbakekop-
lingen. Den ikke-inverterende (+)
forbindes til jord. Operasjonsforster-
keren har meget stor forsterkning
|Ag| = o i apen slgyfe. Dette betyr
T e ——O ¢~ 0. Den har ogsi meget stor inn-
u, = u, + T . gangsimpedans |Z;| & «. Denne for-
*  utsetningen betyr at strgmmen inn pa

.ﬁ

den negative inngangen kan settes

O
© 1T ~0.

= Da far vi
. . u; u zZ
i = —if = o= ,?; =, = *R*f”f (7.24)

Som antydet stiplet i figur 7.19 kan vi ogsa ha flere signaler inn pa inngangen. Da vil opera-
sjonsforsterkeren fungere som summasjonsforsterker. Vi har da

" .
i +..tip=—if=> —+..+ ) (7.25)

—u, blir altsd en veiet sum av inngangsspenningene.
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Figur 7.20
Blokkdiagram for
operasjons-
forsterker med
tilbakekopling

Vi har til na forutsatt |Ag| ~ oo. La oss na i stedet sette

Ao (S)

= , der K > 0 er meget stor, og 7 meget liten (7.26)
1+Ts

Dette er en mer realistisk modell av operasjonsforsterkeren uten tilbakekopling. Vi forutsetter
na ikke lenger e ~ 0, men kan fortsatt forutsette at strémmen inn pa operasjonsforsterkeren
er ~ 0. Med tilbakekopling som 1 figur 7.19, har vi

. u R
e=u;—Rji;=u; — Ry <—Z;> :ui+?;uu (7.27)
Vi kan né sette opp blokkdiagrammet i figur 7.20
u; e —u,
O Ao(s)
R,
Zf(S)
Transferfunksjonen fra u; til —u,, (merk fortegn!) blir
R
——Ay(s)
— A Z¢ 1 1 z
u; R, Ry Ry ha(s)  Ri
1+ —=Ap(s) 14+—=—=A(s) =—
Zy(s) Zs(s) Zs(s)

Nest siste ledd svarer til notasjonen fra (7.22) og (7.23). Siste ledd gjelder nar

|AoR1/Z¢| = oo; jfr. (7.24). Nar dette gjelder, kan vi ved passende valg av Z¢(s) og R; (der
R kan erstattes av en ikke-ohmsk impedans Z;(s) om gnskelig), oppna en spesifisert fre-
kvensrespons for operasjonsforsterkeren med tilbakekopling. Vi kan blant annet lage analoge
regulatorer og filtere.

Hyvis vi antar en rent ohmsk tilbakekopling Z¢(s) = Ry, ser vi i figur 7.21 hvordan bandbred-
den for operasjonsforsterkeren med tilbakekopling, gker med synkende Ry, mens forsterk-
ninga avtar.

Den gverste asymptoten (kraftig strek) viser situasjonen uten tilbakekopling. Frekvensen @y
kalles operasjonsforsterkerens 3 dB-frekvens. Over @y = 1/T faller den asymptotiske fre-
kvensgangen med 20dB/dekade, jfr. (7.26).
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EKSEMPEL 7.7 7.2.5. System med dynamisk tilbakekopling kontra enhetstilbakekopling

Figur 7.21
Operasjons-
forsterkerens fre-
kvensrespons ved
forskjellige ohmske
tilbakekoplinger

Yul1dB]
uj
K
K &
| 1R R
| Ry
i
.
| |
. ; : p logo
0y 100, 100w,

EKSEMPEL 7.7: Dynamisk tilbakekopling i motorstyring

Virkningen av en dynamisk tilbakekopling for et reguleringssystem kan med fordel studeres
ved hjelp av Bodediagrammer. Vi tar utgangspunkt i motorstyringen pa figur 7.22 hvor trans-
ferfunksjonen fra padrag til posisjon er (vi forenkler likestrgmsmotorens dynamikk sterkt):

Operasjonsforsterkerens tilbakekopling er rent ohmsk. Den brukes i dette tilfellet bare som
summasjonsforsterker. Total forsterkning over operasjons- og kraftforsterker er valgt lik 1.

Anta at vi gnsker a lage et system som har transferfunksjon

y 14+ Tis
i =K
}’(S) 4 T;‘S

Dette oppnas ved a bruke en tilbakekopling som vist nederst i figur 7.15.
Forutsatt at vi kan fa til |ho(s)| > 1, kan vi da velge

1 Ts

ho(s) = —
Z(S) Kpl"f'TlS

Dette realiseres av RC-leddet nederst i figur 7.22.
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Figur 7.22
Elektrisk motor
med elektrisk for-
sterker RC = T;

-r Operasjons-
forsterker

Kraft-
forsterker

Da far vi

Figur 7.23 viser et Bodediagram for ho(j®), hi(jo), hy(jo) og X(ja)).
r

Vi legger merke til at

Y. (1+joTi), .
@) =Ky M(jo)
l
IM(jow)| ~ 1 opp til ®. = (K/K),).
Malsettingen
y( ) 1+Ts
—(s) =
r P Tis

er derfor bare tilfredsstilt opp til @,.
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EKSEMPEL 7.7 7.2.5.

System med dynamisk tilbakekopling kontra enhetstilbakekopling

Figur 7.23
Bodediagram for
ho(j), hi(jo),
ha(joo) og % (jo)
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7.3 FOLSOMHET

Foran har vi tolket N(s) som avviksforhold og reguleringsgrad. En tredje tolkning av N(s)
angar systemets relative fglsomhet overfor parametervariasjoner. Vi ser pa stgrrelsen

dho(s)
ho(s) . a dho(S)
dﬁ h()(s) da
o

hy __
Se =

(7.29)

der o er en parameter (for eksempel en tidskonstant eller en forsterkning) som innvirker pa
ho(s). SM Kalles den relative fplsomheten til hy med hensyn pa . I tilbakekoplede systemer
er vi ofte interessert i & finne den relative fglsomheten

dM(s)
M(s) o dM(s)
M = = 7.30
“ da M(s) da (7.30)
o
Kjerneregelen for derivasjon gir
dM(s)  dM(s) dho(s) 1 dho(s) (731)
da  dho(s) do  (1+ho(s))? do '
som innsatt i (7.30) gir
o 1 dho(s) i
M = = N(s)Sk 7.32
ho(s) (L+ho(s)? da ()8 (7.32)
1+ ho(s)

Den relative fglsomheten til fglgeforholdet er derfor lik den relative fglsomheten til slgyfe-
transferfunksjonen multiplisert med N(s). Siden tallverdien av N(s) skal vere et lite tall, vil
den relative fglsomheten til “det lukkede systemet” vere mindre enn den relative fglsom-
heten til “det apne systemet”.

Med andre ord gjer tilbakekopling at innvirkningen av feil i anslag for prosessparametre eller
forandring av prosessparametre over tid, blir redusert.
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EKSEMPEL 7.8: ¥ med hensyn pa K og T for det samme systemet

Vi betrakter det samme systemet som i eksempel 7.2, og sgker den relative fglsomheten til
fglgeforholdet med hensyn pa K og T gitt ved (7.32) og (7.29). Vi ser f@rst pa parameteren K
(a = K). Likning (7.29) gir

K 1
sho — =1
K K s(1+Tys)

s(1+Ts)

Den relative fglsomhet til fglgeforholdet med hensyn pa forsterkningen K blir derfor

Siden

1 s(1+Ts) s
-7
K

N(s) i 7 X
1 + ?S + Esz ‘S‘—)O

betyr dette at S¥ — 0 for lave frekvenser.

Betrakter vi i stedet fglsomheten med hensyn pa 7, finner vi

w_ T —Ks* _ Ts
T K §2(1+Ts)? 14+Ts
s(1+Ts)

Den relative fglsomhet til fglgeforholdet med hensyn pa T blir derfor

Ts Ts>

M _ _ 2
K T 7 K
|s]—0

Dette betyr at fglsomheten til det lukkede systemet overfor endringer i tidskonstanten 7 blir

enda mindre ved lave frekvenser, enn fglsomheten med hensyn pa forsterkningen K.
|
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INNLEDNING OG MOTIVERING

I det forrige kapitlet diskuterte vi tilbakekoplingsslgyfen og viste hvordan en regulator kan
benyttes til & endre et systems egenskaper, malt ved faktorer som fglgeforhold og regule-
ringsgrad. En meget viktig egenskap som skal behandles i dette kapitlet, er stabilitet av til-
bakekoplingsslgyfen. En ustabil tilbakekoplingsslgyfe gir en tidsrespons som “vokser over
alle grenser”. Stabilitet er derfor ngdvendig for at et reguleringssystem overhodet skal vaere
anvendbart. Det er viktig & kunne forutsi om et system som er under planlegging, vil bli sta-
bilt eller ustabilt. Dersom beregninger viser at systemet blir ustabilt, ma vi vite hva som skal
gjores for & oppna stabilitet. Vi gnsker ogsé a beregne hvilke marginer som foreligger, fgr et
stabilt system blir ustabilt. Vi skal benytte et kjent eksempel til & illustrere problemstillingen
fgr vi behandler stabilitet mer formelt.

EKSEMPEL 8.1: Likestromsmotor og stabilitet

Likestrgmsmotoren har vart benyttet i en rekke eksempler. I eksempel 4.13 studerte vi posi-
sjonsregulering av motoren med en enkel proporsjonalregulator som vist i figur 4.29. Polene
til det lukkede systemet ble beregnet for ulike positive verdier av forsterkningen K. Dette er
illustrert i figur 4.30. Dersom
h+T
nn

beveger to av systemets tre poler seg over i hgyre halvplan, det vil si at de far en positiv
realdel. Dette betyr at tidsresponsen til systemet vil gd mot uendelig: Vi far en oscillerende
tidsrespons med en amplitude som “gker over alle grenser” som vist med den stiplede linjen
i figur 8.1 for K = 2.0.

K > , 8.1
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Systemet er ustabilt' for denne verdien av K. Stabilitetsgrensen gitt av (8.1) er 1.2. Tidsre-

sponsen for K = 0.2 er vist med heltrukken linje. Regulerings-slgyfen er stabil for denne
verdien av K.

Figur 8.1
Tidsrespons ved
settpunktsendring o1 K=0.2
forK=020g S K=2.0
K=20,T1=5
ogh=1 .1
Yol _ ———
04
1 i i —— i i
0 10 20 30 40 50 60

8.2 DEFINISJONER PA STABILITET

Det finnes en omfattende matematisk teori for stabilitet. Teorien blir mer komplisert for uli-
neceere dynamiske systemer. Stabilitetsbegrepet er der langt mer mangfoldig enn for linezre
systemer, fordi vi far mange former for dynamikk som har elementer av bdde ustabilitet og
stabilitet i seg. Det henvises til for eksempel Khalil (1996) og Vidyasagar (1993).

I denne boka betrakter vi utelukkende stabilitet for tidsinvariante line®re systemer (“LTI-
systemer”).

Stabilitet defineres i hovedsak pa to mater:
* Inngangs-/utgangsstabilitet

e Stabilitet 1 tilstandsrommet

"Men i praksis vil et system alltid ha noen mekanismer som begrenser gkningen, for eksempel at en ventil nar sin
maksimale apning eller at en motor nar sin maksimale effekt. Systemet er uline@rt ved store utslag.
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8.2.1. Inngangs-/utgangsstabilitet

8.2.1 Inngangs-/utgangsstabilitet

Figur 8.2
Tilbakekoplet sys-
tem, og dets
impulsrespons for
tre tilfeller av
asymptotisk
stabilitet

Vi skal fgrst definere inngangs-/utgangsstabilitet, og tar utgangspunkt i et tilbakekoplet sys-
tem A(s) med inngang (referanse) yo og utgang y, slik at vi har y(s) = h(s)yo(s). Se figur 8.2,
venstre del. Da har vi fglgende definisjoner:

Systemet er asymptotisk inngangs-/utgangsstabilt dersom y — 0 nér ¢t — oo, nar yg har
endelig varighet og endelig amplitude.

Systemet er inngangs-/utgangsstabilt dersom |y| < o i alle tidpunkt # > 0, nar yo har en-
delig varighet og endelig amplitude. Dette kalles ogsa et marginalt stabilt system.

Dersom systemet ikke er stabilt, er det ustabilt

Marginal stabilitet for line@re systemer er et grensetilfelle som bare inntreffer for et eksakt
sett av systemparametre. Vi interesserer oss derfor primart for asymptotisk stabilitet kon-
tra ustabilitet, som inntreffer for parameterverdier innenfor avgrensede omrdader. Av denne
grunn sier vi ogsa ofte bare “stabilitet” nar vi mener asymptotisk stabilitet.

Vi kan definere asymptotisk stabilitet, marginal stabilitet og ustabilitet ved a betrakte impuls-
responsen h(t) til et system. Hvis yo(¢) = 6(¢), blir y(¢) = h(z). Selv om en impulsfunksjon
0(t) ikke har endelig amplitude slik som nevnt i definisjonen ovenfor, har den infinitesimal
kort varighet. Derfor kan impulsresponsen brukes til & klassifisere et lineert system med
hensyn pa dets inngangs-/utgangsstabilitet.

Figurene 8.2-8.4 viser eksempler pa impulsresponser, poler og nullpunkter til henholdsvis
asymptotisk stabile systemer, marginalt stabile systemer og ustabile systemer.

Asymptotisk stabile systemer
h(1) A

h(s)

hy(s) h,(s)

~Y
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Figur 8.3
Impulsrespons,
marginalt stabile
systemer

Figur 8.4
Impulsrespons,
ustabile systemer

Marginalt stabile systemer
h(r) &

Ustabile systemer

I figurene ovenfor er ogsa vist poler (kryss) og nullpunkter (sirkler) i det lukkede systems
transferfunksjon A(s). Vi vet fra tidligere kapitler at impulsresponsens forlgp nar r — oo,
avhenger av polenes plassering. Fordelen med & bruke polenes plassering som kriterium, er
at vi da ikke bare kan definere stabilitet, men ogsa undersgke den for et gitt system. Vi har:

Systemet er asymptotisk stabilt dersom Re(A;) < 0 for alle poler A; i h(s).

Systemet er marginalt stabilt dersom polene er slik at en eller flere Re(4;) = 0, men ingen
av disse er multiple.

Huvis en eller flere Re(4;) > 0, er systemet ustabilt.
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Dersom en pol ligger i origo, far vi et marginalt stabilt system. Et sett av to kompleks konju-
gerte poler pa den imaginare aksen tilsvarer en oscillasjon med konstant frekvens og ampli-
tude. Dette er ogsa et marginalt stabilt system.

Nullpunktene i det lukkede systems transferfunksjon har ingen betydning for stabiliteten, bare
for det transiente tidsforlgpet.

EKSEMPEL 8.2: Dobbeltintegrator

Vi tar for oss et system med to poler i origo som vist i figur 8.5 a). Impulsresponsen er

1
h(t)=L"" <2> = W (t) = enhetsrampefunksjon
s

a)Plassering av

egenverdiene
b) Impuls- T < Re a) b)

Figur 8.5 Jlm h(n)

responsen 7

Impulsresponsen i figur 8.5 b) viser at systemet er ustabilt og ikke marginalt stabilt, selv om

egenverdiene ligger pa den imaginzre akse.
|

8.2.2 Stabilitet i tilstandsrommet

Stabilitet i tilstandsrommet er knyttet til oppferselen av tilstanden X til et system, i stedet for
prosessutgangen y. Systemet til venstre i figur 8.2 kan uttrykkes pa tilstandsromform,

X:AX+by0

y=c'x

(8.2)

Merk her at systemet er monovariabelt, og at inngangsvariabelen er yj.

Systemet i (8.2) er asymptotisk stabilt i tilstandsrommet dersom x — 0 nar ¢ — oo, etter a
ha vert pavirket av en eksitasjon (yp) med endelig varighet og endelig amplitude.

Systemet er stabilt i tilstandsrommet dersom |x| < oo i alle tidpunkt 7 > 0, nar yy etter a ha
vert pavirket av en eksitasjon (yg) med endelig varighet og endelig amplitude. Dette kalles
ogsa et marginalt stabilt system.

Dersom systemet ikke er asymptotisk eller marginalt stabilt, er det ustabilt
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Denne stabilitetsdefinisjonen har det til felles med den fgrste i forrige avsnitt, at den baserer
seg pa responsen til systemet, og dermed bare er egnet til a definere, ikke undersgke, stabilitet.
Vi kan undersgke stabilitet i tilstandsrommet ved & finne egenverdiene til systemet (8.2):

Systemet i (8.2) er asymptotisk stabilt dersom Re(4;) < 0 for alle egenverdier A; i A.

Systemet er marginalt stabilt dersom egenverdiene er slik at Re(4;) < 0, og ingen egenver-
dier med Re(4;) = 0 er multiple.

Huvis én eller flere Re(4;) > 0, er systemet ustabilt.

Vi merker oss at siden poler i en transferfunksjon svarer til egenverdier i en tilstandsrom-
modell av samme system, sa er dette samme kriterium som i forrige avsnitt. Men for at alle
egenverdier skal framkomme som poler i transferfunksjonen, ma systemet vare styrbart og
observerbart. Mer om det lenger nede.

Vi skal sjekke kravene til stabilitet i tilstandsrommet med utgangspunkt i (8.2). Benytter vi
oss av det som er funnet i avsnitt 3.3, finner vi fglgende lgsning av (8.2), nar vi antar yo(¢) =0
for alle t > 1¢, men ikke for t <1ty :

x(t) = MeA =0 M~ x(1) (8.3)

x(1p) er tilstanden til systemet umiddelbart etter at inngangssignalet yo(¢) har opphgrt a pa-
virke det. Likning (8.3) gir
x(t) — O nar alle Re(4;) <0 (8.4)

1—so0

Dette tilsvarer asymptotisk stabilitet.

En fordel med & undersgke stabilitet i tilstandsrommet, i motsetning til inngangs-/utgangs-
stabilitet, er at man da ogsa kan ta for seg autonome systemer, som ikke har noe inngangs-
signal,

X = Ax (8.5)

Et slikt system var modellen for kapitalakkumulasjon i eksempel 2.3, som ble ustabil for
visse parameterverdier.

Systemet (8.2) er monovariabelt. Anta na i stedet et multivariabelt system,

x=Ax+B
Yo (8.6)
y=0Cx

Vil dette bety noe for hvordan vi undersgker stabilitet?
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Nei, stabilitet i tilstandsrom er fullstendig bestemt av egenskapene til A. Derfor er det like-
gyldig hvilket inngangs-/utgangsforhold vi matte velge a betrakte i et multivariabelt system;
stabilitet er en systemegenskap, og vil derfor veere den samme uansett.

Som nevnt ovenfor, svarer poler og egenverdier helt til hverandre hvis systemet er styrbart og
observerbart. Men fra kapittel 5 vet vi at hvis dette ikke er oppfylt, vil transferfunksjonen bli
av lavere orden enn tilstandsrommodellen, fordi ledd i telleren forkortes mot ledd i nevneren;
poler kanselleres av nullpunkter. Dette skal vi se pa i et eksempel:

EKSEMPEL 8.3: Inngangs-utgangsstabilitet kontra stabilitet i tilstandsrommet

I eksempel 5.3 studerte vi blant annet styrbarhet og observerbarhet av dynamiske systemer
med utgangspunkt i systemet i figur 5.4. Analysen viste at systemet ikke er observerbart for
T, = T3. I dette tilfellet blir (5.15).

1 1
— 0 —
X = ! ] X+ 11 u
0 _ —
N T T
y=11 0|x

Anta at dette systemet reguleres ved u = K(yo —y) = K(yo —x1), K >0

Dette systemet er alltid inngangs-/utgangsstabilt. Systemet er imidlertid ustabilt i tilstands-
rommet dersom 75 < 0. I dette tilfelle vil x, — oo nar ¢t — oo. Men dette registreres ikke pa
utgangen, da y ikke pavirkes av x;.

I figur 5.4 er transferfunksjonen for systemet avbildet. Nar systemet ikke er observerbart,
kanselleres telleren (14 73s) mot nevneren (1 + Tas). Nar 7> < 0, kanselleres altsa en pol i
hgyre halvplan. Dette er arsaken til at ustabiliteten “ikke synes” med hensyn pa inngangs-
/utgangsstabilitet.

Tilsvarende vil skje hvis vi i stedet har 71 = T3 og 71 < 0. Da er systemet ustabilt og ikke
styrbart. Den ustabile tilstanden x; kan ikke pavirkes fra u. Men transferfunksjonen blir stabil
og av 1. orden, fordi telleren (1 + 73s) kanselleres mot nevneren (1 +77s).

|

For a oppsummere: Stabilitet i tilstandsrommet vil alltid medfgre inngangs- /utgangs-
stabilitet. Det motsatte er ikke alltid tilfellet.

I fortsettelsen av dette kapitlet benytter vi begrepene stabilitet bade om inngangs-/utgangsstabilitet
og stabilitet i tilstandsrommet. Det vil framgé av sammenhengen hvilke type stabilitet som
diskuteres.
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8.3 ALGEBRAISKE KRITERIER FOR STABILITET

Bestemmelse av egenverdier (poler) for dynamiske systemer medfgrer som kjent lgsning
av systemets karakteristiske likning eller bestemmelse av rgttene i systemets karakteristiske
polynom.

Systemet i (8.2) har karakteristisk likning

A=A =0 (8.7)

Det karakteristiske polynom framkommer ved utvikling av determinanten

Ao AT a4+ ap=0 (8.8)

Vi trenger ikke & finne Igsningen av (8.8) for & undersgke om systemet blir stabilt. Det er nok
a finne betingelsene for at Re A < 0. Det finnes en rekke hensiktsmessige metoder for a finne
betingelsene som koeffisientene i det karakteristiske polynom (8.8) ma tilfredsstille, for at
systemet skal bli stabilt. Disse metodene er basert pa samme teoretiske grunnlag, men har litt
forskjellige bruksegenskaper. De mest anvendte metodene er Rouths kriterium og Hurwitz’s
kriterium.

8.3.1 Rouths kriterium

Rouths kriterium (algoritme) tar sitt utgangspunkt i det karakteristiske polynom

A + ot A" A+ o =0 (8.9)

der vi for fullstendighetens skyld har innfgrt en koeffisient o, foran leddet med hgyeste
potens.

Fglgende kan sies om polynomet i (8.9):
1. Antallet rgtter er lik polynomets grad n.

2. Fordi polynomets koeffisienter er reelle, forekommer rgttene dersom de er komplekse,
i kompleks konjugerte par.

3. En ngdvendig, men ikke tilstrekkelig betingelse for at rgttene skal ligge i venstre halv-
plan (Re A < 0), er at alle polynomets koeffisienter har samme fortegn.

4. Hvis ikke alle koeffisientene i polynomet har samme fortegn, eller dersom en eller flere
av koeffisientene er lik null, vil en eller flere av rgttene ligge i hgyre halvplan eller pa
den imaginare akse.
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Dersom den ngdvendige betingelsen i punkt 3 ovenfor er tilfredsstilt, kan vi undersgke poly-
nomet ved hjelp av Rouths algoritme. Denne bestér i & bygge opp en koeffisienttabell (n er i

eksemplet et oddetall)
(2 02 o
Op—1 O3 (24
ﬁnfl ﬁn73
Cn—l Cn—3
(8.10)
Opn—1 On-3
Nn—1
W1
De nye koeffisientene i talltabellen framkommer etter fglgende regler:
(o Op—2
_ Op Op—3 Oy 1052 — 0,003
Br-1= =
On—1 On—1
(8.11)
Oy O—4
O—1 05 0 —105—4 — 0,05
ﬁn73 e e
On—1 On—1
OSV.
Koeffisientene i 4. rad i talltabellen framkommer pa fglgende mate
01 03
_ Br-1 Bn-3 _ Bn100-—3—0y—1Bn3
i1 = =
Bn—l ﬁn—l
(8.12)
01 05
o anl Bn75 o anlan75 — an71Bn75
Cn3 = =

anl ﬁnfl

OSV.
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Legg merke til at koeffisientene i hver rad fra nummer tre og nedover framkommer ved a
benytte de to ovenforliggende radene.

Talltabellen antar form av en trekant, der det til slutt bare er to koeffisienter igjen, for eksem-
pel 0,1 og ®,_1. Rouths kriterium uttrykker na:

5. En ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for at rgttene til polynomet i (8.9) skal ligge
i venstre halvplan, er at alle koeffisientene i venstre kolonne i Rouths talltabell har
samme fortegn. Dersom en eller flere av koeffisientene i venstre kolonne har forskjellig
fortegn fra de andre, vil antallet rgtter i hgyre halvplan kunne bestemmes ut fra antall
fortegns-skift som inntreffer ved gjennomlgp ovenfra og nedover.

EKSEMPEL 8.4: Rouths kriterium brukt pa et 3. ordens system

Figur 8.6 viser et elementert blokkdiagram for en 3. ordens prosess med proporsjonalregu-
lering. Differensiallikningene for dette systemet er

X1 = —a1x1 +x
Xy = —axxy +Xx3 (8.13)
X3 = —Kxi +azx;
Systemmatrisen er som fglger
—daq 1 0
A= 0 —a 1 (8.14)
—-K 0 —a3

Figur 8.6 x i X,

. * 3 A *2 IaY
Blokkdiagram for ! !
systemet l a - J - J -
- as a1

Den karakteristiske likningen for (8.14) blir |A — AI| = 0 som gir

=
©

|

a

A3+ (a1 +ay +az3)A* + (a1az +ay + a3 + azaz) A +ajazaz + K =0 (8.15)

Vi velger fgrst a undersgke (8.15) ved hjelp av Rouths kriterium.
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Da ma vi fgrst forlange at alle koeffisientene i (8.15) har samme fortegn, det vil si
ai+a+az >0
ajay+ajaz+a+az >0 (8.16)
ajaaz+K >0

Likning (8.16) inneholder ngdvendige betingelser for stabilitet. Forutsatt at (8.16) er tilfreds-
stilt, bruker vi Rouths algoritme og finner koeffisienttabellen

1 , aiay+aiaz+ aras

a+a+as , araraz+K
araxaz + K
a)+ax+aj

(8.17)
aar +araz +axaz —

araraz + K

Alle koeffisientene i f@grste kolonne ma ha samme fortegn ifglge Rouths kriterium. I tillegg
til betingelsene i (8.16) far vi derfor

—a1maz < K(aja; + ayaz + azaz)(a) +az + az) — ayazas (8.18)

Vi far et sartilfelle dersom a; = ay = a3 = a > 0. Denne verdien tilfredsstiller de to fgrste
kravene i (8.16), og kravet i (8.18) vil da bli

—a® <K <8 (8.19)
Meda=1farvi—1< K < 8.
]

EKSEMPEL 8.5: Omforming av 3. ordens system og bruk av Rouths kriterium

Systemet vi har studert i eksempel 8.4 kan representeres som vist i figur 8.7.

Figur 8.7
Blokkdiagram for
systemet

1 1 X 1

1 1[5
— ] - ()>— = > - {)—» - >
3 N B T2 s B

Differensiallikningene for dette systemet vil bli

!

I—

~
~
Y

1
X = Fl(—x1 +x2)
1
Xy = 7(_x2 +X3) (8.20)
1
1
K3 = —(—Kyx1 —x3)

I3



8. Stabilitet

EKSEMPEL 8.5 274

og den karakteristiske likningen blir

TLTGA + (TG + T T+ BB)A+ (T + T+ T3)A+ 1+ K, =0 (8.21)

Bruker vi Rouths kriterium pa (8.21), finner vi

1 1 1
-1 <K<+ —=—+—=—|(N+DH+T3)—1 8.22
b (T1+T2+T3>(1+ »+13) (8.22)

Dette svaret tilsvarer det som er funnet i (8.18) dersom a; = T, ap = T, azs = T3 og

K, = K/(ajaza3). Det er interessant a konstatere at 8 er den minste verdien hgyresiden i
(8.22) kan fa. Denne verdien oppnas nar 7y = T, = T3. Den gvre grensen til K vil bli stgrre
enn 8 for alle andre verdier av 71, T> og T3.

|

8.3.2 Hurwitz’s kriterium

Som for Rouths kriterium gjelder det at en ngdvendig, men ikke tilstrekkelig, betingelse for
at rgttene i det karakteristiske polynom skal ligge i venstre halvplan (Re A < 0), er at alle
koeffisientene har samme fortegn. Det kan forgvrig vises at Rouths og Hurwitz’s kriterier er
ekvivalente.

Hurwitz’s kriterium tar utgangspunkt i koeffisientene til polynomet i (8.9) og uttrykker at en
nedvendig og tilstrekkelig betingelse for at rgttene til polynomet skal ligge i venstre halv-
plan, er at alle determinantene |A;|, |Az A,_1| er positive. Ay er matriser som er markert
i fglgende koeffisienttabell

5 9 seey

Op—1| O3 | Oy—5| Oy—7 | Oly—9

0

0 oy, Oy Ohpy_a | Oye |- - - (823)
Ay

O 0 an—] an—"; aﬂ*j
As

0 0 (0 Op—2 Op—4

0 0 0 Op—1 O3

0 0 0 o,  Oy_>

I tabellen skal vi alltid ha n — k > 0. Dette er fordi den laveste indeksen 1 (8.9) er 0. Vi skal
derfor sette inn ¢, = 0 ved verdier av k som gir n —k < 0.
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EKSEMPEL 8.6 8.3.2. Hurwitz’s kriterium

Vi skal illustrere bruken av dette algebraiske kriteriet med en del konkrete eksempler.

EKSEMPEL 8.6: Hurwitz’s kriterium

Vi bruker nd Hurwitz’s kriterium pa systemet i eksempel 8.4 og finner Hurwitz-matrisen
(8.23) ved innsetting av koeffisientene fra (8.15):

ar+ax+as araxaz +K

Ay

(8.24)
1 ajay +ajasz+ aas

Ay

I tillegg til at koeffisientene i (8.15) skal ha samme fortegn som angitt i (8.16), ma vi ifglge
Hurwitz’s kriterium ha at

‘A]’ =ay+ay+az>0

(8.25)
‘Azf = (a1 +ap +a3)(a1a2+a1a3 +612a3) — (a1a2a3 +K) >0

Disse betingelsene leder til det samme svaret som vi har funnet i (8.18).
|

Rouths kriterium og Hurwitz’s kriterium egner seg godt til & undersgke stabilitet av multi-
variable linezre systemer beskrevet pa tilstandsromform. Et eksempel vil illustrere dette.

EKSEMPEL 8.7: Bruk av Rouths og Hurwitz’s kriterium pa et multivariabelt system

Figur 8.8
Blokkdiagram for
det multivariable
systemet

Det multivariable reguleringssystemet i figur 8.8 som har en prosess med to padrag, to til-
stander og to malinger antas & vere karakterisert ved fglgende matriser:

[ 3 4 2 1

A: s B:

0 -5 0 4

- (8.26)
2 1

C:
0 1

Yo u X X Yy
G " B ~ C
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Reguleringssystemet antas a vaere bygget opp som to uavhengige proporsjonalregulatorer
hvilket medfgrer at regulatormatrisen G vil bli en diagonalmatrise

0
G- |*

0 &

Vi skal finne ut hvilke verdier g; og g» ma ha for at det lukkede systemet skal vere stabilt.

Dersom yg = 0, finner vi
X(A —BGC)x = Ax (8.27)

Den karakteristiske likningen for A blir

A2+ ((344g1)+(54+4g)A+ (3+4g1)(5+4g)=0

Bruk av Rouths kriterium eller Hurwitz’s kriterium gir fglgende krav til stabilitet:

g1t >-2
(3+4g1)(5+4g2) >0

som igjen reduseres til
81> —7 08 & >—-

8.3.3 Algebraiske kriterier for et system gitt ved sin transferfunksjon

I utledningene foran gikk vi ut fra at systemet var karakterisert ved differensiallikninger pa
tilstandsromform. I kapittel 4 har vi imidlertid vist at den karakteristiske likningen for et
dynamisk system ogsa framkommer nar vi beskriver systemet med transferfunksjoner (trans-
fermatriser) som er et resultat av Laplace-transformasjon av differensiallikningene. Vi vet
at et monovariabelt system beskrevet av n ordin@re line@re differensiallikninger vil vaere
karakterisert ved en transferfunksjon av typen

n—1
h(s) = Pn—18 —i]-...—l—p]s—i—po (8.28)
S0, ST oS+ O
der nevneren utgjgres av det karakteristiske polynomet for systemet. Kjenner vi derfor sys-
temets transferfunksjon, kan vi finne betingelsene for stabilitet ved & benytte enten Rouths
kriterium eller Hurwitz’s kriterium pa polynomet i transferfunksjonens nevner.
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8.3.3.  Algebraiske kriterier for et system gitt ved sin transferfunksjon

Figur 8.9
Blokkdiagram for
monovariabelt til-

bakekoplet system

Det knytter seg serlig interesse til stabilitet av tilbakekoplede systemer. Vi skal se pa det
monovariable tilbakekoplede systemet vist i figur 8.9.

v
r y

hy(8) F—=O— hy(s)

hy(s) [

Dette tilbakekoplede systemet' kan beskrives med (fra ni av er avhengighet av s underfor-
statt, sa vi skriver A; istedet for /;(s))

X(S) _ i
r 14+ hihohs 1+ hy (8.29)
= N(S)hlhz
og
y hy
Z(s) = =N(s)h 8.30
V(S) 14 hy ()2 ( )

Plasseringen til systemets poler (egenverdier) som er gitt ved rgttene til polynomene i de to
transferfunksjonenes nevnere, er bestemmende for stabilitet. Antar vi at transferfunksjonene
er rasjonale funksjoner betegnet med

der #;(s) og n;(s) er polynomer i s, finner vi ved innsetting i (8.29) og (8.30)

Y(5)= n3(s)(s)a(s) _ ma(s)ta(s)rals)

r( ) ny(s)na(s)n3(s) +11(s)r2(s)t3(s)  no(s) +1o(s) (8.31)
h (s)n3(s)ta(s) n(s)n3(s)ta(s)

Y.\ ny(s)nz(s)t2(s na(s)ta (s

;(S) — mi(s)ma(s)na(s) +n (s)tz(s)t3(s) ~ no(s) +10(s) (8.32)

"Merk at inngangen r her ikke kan betraktes som en referanse, siden vi ikke har enhetstilbakekopling. Men dette

spiller ingen rolle for det vi drgfter i dette avsnittet; at stabilitet ikke avhenger av hvilke innganger og utganger
vi betrakter.



8. Stabilitet EKSEMPEL 8.8 278

Vi ser her at de to transferfunksjonene har samme polynom i nevneren. Polynomets rgtter
angir det lukkede systemets poler. Dette bekrefter at stabilitet av et linezrt system er en
systemegenskap som er uavhengig av hvilke pavirkninger og responser som studeres.

Betingelsene for stabilitet av et tilbakekoplet system kan na bestemmes ved hjelp av Rouths
kriterium eller Hurwitz’s kriterium anvendt pa polynomet ng(s) +#o(s) der de to leddene
er gitt av telleren og nevneren i slgyfetransferfunksjonen,

Vi vil illustrere bruken av dette resultatet med et eksempel.

EKSEMPEL 8.8: Rouths kriterium og sloyfetransferfunksjonen 1

Vi velger det samme systemet som tidligere er undersgkt i eksempel 8.5 og vist i figur 8.7.
Slgyfetransferfunksjonen for dette systemet er

K

ho(s) = (1+Tis)(1+Tas)(1+ T3s)

(8.33)

som gir

no(s)+10(s) = NHTss* + (T + T+ TT3)s* + (T + T+ T3)s + 1 +K

Dette polynomet er lik det vi fant i (8.21). Vi vil saledes fa de samme betingelsene for stabi-
litet. Disse er angitt i (8.22).
|

EKSEMPEL 8.9: Rouths kriterium og sloyfetransferfunksjonen 2

I eksempel 4.13 undersgkte vi systemet som er vist i figur 4.29. Oppgaven var posisjons-
regulering av en likestrgmsmotor med proporsjonalregulator. Et problem i den forbindelse
var a finne hvilken verdi av forsterkningen K som medfgrte at polene i det lukkede systemet
beveget seg over fra venstre halvplan til hgyre halvplan. Med andre ord, hvilken verdi av K
gir stabilitetsgrensen? Figur 4.26 gir

K

ho(s) - S(l + T]S)(l + Tzs) (834)

som leder til polynomet

I’l()(s) —i—l()(s) =T T2s3 + (Tl + Tz)s2 +s+K
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Rouths kriterium brukt pa dette polynomet gir fglgende talltabell

T, , 1
hL+71 , K
T\+1T,—KTT'T»

L +1
K

Alle elementene i fgrst kolonne av Rouths talltabell skal ha samme fortegn. Antar vi at bade
T, og T> er positive, blir betingelsen for stabilitet

L +1

0<K<
T

(8.35)

Den gvre grensen i dette uttrykket angir verdien der polene i det lukkede systemet beveger
seg over fra venstre til hgyre halvplan som vist i figur 4.30.
|

8.3.4 Algebraiske kriterier ved transportforsinkelse i transferfunksjonen

Mange fysiske prosesser inneholder fenomener som gjgr at de far ledd av typen e™** i sine
transferfunksjoner. Arsaken til en slik “transportforsinkelse” kan vzre en veldefinert tids-
forsinkelse i signalforplantningen slik tilfellet er ved materialtransport i rgrledning eller pa
belter, lydtransmisjon i vann og liknende. Ofte har vi fysiske prosesser som med akseptabel
tilneermelse kan representeres ved transferfunksjonen

h(s) = (8.36)

Dersom en prosess av denne arten inngar i et reguleringssystem sammen med en regulator,
som vist i figur 8.10, kan det veere aktuelt & bestemme verdiene pa regulatorparametrene som
definerer grensen for systemets stabilitet.

Sprangrespons av tilbakekoplede systemer med transportforsinkelse er tidligere behandlet i
avsnitt 4.7.7.
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Figur 8.10
Blokkdiagram for
tilbakekoplet sys-

tem med transport-
forsinkelse

Yo s y

Transferfunksjonen i (8.36) er imidlertid ikke en rasjonal funksjon, og vi kan derfor ikke uten
videre benytte oss av de algebraiske kriteriene som foreligger. En mate & omga problemet pa
er a utvikle en rasjonal approksimasjon til funksjonen e~*. Vi kan gjgre dette pa flere mater.

Den vanligste maten er som fglger:

T 1 /7 \2
. e 38 _ 1— §s+5 <§s> — ..
e H—Es—kl (Es>2+
20 21\2
) (8.37)
1—Es—i-£s2
~ 2 82
1—|—%s+ %sz

Vi har her avsluttet potensrekkeutviklingen av eksponentialfunksjonen med 2. ordens-leddet.
Vi kunne ha avsluttet med 1. ordens-leddet og fatt en darligere approksimasjon slik det ble
gjort i avsnitt 4.7.7, eller vi kunne ha tatt med flere ledd i rekkeutviklingen og fatt en bedre
approksimasjon. En annen approksimasjon som ofte har sine fordeler, er

T n
(-5
e P2 (8.38)
o)
( * "
Benytter vi n = 2 finner vi
2
T T
1— s+ —s?
e ™ —i }6‘25 (8.39)
14+ s+ —s2

2 16
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Vi ser at (8.39) og (8.37) har mye til felles. Alle disse approksimasjonene gir eksakt over-
ensstemmelse med amplitudeforlgpet til e /T = 1. Men faseforlgpet kan de bare gjengi
tilneermet, darligere jo hgyere frekvens og jo ferre ledd som tas med i rekkeutviklingen. Se
eksempel 8.12. En sammenlikning av egenskapene til forskjellige rasjonale approksimasjo-
ner til e~ er ogsa gitt i Balchen (1990).

Vi kan na anvende slike approksimasjoner til bestemmelse av stabilitetsgrensen for noen
eksempler.

EKSEMPEL 8.10: Stabilitetsgrensen ved proporsjonalregulering av en prosess med
tidskonstant og transportforsinkelse

Vi betrakter fgrst et system av en form som vist i figur 8.10, med proporsjonalregulator, dvs.
h,(s) = K. Vi benytter approksimasjon (8.37).

T 1

—1s 1— s+ —s°
e Ts 2 8 1
h =K ~K 8.40
0(8) = K{ 75 LT T IHTs (8.40)
+2s—|— 8s

og
2 5 (T, T ) T
no(s) +10(s) = 75+ ( 3T+ (14K) ) s —|—<T—|—§(1—K))s+1+K

Benytter vi Rouths kriterium pa dette polynomet, finner vi fglgende betingelser for stabilitet

2
T T T
’—1<K<—2<)+\/12(> +4- 41 (8.41)
T T T

Hadde vi benyttet approksimasjonen fra (8.39), ville vi fatt fglgende stabilitetsgrense

2
T T T
_1<K<—4<T>+\/32<T> +8=+1 (8.42)

Figur 8.11 viser stabilitetsgrensene for K som funksjon av 7'/t for de to approksimasjonene.
Det eksakte svaret ligger 1 mellom som vist stiplet.
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Figur 8.11
Stabilitetsgren-
sene for K som

funksjon av T' /1

Appr. (8.37)

Appr. (8.39)
Ustabilt

Stabilt

[’}
a3y

Ustabilt

EKSEMPEL 8.11: Stabilitetsgrensen ved integralregulering av en prosess med

bare transportforsinkelse

Dersom prosessdelen i systemet i figur 8.10 bare hadde hatt transferfunksjonen e, ville det
vere god grunn til & velge en regulator med ren integralvirkning,

I sa fall ville vi ha fatt

Vi kan na bestemme stabilitetsgrensen for dette systemet ved a bruke approksimasjonene i
(8.39) og (8.37),

2 2
T T T T
mo(s) +10(s) = < Tis"+ (2E+ 8) 2+ (T,-— 5) s+1

og

72 T 72 T
no(s) +1o(s) = ETiS3 + <2Ti+ 16) s+ (Ti - E) s+1

Bruk av et av de to algebraiske kriteriene pa disse to polynomene gir fglgende resultat for
stabilitetsgrensene:

* Approksimasjon (8.37):

0<=< ~ 1.46

4
T, 1+V3
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* Approksimasjon (8.39):

0< L < ~1.66

4
T 14V2

Vi skal senere se at det er serlig enkelt 4 bestemme det eksakte svaret i dette enkle tilfellet.
Det eksakte svaret er

T
— < —~1.57 4
0<Ti<2 5 (8.43)

Dette viser at begge approksimasjonene ovenfor ga relativt gode resultater.
|

EKSEMPEL 8.12: Sammenlikning av e~ * og rasjonale approksimasjoner

Figur 8.12
Frekvensrespons
for eksponential-

funksjonen og
dens tilnermelser

En mate 4 sammenlikne de forskjellige approksimasjonene til e~ pa er & se pa deres fre-
kvensrespons. Tallverdien av frekvensresponsene til approksimasjonene vil vare eksakt rik-
tige, nemlig lik 1 for alle frekvenser, mens vinkelbidragene bare vil vere tiln@rmet. Figur
8.12 viser vinkelbidraget for frekvensresponsen til den virkelige funksjonen og en del ap-
proksimasjoner av typene (8.37) og (8.38).

0°
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8.4 NYQUISTS STABILITETSKRITERIUM
8.4.1 Utledning av Nyquists stabilitetskriterium

Et av de vesentligste bidrag til den reguleringstekniske teori kom allerede i 1932 1 Bell System
Tech. Journal i et arbeid av H. Nyquist med tittelen “Regeneration Theory”. Fgr vi starter
gjennomgangen av Nyquists stabilitetskriterium presiseres det at dette kriteriet benyttes for a
analysere inngangs- /utgangsstabilitet.

Nyquist tar utgangspunkt i formuleringer av den form som er gitt i (8.29) og (8.30) der det
framgar at plasseringen av nullpunktene i uttrykket 1 4 /o(s) er avgjgrende for stabilitet,
siden disse blir poler i det lukkede systemet. Vi har

_ ., To(s) _ no(s)+10(s)
Lho(s) = 125 = = (8.44)

der vi konstaterer at polene i det lukkede systemet framkommer som nullpunkter i

1
w, og polene til 1+ Ag(s) er identiske med polene til /g (s).

no(s

Pol Figulrl 8-1k3 ; { Im Dersom vi tegner inn alle nullpunktene
oler og nullpunk- e . .
ters plassering i det “ og pole.ne til 1+ ho(s) i det komplekse?,
komplekse plan N plan, slik som an'tydet ved et eksempel 1
\ figur 8.13, kan vi finne en metode for &
\ detektere hvor mange av nullpunktene til
g | 1+ ho(s) som ligger i hgyre halvplan. Nar
S b 5 /)‘ R‘e vi betegner nullpunktene med A;, A, og
/ A3 og polene med p;, p» og p3, kan vi
Ay / trekke vektorer fra alle disse punktene til
) / et vilkarlig punkt som angir den frie va-
yd riabelen s.
—joo . — -

Med de betegnelsene som er brukt i figur 8.13, finner vi da

_ no(s) +1o(s) _C(s—ll)(s—lg)(s—lg)
P =200 S Gp)G—p2)s—ps) (549
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8.4.1. Utledning av Nyquists stabilitetskriterium

der c er en konstant. Vi merker oss at det alltid vil vere like mange nullpunkter som poler i
1+ ho(s).

I figur 8.13 har vi antatt at to av nullpunktene ligger i hgyre halvplan hvilket betyr at det
lukkede systemet er ustabilt. Videre har vi antatt at en av polene til 1+ h(s) ligger i hgyre
halvplan. Dette betyr at det apne systemet (uten tilbakekopling) er ustabilt.

Tenker vi oss at den frie variabelen s gjennomlgper alle verdier langs den imaginere aksen
fra — joo til 4 joo 0g langs en uendelig stor halvsirkel rundt hele hgyre halvplan, som antydet
i figur 8.13, ser vi at de vektorene som kommer fra punkter i hgyre halvplan, hver for seg
vil gjennomlgpe en hel omdreining mens de vektorene som kommer fra punkter i venstre
halvplan, bare vil svinge opp og ned og ikke utfgre noen hel omdreining.

Dette kan vi benytte til & finne det totale vinkelbidraget for 1+ hg(s). Det blir summen av
vinkelbidragene fra nullpunktene og polene i (8.45), nar s gjennomlgper alle verdier langs
den imaginere aksen fra — joo til + joo 0g langs en uendelig stor halvsirkel rundt hele hgyre
halvdel av det komplekse plan:

* Nullpunktene, A, i hgyre halvplan gir negative vinkelbidrag, fordi vektorene dreier en
omdreining med urviseren (som er negativ vinkelretning).

* Polene, p, 1 hgyre halvplan gir positive vinkelbidrag fordi de befinner seg i nevneren 1
uttrykket 14 hg(s), og beveger ogsa seg en omdreining med urviseren.

* Polene og nullpunktene i venstre halvplan gir ikke noe vinkelbidrag siden disse vekto-
rene beveger seg opp og ned og ender opp der bevegelsen startet.

Vektoren 1+ hg(s) vil derfor fa et totalt vinkelbidrag som er
AZ(1+ho(s)) = —27(N, —N,) (8.46)

der

N, = antall poler i hgyre halvplan for det lukkede system
= antall rgtter i h.h.p. av ng(s) +0(s)
= antall nullpunkter i h.h.p. av 1+ Ao (s)

N, = antall poler i hgyre halvplan for det dpne system
= antall rgtter i h.h.p. av ng(s)
= antall poler i h.h.p. av 1 + ho(s)

Siden betingelsen for stabilitet av det lukkede systemet er at N, = 0, kan (8.46) brukes til &
formulere det generelle Nyquists stabilitetskriterium:

For at et lukket system skal vere stabilt, ma vektoren 1+ &g (s) fa en vinkeldreining lik
27N, nér s gjennomlgper en kontur rundt hele hgyre halvplan med urviseren.
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Figur 8.14

Polar stedkurve for
ho(jo)

Et spesialtilfelle oppstar ndr det dpne systemet er stabilt, dvs. N, = 0. Vi kan da formulere
det forenklede Nyquists stabilitetskriterium som fglger:

For at et system som er apent stabilt, skal forbli stabilt nar det lukkes, ma vektoren

1 + ho(s) fa null vinkeldreining nar s gjennomlgper en kontur rundt hele hgyre halvplan
med urviseren.

Dette er det samme som a kreve at punktet (-1, 0) ligger pa utsida av stedkurven til hg

Den viktigste fordelen med Nyquists stabilitetskriterium er at det er basert pa grafisk tolk-
ning. Det gir derfor muligheter for bestemmelse av stabilitetsforhold ogsa i systemer beskre-
vet med eksperimentelt opptatte dynamiske karakteristikker (frekvensresponser) i stedet for
analytiske uttrykk.

Nyquists stabilitetskriterium baserer seg pa a la den frie variabelen s anta alle verdier langs
den imaginzre aksen og rundt hele det hgyre halvplan. Fysisk realiserbare systemer er strengt
propre; de har den egenskapen at |/o(s)| — O nar |s| — co. Dette medfgrer at vi bare vil vere
interessert i det som skjer nar s antar verdier langs den imaginere aksen, dvs. s = j@. Vi kan
altsa se bort fra den reelle delen av s og utlede stabilitetsforholdene ved & betrakte frekvens-
responsen hp(j®). Vi kan ogséa benytte oss av at vi alltid har ho(j®) = ho*(—jw), dvs. at
den gvre delen av Nyquistkurven (den polare stedkurven) blir speilbildet av den nedre, som
vi finner ved dla @ i hy(jo) variere fra 0 til .

A Im
\\\
’ L w<0
AN
1 \\
\
)
o =0 1
~J .
Re
hoGo) >0

Pa basis av det som er beskrevet i avsnitt 7.2 (se for eksempel figur 7.10), har vi i figur 8.14
tegnet den polare stedkurven for hy(j®) for et monovariabelt, tilbakekoplet system med alle
polene til Ap(s) i venstre halvplan.
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8.4.2.  Nyquist-prosedyre—oppsummert

Vi legger spesielt merke til at |ho(j@)| — O nar |@| — oo . Figuren viser ogsa vektoren
1+ ho(jo) fra punktet (—1+ jO) til stedkurven. Lar vi na s anta alle verdier langs den ima-
ginare aksen (s = j®) og rundt hgyre halvplan, vil vektorenes endepunkter bevege seg langs
den epleformede stedkurven i retning med urviseren. Vektoren ho(j®) vil foreta to hele om-
dreininger med urviseren i dette tilfellet, mens vektoren 1 + A (j®) bare vil pendle opp og
ned ca. 60° i hver retning uten a foreta noen hel omdreining.

8.4.2 Nyquist-prosedyre — oppsummert

Figur 8.15

Prosess

v r— =1
- — = e - — A
L - — |
prosess
Yo e u y
- he(s) = o —=O——
N
hO = hrhu

1. Gitt strukturen i figur 8.15. @vre grein med forstyrrelse v er uten betydning ved stabi-
litetsanalysen.

2. Du ma fgrst finne antall poler N, i h.h.p. (dvs. ustabile poler) for ip. Hvis N, > 0, er
ho apent ustabil, ellers apent stabil.

3. Plott polardiagrammet for sy med valgt regulator og forsterkning.

4. Tell hvor mange ganger vektoren 1 + A roterer (netto) nar vektorens endepunkt gjen-
nomlgper grafen. Vinkelen AZ(1+ hg) blir 27 ganger dette heltallet (som kan veare
negativt, avhengig av dreieretning).

5. Antall poler i h.h.p. for det lukkede system, N,, blir da: N, = N, — w. Hvis
N, > 0, er det lukkede systemet ustabilt.
Sagt pa en annen mate: Systemet er stabilt hvis AZ(1+hg) = 27N,,.
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8.4.3 Nyquists kriterium for apent stabilt system

Figur 8.16
Stedkurve for

ho(j)

Siden systemet i figur 8.14 var forutsatt & ha sine poler av A (s) i venstre halvplan, vil kravet
til stabilitet for det lukkede systemet vere at AZ(1+ ho(jo)) = 0 slik som tilfellet er i figur

8.14. Dette tilbakekoplede systemet er derfor stabilt.

Figur 8.16 viser en tilsvarende stedkurve for et system med litt andre parametre enn det som

er vist i figur 8.14.

o>0

I dette tilfellet vil vektoren 1+ hg(s) oppfere seg annerledes nar s gjennomlgper alle verdier
langs den imagin@re aksen og rundt hgyre halvplan. Vi finner at AZ(1+ ho(jw)) = —4m,
siden vektoren 1+ ho(jw) foretar to hele omdreininger med urviseren, nar s gjennomlgper
alle verdier langs den imaginare aksen. Dersom systemet som forutsatt har alle poler av
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ho(s) i venstre halvplan, det vil si N, = 0, medfgrer dette ifglge (8.46) at N,, = 2. Dette betyr
at 1+ ho(s) har to nullpunkter i hgyre halvplan. Det lukkede systemet er derfor ustabilt i
folge Nyquists forenklede kriterium.

Dette prinsippet skal illustreres med noen eksempler.

EKSEMPEL 8.13: Apent stabilt system med poler i venstre halvplan

Vi undersgker fgrst det samme systemet som er brukt i eksempel 8.5 og eksempel 8.8:

K
(1 —I—Tls)( —|—Tzs)( —|—T35)

ho(s) = (8.47)

Velger vi Ty = 1, T, = 5 og T3 = 10 vil polene til hy(jw) fa en plassering som vist i figur
8.17. Figur 8.18 viser stedkurvene til /p(jo) nar K = 10, K = 19.8 og K = 30.

Figur 8.17 A Im
Poler og nullpunk- |
ter til h()(j(l)) idet |
komplekse plan |
Loy |
I
S -1 | ! Re
T, ——=-02|
T
|
|
|
|

Figur 8.18 viser stedkurvene heltrukket for positive @. Stedkurvene for negative @ er stiplet.
Vektoren 1+ ho(jm) er antydet for en bestemt frekvens for hver av de tre verdiene av K. Nar
K =10, ser vi at systemet vil vare stabilt. Dette er fordi systemet er “apent stabilt”, og fordi
vektoren 1 + hg(s) ikke far noen netto vinkelendring nér s gjennomlgper alle verdier rundt
hgyre halvplan. For K = 30 vil derimot vektoren 1+ /¢ (j®) fa et netto vinkelbidrag pa —4,
hvilket betyr at systemet er ustabilt for denne verdien av K. Den kritiske verdien av K er 19.8
som er den verdien der stedkurven til s(j®) akkurat gar gjennom punktet (—1 + jO). Dette
resultatet kan kontrolleres mot (8.22) som gir samme svar.
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A Im

Figur 8.18
Stedkurve for
ho(jo) nar
K =10,
K=19.8 og
K =30

EKSEMPEL 8.14: Apent stabilt system med pol pa den imaginaere akse

Vi undersgker na det samme systemet som i eksempel 4.13 og eksempel 8.9. Vi har

K

T s(1+Tis)(1+ Dos) (8.48)

ho(s)

Figur 8.19 viser plasseringen av polene til h(s) for det tilfellet at 7y = 1 0g T, = 5.

Figur 8.19 A Im
Polene og null-
punktene til sig(s) i
det komplekse plan

|
|
|
|
|
|
L

r
1
|
|
|

Her har vi det spesielle tilfellet at en av polene ligger pa den imaginare aksen. Siden den
imaginere aksen utgjgr randen av venstre halvplan, lar vi s anta alle verdier langs den
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imaginere aksen bortsett fra i nerheten av origo der vi lar den fglge en liten sirkel med
radius 7 inn i hgyre halvplan. Lar vi r — 0, vil dette medfgre at stedkurven for A (jm) vil
gjennomlgpe en tilsvarende uendelig stor halvsirkel rundt hgyre halvplan, se eksempel 6.5.
Vi gnsker fgrst & finne realverdien av vektoren ho(j®) nar @ — 0.

K
jo(1+Tjo)(1+Tjo)
_ K(I—lea))(l—nga))
jo(l+Tjo)(1+hjo)(1-Tjo)(1-Tjo)

ho(jo) =

K- (1 +1)jo—-TTHo?)
~jo(1+(T10)*)(1+(hw)?)

Vi dividerer med j i teller og nevner og ser at det fgrste og siste leddet i telleren blir
imaginert. Lar vi sd @ — 0, blir resultatet som fglger

Re ho(ja)) = —K(T1 + Tg) (8.49)

0—0
Dette medfgrer stedkurver av o (jw) for positive @ som antydet i figur 8.20.

Figur 8.20 N S A Im
Stedkurve for NN
ho(j®) nar )
K=24,
K=12o0g
K=0.6

Herav er det lett a utlede at systemet vil vare stabilt for K = 0.6, ustabilt for K = 2.4 og
akkurat pa grensen til stabilitet for K = 1.2. Likning (8.35) i eksempel 8.9 viser at systemet
er stabilt for

Lh+1

0<K<
VD)
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som gir en stabilitetsgrense pa K = 1.2 for dette systemet. Den nedre grensen i denne ulik-
heten kunne vi ogsa ha bestemt ved hjelp av Nyquists kriterium, fordi stedkurven med

negativ K ville omslutte punktet (—1+ jO) uansett verdiene av 7 og T>.
|

8.4.4 Det logaritmiske Nyquist-diagram

Figur 8.21

Vi skal her presentere et alternativt Nyquist-diagram. I dette er amplituden pa radiusvektor i
logaritmisk skala [dB], mens vinkelen pa vektor er den samme som i det ordinzere diagram-
met. Dette logaritmiske Nyquistdiagrammet er spesielt fordelaktig nar A (s) har poler pa den
imaginere akse. Dette forklares best gjennom et eksempel. Figur 8.21 viser det ordinare
Nyquistdiagrammet for transferfunksjonen

K,(1+3s)(1+2s)

ho(s) = d K, =200 8.50
08) = ST5505)(1 + 105)(1 £0.55) (1 £0.15) "4 Ko (8-50)

x10°  stoagen NyauistDisgram

051

051

-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0

wwwwww

qqqqqqqqqqqqq

RRRRRRRRRRRRRR

Dette systemet er dpent stabilt; det er ingen poler i hgyre halvplan, vi har N, = 0. Nyquists
kriterium forteller oss da at grafen skal ga pa innsida av det kritiske punkt -1. Systemet har
en pol i origo, og ellers tidskonstanter med stor spennvidde (den siste egenskapen gjgr at
slike systemer ofte kalles “stive”, og det kan noen ganger vaere krevende a simulere dem
numerisk). MATLAB-funksjonen nyquist (hg) gir resultatet som er vist i figur 8.21. Det
er den samme grafen, vist i fire forskjellige skalaer, hvor vi zoomer inn etter hvert. Oppe til
venstre (delfigur a) ma vi starte med svert stor verdier langs aksene, pa grunn av polen i



293 8.4.4. Det logaritmiske Nyquist-diagram

origo. Etter hvert som vi zoomer inn, kommer det nye lgkkerfram pa grafene, og disse skyldes
at tidskonstantene gjgr seg gjeldende etter tur. Totalbildet er likevel uklart: Er det lukkede
system stabilt; gar grafen pa innsida av punktet -1? Ved & zoome inn og ut, og ta notater, kan
man finne ut at det er stabilt med K, = 200. Men stabiliteten er betinget: Ved & starte med
en tilstrekkelig liten K),, og prgve gkende verdier, oppdager man at det lukkede system gar
gjennom stadiene stabilt, ustabilt, stabilt, ustabilt. Men dette er altsa ikke lett a finne ut ved
hjelp av et ordin@rt Nyquist-diagram.

Figur 8.22

En knettliten
bue for s rundt
en pol pa Im-
aksen ...

..enbitaven |
logaritmisk
spiral

Figur 8.23

Vi betrakter na i stedet figur 8.23: her plotter vi radiusvektor ikke som |A(j®)|, men som
20log;, |ho(j)|, altsé i [dB]. Alle verdier mindre enn 10~° blir satt til 107 = —120 dB,
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som er plassert i sentrum i diagrammet. Fasevinkelen Zh(s) er den samme som i det van-
lige Nyquistdiagrammet. Banen til s ner polen til /(s) velges som en bit av en meget liten
logaritmisk spiral inn i hgyre halvplan, indikert pa figur 8.22. Dette fgrer til en stor korre-
sponderende bue! inn i h.h.p. for /i(j), som vist i figur 8.23.

Vi ser na at vi kan ta ut all informasjon for a sjekke stabiliteten av det lukkede system fra
figur 8.23 a. Zooming ut og inn, med inspeksjon av grafer i forskjellig skala, er ungdvendig.
Vi ser at det lukkede systemet er stabilt. Og forsterknings- og fasemarginer (definert seinere i
dette kapitlet, se avsnitt 8.4.9) kan hentes ut av figuren, bortsett fra at forsterkningsmarginen
vil bli i dB. Figur 8.23 b viser dette nyglog-diagrammet for 40 dB hgyere forsterkning. Det
lukkede system er na ustabilt.

MATLAB-funksjonen nyqlog( . ) kan finnes og lastes ned via Mathworks file exchan-
ge. Ytterligere dokumentasjon finner man i Andresen, T. A Logarithmic-amplitude Polar
Diagram”, Modeling, Identification and Control, vol. 22 no. 2, 2001.

8.4.5 Nyquists kriterium for apent ustabilt system

Et dpent ustabilt system har poler i hgyre halvplan, N, # 0. For at det lukkede systemet da
skal bli stabilt, ma AZ(1+ho(s)) = 27nN,.

Dette innebzrer at Nyquistkurven skal omslutte det kritiske punkt N, ganger i positiv vin-
kelretning nar @ gar fra —oo til +oo. A gke regulatorforsterkningen kan noen ganger vere
tilstrekkelig for & oppna dette, som vi skal se i et eksempel:

EKSEMPEL 8.15: Apent ustabilt system — kjemisk reaktor

Enkelte prosesser som skal utstyres med automatisk regulering, vil under visse betingelser
kunne veare apent ustabile. Dette er for eksempel tilfellet med en eksoterm reaksjon der den
utviklede varmen i et visst temperaturomrade gker sterkere med gkende temperatur enn den
bortfgrte varmen ved naturlig kjgling, slik tilfellet var for systemet fra eksempel 3.6 — som
vi na skal studere stabilitetsegenskapene til. I figur 8.24 a) er vist kjglekarakteristikken fra
reaktoren. Vi baserer oss pa den lineariserte modellen av systemet for sma endringer rundt et
arbeidspunkt, x”, u”.

Dersom temperaturen er noe lavere enn x”, vil det vaere et overskudd av kjgling med det
resultat at temperaturen ma synke inntil likevekt oppnas i det punktet som er antydet med P;.
Dersom temperaturen i reaktoren er noe hgyere enn x”, er det et overskudd av reaksjonsvarme
med det resultat at temperaturen i reaktoren ma gke inntil likevekt oppstar ved temperaturen
som er antydet ved punktet P». @nsker vi at reaktoren skal holdes pa en temperatur mellom
de to stabile yttergrensene, ma vi anordne en forsert og automatisk regulert kjgling slik at den
resulterende kjglekarakteristikken gar brattere enn reaktorkarakteristikken.

'Denne buen blir en bit av en sikalt Arkimedes-spiral. Poenget med ikke & benytte sma halvsirkler for s her, er &
unnga at man fér buer for iip(j@) som faller oppa hverandre. Da blir det vanskelig & se antall omdreininger for
vektoren 1+ hg(jo).
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Figur 8.24
a)Kjglekarakteri-
stikk for
reaktor
b) Blokkdiagram
for linearisert
reaktor med
regulering

Figur 8.24 b) viser det lineariserte systemet! med regulator. Den lineariserte prosess har
en positiv tilbakekopling a rundt en integrator. Vinkelkoeffisienten til funksjonen Q; + Q> i
punktet x” i figur 8.24 a), er Ca. For enkelhets skyld antar vi varmekapasiteten C = 1, og
koeffisienten b fra (3.89). Regulatoren er en proporsjonalregulator —K,,. Transferfunksjonen
1/(1+T's) kommer (ugnsket) i tillegg til i regulatoren fordi det er en viss dynamikk (treghet)
forbundet med endringen av kjgleeffekten.

er sz _________ p---
e Q](x)
pa 0,(x)+ 0, (x, i)
a) e -
P ‘~\\\ P2 X
IR ONCRT)
4
x’= konst.
b
xy = —Ax 1 Au Ax X
0 ~ % % 1 .
—p 1+ Ts ' s ~
b) regulator

IDen lineariserte strukturen basert pi sma utslag rundt et arbeidspunkt, bruker vi for & analysere egenskapene til
den valgte regulatorlgsning. Men vi implementerer reguleringsstrukturen som vist i figur 3.16 — vi setter pa det
totale padrag u, ikke Au
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Det negative fortegnet i regulatoren er ngdvendig fordi b er < 0. Sagt pa en annen mate: Hvis
reaktoren blir for kald (—Ax > 0), ma kjglinga reduseres, dvs. Au < 0.

Det apne systemets transferfunksjon blir

K,

hols) = (1+Ts)(s—a)

(8.51)

Betingelser for stabilitet av dette lineariserte systemet kan finnes ved bruk av Rouths kriteri-
um
no(s) +1o(s) =Ts*+(1—aT)s+K,—a (8.52)

Herav finner vi umiddelbart betingelsene for stabilitet:

1
r<- , K,>a
a

Det er med andre ord en gvre grense for tidskonstanten 7 til oppbygging av kjgleeffekten
som kan tolereres, og forsterkningen i regulatoren K, ma vare stgrre enn en viss verdi.

Vi skal na benytte Nyquists kriterium til & bestemme de samme grenseverdiene. Figur 8.25
viser polare stedkurver for /ig(jw) nar T < 1/a og for de to tilfellene K, /a > 1 og

K,/a < 1. Siden ho(s) for a > 0 vil ha 1 pol i hgyre halvplan, vil betingelsen for stabilitet av
det lukkede systemet ifglge (8.46) vere at

AZ(1+ho(s)) = 27N, =21 (8.53)
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Figur 8.25
Stedkurve for
ho(j®) nar

T < 1/a og for de
to tilfellene
K,/a>1o0g
Ky/a<1

Figur 8.26
Stedkurve for
ho(j®) nér

T > 1/a og for de
to tilfellene
K,/a>1og
Ky/a <1

Trekker vi vektorer fra punktet (— 1+ jO) til stedkurvene i figur 8.25, ser vi at dette kravet vil
bli oppfylt nar K,,/a > 1. Vi har altsa et tilfelle der stedkurven faktisk skal omslutte punktet
(—1+ jO) for at det lukkede systemet skal bli stabilt.
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Dersom T > 1/a ville stedkurvene for systemet med de tilsvarende betingelsene bli som vist
i figur 8.26. Rotasjonsretningen for vektoren 1+ /4o(j®) nar K, /a > 1 vil na vaere med urvi-
seren. Dette medfgrer at vinkelbidraget blir AZ(1+ ho(s)) = —2x, hvilket ikke tilfredsstiller
(8.46). For T > 1/a er det derfor ikke mulig a finne noen verdi av K, som gjgr systemet
stabilt.
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De refleksjoner som i dette tilfellet matte gjgres for & bestemme stabilitetsbetingelsene ved
hjelp av Nyquists kriterium, er mer omfattende enn ved bruk av Rouths kriterium. Hadde
systemet hatt en mer komplisert dynamikk, ville det ikke ngdvendigvis vert slik.

|

8.4.6 Nyquists stabilitetskriterium ved ikke-rasjonale funksjoner

Nyquists kriterium har, fordi det er grafisk basert, en vesentlig fordel framfor de algebraiske
kriteriene ved undersgkelse av stabilitet for systemer som inneholder ikke-rasjonale funk-
sjoner. En prosess i et reguleringssystem som inneholder en transportforsinkelse, er et slikt
tilfelle, f.eks.

Ke—TS

ho(s) = 175

(8.54)

Det kan formelt pavises at Nyquists stabilitetskriterium ogsa gjelder for slike tilfeller. Sted-
kurven til hp(jw) er vist i figur 8.27. Siden det apne systemet er stabilt, ma vi forlange at
punktet (—1 + jO) blir liggende utenfor stedkurven. Vi bruker gjerne betegnelsen gy pa
verdien av @ som gjgr at Zho(jw) = —180°. Kravet til stabilitet blir da at |o(jwig0)| < 1 og

ho(O) =K>—1.
Figur 8.27
Stedkurve for
ho(jo) e
N 0<0
—14,0 R'e
®>0

Ogsa for systemer med hgyt ordenstall vil Nyquists kriterium ofte vere enklere i bruk enn de
algebraiske kriteriene.
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8.4.7 Bruk av amplitude/fase-diagram til stabilitetsundersgkelse

I enkelte tilfeller er det mer hensiktsmessig a undersgke stabilitetsforholdene ved framstil-
ling av stedkurver i amplitude/fase-diagrammer i stedet for i Nyquist(polar-)diagrammer, i
det minste for apent stabile systemer. AF-diagrammet svarer til Nichols-diagrammet uten det
krumme rutenettet. Det “kritiske punktet” (—14 jO) som stedkurven ma ga pa innsiden av i
Nyquistdiagrammet, er i AF-diagrammet punktet (0 [dB], — 180°). Kravet om & gé pa inn-
siden av det kritiske punkt, svarer i AF-diagrammet til at /o(j®) ma passerer til venstre for
(0 [dB], — 180°) med gkende frekvens. Se figur 8.28 nedenfor. Og jo lenger vekk ho(j) er
fra (0 [dB], — 180°), jo mer stabilt er systemet. Na har vi fatt forklaringa pa hvorfor det er
sa viktig a fa ho(jw) til a “smyge seg utenom” den uendelig hgye “fjelltoppen” til N(jo) i
punktet (0 [dB], — 180°), som vi snakket om i forbindelse med Nicholsdiagrammet i eksem-
pel 7.4. Videre innser vi nd at nzrhet til stabilitetsgrensen innebarer en hgy resonanstopp i
IN(jow)| og [M(jw)|. Hvis vi velger en regulator som gir en lav resonanstopp, vet vi med
andre ord at systemet blir stabilt med god margin.

EKSEMPEL 8.16: Stabilitetsundersokelse av apent stabilt system i AF-diagram

Figur 8.28
Stedkurve for
ho(j®) 1 ampli-
tude/fase-diagram

Vi skal illustrere bruk av et amplitude/fase-diagram til stabilitetsundersgkelse, ved igjen & ta
utgangspunkt i likestrgmsmotoren i eksempel 4.13. Dette systemet har stedkurver som vist i
figur 8.20. Disse er na overfgrt til amplitude/fase-diagrammet i figur 8.28.

Dersom verdien av K endres fra K = 0.6 til K = 1.2 og K = 2.4, vil stedkurven behol-
de sin form, men forskyves oppover. Nar K = 1.2 gar stedkurven akkurat gjennom punktet
(0 [dB], — 180°), og denne situasjon representerer grensen mellom et stabilt og et ustabilt
system. Stabilitetsbetingelsen blir etter dette K < 1.2. Tidligere har vi funnet at vi ogsa ma
forlange at K > 0. Denne betingelsen er det ikke fullt sa lett a se i et AF-diagram.

) (B4 )

20

-270° S/ 800 ~90° Zhy

=20

~40
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Figur 8.29
MATLAB-kode for
generering av AF-
diagram

I figur 8.28 har vi tegnet tre stedkurver som har samme form, for & finne den verdien av
K som gir stabilitetsgrensen. Alternativt kunne vi hatt en kurve og forskjgvet 0-dB-linjen
(aksekorset) i forhold til den.

AF-diagrammet i figur 8.28 kan genereres ved bruk av MATLAB-koden i figur 8.29. Figur
8.28 bgr sammenliknes med figur 8.20 og likning (8.35). Dette skulle kunne gi en forsta-
else for ssmmenhengen mellom tre ulike metoder for stabilitetsundersgkelser av et regulert
system.

1 K1 = 0.6; K2 = 1.2; K3 = 2.4;

2 Tl = 1; T2 = 5;

3 tl = K1; t2 = K2; t3 = K3;

4 n0 = [T1+T2 (T1 + T2) 1 01;

5 w = logspace (-3, 3, 2000);

6

7 nichols(tl,n0,w)

8 hold on

9 nichols(t2,n0,w) ~ ,/
10 hold on a

11 nichols (t3,n0,w), axis([-270 -90 -40 40])
12 hold off

EKSEMPEL 8.17: Stabilitetsundersokelse av “betinget stabilt” system i AF-diagram

Gitt systemet
K(l + TZS)(I + T3S)
ho(s) = 8.55
o) = ET 5 Tis) (1 + Tas) (1 + T59) (8.59)

der Ty > T, > Tz > T, > Ts > 0. Systemet er har ingen poler i hgyre halvplan. Vi legger
spesielt merke til at hp(s) har en dobbel pol i origo. Stedkurven for h(j®) inntegnet i et
amplitude/fase-diagram, vil for en bestemt verdi av K kunne bli som i figur 8.30.

For det viste tilfellet ser vi at det kritiske punktet (0 [dB], — 180°) ligger til venstre for sted-
kurven hg(s). Et tilbakekoplet system med denne formen vil derfor vere stabilt. @kes derimot
forsterkningsfaktoren K med en stgrrelse AK| [dB], vil systemet komme til stabilitetsgrensen.
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Figur 8.30
Stedkurve for
ho(jo) i AF-

diagram

Dette tilsvarer den situasjonen som er vist i figur 8.28. I dette tilfellet ser vi imidlertid at
systemet ogsa vil komme til en stabilitetsgrense dersom forsterkningsfaktoren K reduseres,
med AK; [dB]. Dette er noe nytt. Systemet er stabilt dersom

K, < K <K;
o] 1dBI 4
40
)
20

AK

_270° —90°
AK 0

-20

Vi har

K; [dB] — K, [dB] = AK; [dB] +AK> [dB]
eller i lineare enheter

K
—L _ AKAK,
K>

Et system av denne arten kalles ofte betinget stabilt. Arsaken til navnet er at det ogsd kan
bli ustabilt med avtagende positiv forsterkning i tilbakekoplingsslgyfen. Dette kan i mange
tilfeller vaere et problem dersom vi har & gjgre med komponenter som mister forsterkning
pa grunn av slitasje, elding, temperatur eller liknende. Samme fenomen oppstar ogsa nar
forsterkningen i slgyfen avtar pa grunn av ulinezre effekter som “metning” og “dgdsone”.
Dette problemet behandles 1 kapittel 12.

|
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8.4.8 Bode-Nyquist-kriteriet

Dersom det apne systemet er stabilt, det vil si at h(s) ikke har poler i hgyre halvplan, kan
vi med fordel bruke Bodediagram til undersgkelse av stabilitetsforhold i stedet for polardia-
gram. Vi introduserer metoden med et eksempel.

EKSEMPEL 8.18: Bode-Nyquist-kriteriet pa regulering av likestromsmotor

Vi benytter likestrgmsmotor-eksempelet som er gjennomgatt tidligere i eksemplene 8.14 og
8.16. Amplitude/fase/frekvens-diagrammer for dette systemet er vist i figur 8.31 for de tre
verdiene

K=0.6=—-4.4][dB]
K=12=1.6[dB]
K=24=17.6[dB]

Figur 8.31 [ho(o)| [dB]
Amplitude/fase/
frekvens-diagram
for systemet 20|

30 +

-20 |

=30 L

—40 T T AV C R
0.001 0.01 0.1 1 10

Zhy(jo)

—135° ¢

—180° 1

—225°r1

-270° ‘ ‘ ‘
0.001 0.01 0.1 1 10
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Siden det bare er forsterkningen K som er endret, vil kurven for fasevinkelen Zhy(j®) vere
den samme i alle de tre tilfellene. Vi bemerker at de kurvene som er visti figur 8.31 inneholder
eksakt samme informasjon som de som er vist i figur 8.20. For de tre forskjellige tilfellene
far vi som avmerket tre forskjellige kryssfrekvenser .1, @, 0g ®.3. Vi merker oss ogsa den
frekvensen der Zho(j@) = —180°. Denne betegnes som for @;gp.

Anvendelse av Nyquists kriterium pa det foreliggende tilfellet vil gi fglgende betingelser for
stabilitet:

Zho(jo) > —180° og |ho(jwisy)| < 1 =0 [dB] (8.56)

Denne anvendelsen av Nyquists stabilitetskriterium er meget hensiktsmessig i praktisk bruk
og vil bli ytterligere avklart ved bruk av to nye begreper som beskrives i neste avsnitt.
]

8.4.9 Fasemargin. Forsterkningsmargin

Den polare stedkurven for et vilkarlig apent stabilt system, og tilsvarende amplitude/fase-
diagram og amplitude/fase/frekvens-diagram er vist i figur 8.32.

Figur 8.32 a) viser en sirkel i det komplekse plan med sentrum i origo og radius lik 1. Den
aktuelle stedkurven skjerer denne sirkelen i punktet P og den negative reelle aksen i punktet

0.

Stralen fra origo gjennom punktet P danner vinkelen y med den negative reelle aksen. Punk-
tet Q ligger i avstanden 1/(AK) fra origo. Vi ser at stgrrelsene y og AK kan brukes som et
mal for hvor neer stedkurven kommer det kritiske punktet (—1+ jO). Dersom 1/(AK) > 1 vil
stedkurven komme pa feil side av det kritiske punktet, og AK ma derfor vare stgrre enn 1 (0
[dB]) for a oppna stabilitet. Dersom y < 0, vil ogsa stedkurven komme pa feil side av det
kritiske punktet, og ¥ ma derfor vare stgrre enn null for & oppna stabilitet.

Vi har felgende betegnelser

y = fasemargin

AK = forsterkningsmargin

De samme stgrrelsene er identifisert i figur 8.32 b) og ¢). Frekvensene @, og gy er ogsa
angitt for de tre framstillingsformene.
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Figur 8.32 A Im
Fasemargin og for- PN L
sterkningsmargin i , N AK > o) [dB] A
\
a) Nyquist- ®
diagram
b) AF-diagram M e
¢) AFF-diagram Mo |
{ \ o, Zh
AK
/ ©180
D)
|| [dB] A
1g=w
Zhg A
lg=<»
-90° T
~180°+
c)
Innfgrer vi definisjonene
Y = Zho(jo) — (—180°)
1 (8.57)

AK

|ho(j@is0)]

bl

AK

~ Jho(jorso)]
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finner vi at betingelsene for stabilitet som er utledet i forrige avsnitt, kan uttrykkes som
yv>0, AK>1=0][dB] (8.58)

Fasemarginen y er et uttrykk for den ekstra negative fasedreiningen til /o(j®) som kan téles
ved |ho(jw)| = 1 = 0 [dB], fgr systemet blir ustabilt. Forsterkningsmarginen AK er et mal
for forsterkningsgkningen som kan tales ved @ = @,gg, fgr systemet blir ustabilt.

Béade systemets faseforskyvning og forsterkning kan tenkes & endre seg pa grunn av parame-
terendringer i systemet som har sin arsak i ytre betingelser; slitasje og liknende. Det er derfor
hensiktsmessig & spesifisere en viss stabilitetsmargin ved & bestemme minimale verdier for
v og AK. Slike verdier kan for eksempel vere

v >45° og
AK >2 =06 [dB]

Begrepene fasemargin og forsterkningsmargin er spesialtilfeller av et mer generelt begrep,
parametermargin. En slik stgrrelse ville vaere et mél for hvor mye en vilkarlig parameter
i systemet kan endre seg fgr systemet blir ustabilt. Det er imidlertid som oftest vanskelig &
bestemme marginen for vilkarlige parametre. Fasemargin og forsterkningsmargin er lette a
identifisere og anvende. Et samlenavn for fase- og forsterkningsmargin er stabilitetsmargin.

Fasemargin og forsterkningsmargin angér egentlig bare forholdet til absolutt stabilitet. Figur
8.32 a) og b) viser koten for [N(j®)|max. Den stgrste verdien av |[N(j@)| opptrer nar

|14 ho(jo)| er minst fordi [N(jw)| = 1/|1+ho(jo)|. Figurene indikerer imidlertid at vi ved
et hensiktsmessig valg av ¥ og AK kan fa en viss styring med hvilken verdi av |N(j®)|max
som vil oppsta. Dette avhenger av hvilken form stedkurven har mellom punktene P og Q.
Det viser seg at systemer som kan beskrives med rasjonale funksjoner, og som ikke oppviser
resonanser i frekvensomradet mellom P og Q, ofte vil ha en rimelig entydig sammenheng
mellom stgrrelsen av paret (¥, AK) og stgrrelsen |N(j®)|max-

Selvsagt kan vi unngé bruk av stgrrelsen ¥ og AK og dimensjonere systemet bade med hen-
syn til stabilitet og frekvensrespons ved hjelp av N(j®), men denne stgrrelsen framgar ikke
direkte av et Bodediagram. Stgrrelsene y og AK er derfor framfor alt nyttige i forbindelse
med stabilitetsundersgkelse og syntese ved hjelp av Bodediagrammer.
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EKSEMPEL 8.19: Fasemargin og forsterkningsmargin i stabilitetsundersokelse

Vannkraftverk inneholder flere ulike reguleringssystemer slik at frekvensen og spenningen
pa den leverte elektriske effekten er tilfredsstillende. Turbinregulatoren styrer via en eller
flere ventiler vannstrgmmen inn pa en turbin. Vi antar at turbinen tilfgres vann over en lang
rorledning. Transferfunksjonen mellom bevegelsen av padraget (apningen av ledeskovlene
ved Francis-turbin) og det utviklede dreiemomentet kan da tilnermet uttrykkes ved

_ K(1-Tys)

hi(s) = 11 05Ts (8.59)

T, er her en konstant som er avhengig av rgrdimensjonene og elastisiteten i vannet. Vi har
fatt et nullpunkt i hgyre halvplan (dette refereres ofte noe villedende til som et “negativt”
nullpunkt). Den fysikalske betydningen av dette er at nar padraget plutselig gkes, vil det
utviklede dreiemomentet forst plutselig avta for siden a stige mot sin nye stasjonzre verdi.

Antas turbinen a veere tapsfri, vil transferfunksjonen mellom netto dreiemoment (differansen
mellom det utviklede dreiemomentet og belastningsmomentet) og hastighet bli

1

hy(s) = Is

der I er aggregatets (turbin + generator) treghetsmoment.

ho = h,hyhy for dette systemet vil bli ikke-minimum-fase (IMF) pa grunn av leddet 1 — 7,.s i
hy.

Vi skal na anta at turbinregulatoren har transferfunksjon

14 T;s

hr(S): 4 T:s
i

(8.60)

(Dette er en sakalt PI-regulator som blir neermere presentert i avsnitt 9.3.1. Dette er en for-
smak pa en annen regulator enn den rene proporsjonal- (P-)regulatoren vi stort sett har an-
vendt til na.)

Figur 8.33 viser et blokkdiagram for det komplette reguleringssystemet.

Figur 8.33 v
Blokkdiagram for Yo 1+Ts | u 1-T.s % - 1 y
turbin med K, T;s K= 0.5T,s Is
regulator

h.(s) hy(s) hy(s)
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(Denne modellen er ikke helt realistisk fordi en virkelig turbinregulator ma ha minst en ekstra
pol i sin transferfunksjon som skyldes padragsmotoren. Men forenklingen har liten betydning
for de punktene vi skal diskutere her).

Vi begynner med proposjonalregulator K,,. En vanlig prosedyre er 4 starte med “kritisk”
forsterkning K,x = den forsterkningen som bringer systemet pa stabilitetsgrensa. Da vil

O, = wg0. Ut fra symmetribetraktninger pa |hg|, og Zh,, ma 0-dB-linja da ligge som vist
i figur 8.34. Men vi mé né finne K,; som svarer til denne posisjonen for 0-dB-linja: For
o <<lerlhl|,~ % Det betyr at asymptoten til venstre skjerer 0-dB-linja i @ = K. Men
denne w er ogsa lik T%, da vi her knekker opp til horisontal asymptote = K, = T%

Mer generelt: Nir man skal tegne Bode-diagram kan man for s vidt velge K, fritt;
man ma da bare passe pa a plassere den motsvarende 0-dB-linja i riktig posisjon.
Etterpd kan man endre diagrammet til andre verdier av K, ved 4 forskyve 0-dB-linja
opp (mindre K),) eller ned (stgrre K,). Husk at Zhq (heldigvis) ikke endrer seg nar
K, endres.

Vi antar for enkelhets skyld at K/I = 1 og tegner Bodediagram for i (jw)hy(jo).
Resultatet blir som vist 1 figur 8.34. Vi legger spesielt merke til at nullpunktet i hgyre
halvplan gir en negativ fasedreining som nermer seg —90° ved gkende frekvens.
Resultatet er at vi far en total fasevinkel som naermer seg —270° for turbin med
rgrledning.

Antar vi fgrst at 7T; = oo, vil regulatoren bli en ren proporsjonalregulator. Vi velger
K, < 1/T, slik at ®. < @3, for at slgyfen med
14+4Ts 1-Ts 1

h =K -
o(s) P Tis 1405Tss

skal tilfredsstille kravene Bode-Nyquist-kriteriet stiller for stabilitet.
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Figur 8.34
Bodediagram for
system med P-
regulator

\\<‘h0‘[,
L S

10 M
[dB]

1+jwT; / ) *
j“"Ti
0-dB-linje, PI-reg.
0-dB-linje, P-reg.
o _1
0-dB linje; kritisk Kp Tr
0001 001 100

ol
0°

450 ¢
-90° IS EE .
—135°
—180°

—225°

-270° L T
0.001 0.01 0.1 1 10 100

(x)T,,

Ved a dimensjonere systemet ut fra prinsippet med fasemargin og forsterkningsmar-
gin og velge v > 45° og AK > 2 = 6 [dB], finner vi at det er ngdvendig a bruke
K,T, ~ 0.45 = —7 [dB]. Hadde vi lagt 0-dB-linjene slik at den foreskrevne forsterk-
ningsmarginen akkurat ble tilfredsstilt, ville vi ikke fatt tilstrekkelig fasemargin. I
andre tilfeller kan dette forholdet vere omvendt.

Vi vil na innfgre PI-regulatoren. For vilkarlig verdi av 7; vil uttrykket
1+ joT;
joT;

fa et amplitude- og faseforlgp som vist i figur 8.34. Hvis 1/T; < @, vil det negative
fasebidraget pa grunn av PI-virkningen bli lite i nerheten av w,,. Vi kan da superpo-
nere de to karakteristikkdelene og det er ikke ngdvendig a endre den O-dB-linjen som
er bestemt for tilfellet med P-regulator. Velger vi derimot & forskyve punktet 1/7; til
hgyre, vil dette som oftest medfgre at vi ma korrigere plasseringen av 0-dB-linjen for
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a tilfredsstille den foreskrevne stabilitetsmarginen. For a oppna hurtig nullstilling av
statisk avvik er det gnskelig a ha 7; minst mulig. En rimelig innstilling ut fra hensyn
som her tas vil da vere 7; = 107, som gir karakteristikker som vist i figur 8.34. Den-
ne verdien av 7; gjgr at vi akkurat kan oppnd y = 45° ved 4 velge K,7, = 0.3 = —11
[dB]. Den nye 0-dB-linjen er vist i figuren. Vi kan derfor oppsummere de funne re-
gulatorparametrene:

P-regulator, K,T, = 0.45 = —7 [dB], .1, =0.55
Pl-regulator, K,7, = 0.3 = —11 [dB], w,T, =0.3,T, =107,

Til sammenlikning kan vi benytte et av de algebraiske kriteriene pa systemet i figur
8.33. Vi finner da stabilitetsbetingelsene:

1
O<Kp<?

.
15K, 8.61)
TO1-K, T

Disse betingelsene er framstilt grafisk 1 dimensjonslgs form i figur 8.35. I parameter-
omradet for stabilt system har vi ogsa inntegnet et punkt som gjelder det valget av
K, og T; vi gjorde foran. Det framgér her at vi har fétt en gkt forsterkningsmargin i
forhold til det vi opprinnelig spesifiserte, nemlig AK = 2 = 6 [dB]. Ifglge figur 8.35
har vi na en forsterkningsmargin AK ~ 3.1 ~ 10 [dB].
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Figur 8.35
Grafisk framstilling
av stabilitets-
betingelser

Figur 8.36

Nicholsdiagram

LK,
([Tt ——— - - — - - — — — — — — — -
Ustabilt (10, 0.95)
Stabilt _ @) N
AK =20 lg( 03) "~ 10 [dB]
0.5 +
(10, 0.3)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T;
7,

Til slutt i dette eksemplet kan det vaere av interesse a se resultatet av bruken av begre-
pene fasemargin og forsterkningsmargin med hensyn pa systemets reguleringsgrad
N(jw). Figur 8.36 viser de endelige karakteristikkene fra 8.34 i et Nicholsdiagram.
Vi ser at vi har oppnadd |N(j®)|max = 4.5 [dB]. I dette tilfellet gir bruk av de gitte
kravene til fasemargin og forsterkningsmargin en ekstra lav resonanstopp i regule-
ringsgraden, fordi grafen til iio(j®) krummer seg sa sterkt i nzerheten av det kritiske
punkt. Men ogsa generelt kan man si at krav til bade fase- og forsterkningsmargin er
noksa ekvivalent med krav om lav resonanstopp |N(j®)|max-

IhGo)l [dBY e 50 Tg0° “ope —120° —150° =1s0° 1%0° 120° 90°  60°  30° 10°
16 dB
10 ~12dB-
-8 dB
oL .
4 dB
~10 _
0 dB =2-dB
-20 ‘ ‘ ‘ 1,dB ‘ ‘ ‘
-360° -315° -270° -225° -180° —135° -90° —45°  Zh(jw) [°]
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EKSEMPEL 8.20: Stabilitet av apent ustabile systemer

Bodediagrammer kan ogsa benyttes til a undersgke stabilitetsforholdene av tilbake-
koplede systemer som er apent ustabile. En illustrasjon av dette far vi ved a undersgke
reaktoren som ble introdusert i eksempel 3.6 og videre diskutert i eksempel 8.15.

Vi gér ut fra
K KT,
o) = T B G—a) ~ (D)1 Tos) (8.62)

Vi velger Ty = 5 [min], 7, = 0.177 og KT} = 3.5. Figur 8.37 viser Bodediagrammet
for systemet.

Figur 8.37 [dB] 20
Bodediagram for (0)
. 10 F
ho(jo) KT,
0 L B
~10 +
-20 ‘
0.001 0.01 100

[rad/min]

_45° L

—-90° |

—135°

—-180° : : ‘
0.001 0.01 0.1 1 10 100
[rad/min]

Polen i hgyre halvplan medfgrer at fasekurven starter fra —180° i stedet for fra null,
som er det vanlige. Betingelsen for stabilitet er som fgr at vi har positiv fasemargin
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Figur 8.38

Sprangrespons

og positiv forsterkningsmargin, og det vil vi oppna dersom K77 > 1 = 0 [dB] og
T, < Ti. Dette er det samme resultatet som vi har funnet tidligere. En fordel med
framstilling i Bode-diagram er at vi kan undersgke langt mer kompliserte systemer,
for eksempel bruk av andre mer sammensatte regulatorer, enn det som er lett a hand-
tere ved hjelp av polare diagrammer av den typen som er vist i figur 8.25. Men nar
vi undersgker systemer som er apent ustabile, bgr vi alltid fgrst plotte 4(j®) i polar-
diagram og bruke det generelle Nyquist-kriteriet som er beskrevet i avsnitt 8.4.1.

Sprangresponsen fra 6 til 0 av det tilbakekoplede systemet er vist i figur 8.38.

Legg merke til at systemet har en stasjonar forsterkning som er stgrre enn 1. For a
finne arsaken til dette ser vi pa fglgeforholdet

0 B ho(s) KT 1

G—O(s Cleh(s) Kn—-1, h-B  Th ,
KT, —1" KT, —1

(8.63)

Dersom vi bruker sluttverditeoremet (4.22) pa (8.63) og setter inn tallverdier, far vi
et stasjonert avvik pa 0.4 ved enhetssprang.

Vi kunne ha brukt en PI-regulator (som vi kommer tilbake til i kapittel 9) for a fjerne

det stasjonzre avviket.
|
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INNLEDNING OG MOTIVERING

Et reguleringssystem konstrueres og installeres for a gi en prosess gnskede egenska-
per. Vi har tidligere i boka sett pa egenskaper som stabilitet av reguleringsslgyfer,
fglgeforhold og reguleringsgrad. I dette kapitlet skal vi systematisere konstruksjons-
prosessen ved fgrst a diskutere hvordan egenskapene til et reguleringssystem spe-
sifiseres. Deretter beskrives viktige forhold i konstruksjonsprosessen med fokus pa
valg av regulatortype. Tema som bergres er serieckompensasjon (avsnitt 9.3), bruk
av integralvirkning (avsnitt 9.4), intern tilbakekopling (avsnitt 9.5), foroverkopling
(avsnitt 9.6), estimatorbasert regulering (avsnitt 9.7) og optimalisering (avsnitt 9.8).

Konstruksjonsprosessen vil alltid avhenge av det aktuelle problemet som behand-
les. Reguleringssystemene for henholdsvis dynamisk posisjonering av et skip og for
prosessering av olje og gass pa en offshore-plattform vil for eksempel vere vesens-
forskjellige. De inneholder alltid 1@sninger som er tilpasset lokale forhold. For a
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Figur 9.1
a)Direkte syntese
b)Iterativ syntese

formidle bredden 1 problemstillinger inneholder derfor avsnitt 9.3-9.8 et stort antall
eksempler med rot i virkeligheten. Men eksemplene er idealiserte slik at det er mulig
a beskrive dem pa et begrenset antall sider.

Konstruksjonen av et reguleringssystem som skal tilfredsstille et pa forhand gitt sett
av krav (spesifikasjoner), ut fra gitte systemelementer, kalles ofte for syntese. Dette
er en av ingenigrens viktigste oppgaver.

Synteseoppgaven vil i de fleste tilfeller vaere svert omfattende og kreve kunnska-
per innenfor en rekke fagfelter. Prosessteknisk innsikt (marinteknisk, maskinteknisk,
kjemiteknisk, metallurgisk og liknende) vil vere av avgjgrende betydning for syn-
tese av et reguleringsteknisk system. Videre vil innsikt i instrumenteringsteknikk og
datateknikk vere viktig for realisering av systemet, og driftsteknisk og gkonomisk
innsikt vil vere av betydning for planlegging og drift.

Nar vi i dette kapitlet skal omtale syntese av reguleringssystemer, ma det derfor pre-
siseres at det er en liten del av den totale oppgaven som drgftes. Instrumentering og
datateknisk implementering av reguleringsalgoritmer er for eksempel ikke behandlet.

Syntese av et system kan forega pa ulike mater. Direkte syntese og iterativ syntese
som illustrert i figur 9.1, er to viktige metoder.

Spesifikasjoner Direkte syntese Resulterende system
_— >
regel
a)
Spesifikasjoner o Regler for endring | Resulterende system
—— | Sammenlikning av struktur og
parametre
Analyse

b)

Ved direkte syntese foreligger et sett synteseregler, som med utgangspunkt i gitte
spesifikasjoner direkte leder til bestemmelse av systemets struktur og parametre. Ved
iterativ syntese foreligger vanligvis noen ulike forslag til Igsninger. Disse analyse-
res ved hjelp av tilgjengelige metoder. Resultatet av analysen sammenliknes med de
gitte systemspesifikasjonene. Dersom resultatet ikke er tilfredsstillende, foretas det
korreksjoner 1 struktur og parametre. Den iterative syntesen innebarer derfor en form
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for tilbakekopling i konstruksjonsprosessen. Den vanligste syntesemetode i industri-
ell virksomhet er den iterative metoden.

Dette kapitlet avsluttes med en kort behandling av robust reguleringsteori (avsnitt 9.9)
og sluttverdiregulering (avsnitt 9.10).

9.2 SYSTEMSPESIFIKASJONER

Maten systemspesifikasjoner presenteres pa avhenger gjerne av hvilken type regule-
ringssystem som betraktes. Et regulert (styrt) system vil som oftest vurderes ut fra:

a) sin evne til 8 motvirke ugnskede prosessforstyrrelser
b) sin evne til a fglge med varierende referanser eller bevegelige mal
c) ufglsomhet overfor variasjoner i prosessparametre
d) (viktigst!) evne til stabilisering av en ustabil prosess
Flere slike krav til egenskaper vil ofte forekomme samtidig.

Vi skal betrakte presentasjon av spesifikasjoner for prosessregulering der det stort
sett er egenskapene a), ¢) og d) ovenfor som er vesentlige, og falgesystemer
(servomekanismer, fartgystyring og liknende), der det stort sett er egenskapene b),
¢) og d) som er avgjgrende.

9.2.1 Spesifikasjon for prosessregulering

Vi skal her i hovedsak ta for oss de krav som stilles til prosessreguleringssystemer,
men mange av dem vil ogsa gjelde ved fglgeregulering, som ellers er spesielt be-
handlet 1 avsnitt 9.2.2. Den konvensjonelle problemstillingen ved prosessregulering
er konstruksjon av en regulator som skal generere et sett av padragsvariable (u), slik
at et sett av malevariable (y) til enhver tid er minst mulig forskjellig fra et sett av
referansestgrrelser (yo), nar prosessen utsettes for normale forstyrrelser (v).

Ved prosessregulering vil som oftest referansene (yp) ansees som konstante eller
langsomt varierende. Det forutsettes at mdlevariablene (y) er representative for egen-
skapene 1 prosessen som gnskes behersket.

Figur 9.2 viser en ganske generell struktur som lgser det gitte problemet, der “re-
gulatoren” pavirkes av avvikene (e) mellom referansene og de tilhgrende malingene
og av prosessforstyrrelsene som matte veere malbare. Vi ser at reguleringssystemet
utfgrer to funksjoner, en tilbakekopling fra (y) gjennom regulatoren til u og en for-
overkopling fra v giennom regulatoren til u.
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Figur 9.2
System med C Regulator v
forstyrrelse —
r 1
aaty ) - u y
Yo e b Prosess

Hensikten med tilbakekoplingen er a gjgre e =y, —y sa liten som mulig, og hen-
sikten med foroverkoplingen er & generere en direkte motvirkning av forstyrrelsenes
innflytelse pa prosessen.

Vi skal fgrst konsentrere oss om spesifikasjon av den delen av reguleringssystemet
som utgjgres av tilbakekoplingen. Vi venter med foroverkoplingen til avsnitt 9.6.

Det teoretiske grunnlaget som er gitt i de foregaende kapitlene, og serlig kapittel
7, gir gode verktgy for utvikling av enkle og effektive spesifikasjoner for prosessre-
guleringssystemer basert pa tilbakekopling. Dette gjelder framfor alt monovariable
systemer.

Fglgende egenskaper er av stgrst betydning ved spesifikasjon av et prosessregulerings-
system:

* Statisk ngyaktighet er et mal for en regulert stgrrelses relative avvik fra sin
referanseverdi nar prosessen utsettes for en konstant forstyrrelse (belastning).

* Dynamisk ngyaktighet er et mal for systemets evne til a holde regulerte vari-
able pa sine referanseverdier nar prosessen utsettes for dynamiske pavirkninger
av en spesifisert karakter.

* Stabilitetsmargin er et mal for hvor mye essensielle parametre i systemet kan
endres fgr stabilitetsgrensen nas.

Alle disse egenskapene og en rekke andre som senere skal bergres, kan gis en hen-
siktsmessig spesifikasjon ved hjelp av begrepene som er introdusert i kapittel 7. Dette
gjelder framfor alt stgrrelsen N(s) = reguleringsgrad. Denne stgrrelsen er en transfer-
funksjon i monovariable systemer, mens den i multivariable systemer er en transfer-
matrise. I det fglgende skal vi bare se pa spesifikasjon av monovariable regulerings-
systemer ved hjelp av stgrrelsen N(s) (N(jw)). Multivariable systemer diskuteres i
kapittel 10.

Statisk ngyaktighet
Statisk ngyaktighet kan vi finne av (7.12) nar vi antar at yo = 0. Statiske forhold
reflekteres ved a la frekvensen s = j® ga mot null, og vi finner derfor

e(s =0)med _

—N(s=0 9.1
y(s = O)uten (S ) ©-1)
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der indeksene “med” og “uten” henviser til henholdsvis med og uten regulering.

Likning (9.1) viser at den statiske ngyaktigheten er lik den statiske reguleringsgra-
den N(0). Hvis vi som eksempel gnsker at det statiske reguleringsavviket skal vere
mindre enn 1% av variasjonen vi far i y nar prosessen uten regulering pavirkes av
aktuelle konstante forstyrrelser, ma vi velge N(0) < 0.01 = —40 [dB].

Dynamisk ngyaktighet
Dynamisk ngyaktighet angir tilsvarende statisk ngyaktighet reguleringsavviket nar
systemet utsettes for dynamiske pavirkninger. Sarlig enkelt ser vi dette nar vi an-
tar sinusformede forstyrrelser med varierende frekvens. Vi finner da at det relative
reguleringsavviket blir

e(j®)med

= IN(j 9.2
y(jw)uten | (]CO)| ©-2)

Dette betyr at vi ved & spesifisere verdien av |[N(jw)| ved forskjellige verdier av
o, kan bestemme systemets evne til a undertrykke forstyrrelsers virkning ved disse
frekvensene.

Dersom vi ville spesifisere detaljer i tidsforlgpet av reguleringsavviket etter en kjent
forstyrrelse, kunne vi ta utgangspunkt i uttrykket

e(t) =L (e(s)) = L™ (=N(5)y(5)uten) 9.3)

I denne forbindelse er det nyttig a ha for gyet de forenklede metodene for bestem-
melse av sammenhengen mellom frekvensrespons og tidsrespons som er beskrevet i
avsnitt 6.5.

Stabilitetsmargin

Stabilitetsmargin kan, som beskrevet i avsnitt 8.4.9, spesifiseres ved hjelp av stgr-
relsene fasemargin og forsterkningsmargin. Dette er hensiktsmessig spesielt i den
innledende fasen under dimensjonering av systemet.

Vi kan ogsa spesifisere |N(j®)|max, fordi vi derved automatisk oppnar bestemte
verdier pa fasemargin og forsterkningsmargin. Velger vi for eksempel a spesifise-
re |[N(j®)|max = 6 [dB], finner vi ved & studere et Nicholsdiagram at vi vil oppna
ihvertfall y > 30° og AK > 6 [dB]. I de fleste tilfellene blir marginene en del stgrre
enn dette. Spesifikasjon av |[N(j®)|max er ogsa gnskelig ut fra hensyn til den dyna-
miske ngyaktigheten dersom systemet utsettes for pavirkninger med sterkt innslag av
frekvenser i nerheten av resonanstoppen. Dette er tidligere illustrert i avsnitt 6.5.1.

Det er i mange tilfeller lett & innfgre en spesifikasjon om variasjonsmarginer for
spesifikke parametre som vi vet kan endre seg. Det beste er da som oftest a bruke et
av de algebraiske stabilitetskriteriene og uttrykke stabilitetsbetingelsene med hensyn
pa de aktuelle parametrene. Dette ble gjort i eksempel 8.19.
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Bandbredde

I tillegg til de tre hovedegenskapene nevnt ovenfor, kan en lang rekke andre egenskaper
med fordel spesifiseres ved oppbygging av et reguleringssystem. Systemets bandbredde
er et eksempel pa en slik egenskap. Bandbredden til et tilbakekoplet reguleringssystem
er frekvensomréadet hvor tilbakekoplingen er effektiv, det vil si der |[N(jo)| < 1 (ekvi-
valent: hvor M(j) ~ 1). Bandbredden vil i de fleste systemer kunne ekvivaleres med
frekvensomradet under kryssfrekvensen «,, dvs. frekvenser der |ho(j®)| > 1.

I mange praktiske systemer gnsker vi at bandbredden skal veere maksimal. Dette med-
fgrer at systemet far stgrst mulig reaksjonshurtighet. Ved prosessregulering vil dette si
at forstyrrelser undertrykkes i et stgrst mulig frekvensomrade. Dette er imidlertid ikke
gnskelig i alle slags systemer. Stor bandbredde pa reguleringen vil ofte kunne medfgre
at bevegelige padragsorganer (ledeapparater i vannturbiner og liknende) blir utsatt for
ungdig slitasje. Det kan derfor vere interessant a spesifisere en “optimal” bandbredde.
Metodene som er beskrevet i foregaende kapitler, gir mange muligheter for & ta hensyn
til slike forhold. Dette gjelder for eksempel metoden som er beskrevet i avsnitt 6.5.1.

Belastningsstivhet

Systemets belastningsstivhet er en annen systemegenskap som ofte spesifiseres. Denne
egenskapen er beslektet med statisk ngyaktighet som ble beskrevet foran. Mest typisk
er dette ved turtallsregulering av kraftmaskiner som skal samkjgres, for eksempel over
et elektrisk nett. Det er da ofte ngdvendig a spesifisere den sakalte statikken som er
et uttrykk for turtallssenkningen som funksjon av belastningsmomentet (belastningsef-
fekten). Dette forholdet vil bli behandlet senere i forbindelse med et eksempel. Det er
med andre ord ikke alltid gnskelig at systemets stivhet skal vere maksimal. En gnsker
snarere en spesifisert “ettergivenhet”.

9.2.2 Spesifikasjon for folgesystem (servomekanismer)

Figur 9.3

Et monovariabelt
fglgesystem med
tilbakekopling og
foroverkopling

Et fglgesystem har som primer oppgave a fa en prosess (maskin, fartgy og liknende)
til a endre tilstand som spesifisert ved en tidsvarierende referanse. Motorstyringen i
eksempel 7.8 er et eksempel pa et fglgesystem. Figur 9.3 antyder at dette skulle kun-
ne oppnas ved en kombinasjon av tilbakekopling og foroverkopling. Vi skal i dette
avsnittet konsentrere oss om de viktigste trekkene ved spesifikasjon av monovariable
tilbakekoplede fglgesystemer. Spesifikasjon av foroverkoplingen vil vi komme tilbake
til i avsnitt 9.6.

Yo

ro— 1
= — > ) F— o v
|/' L — 4 |

i

e u y
O h,(s) 5_> h,(s)
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Regulator
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9.2.2.  Spesifikasjon for fglgesystem (servomekanismer)

Figur 9.4

Et monovariabelt
tilbakekoplet
system

I et fglgesystem er vi framfor alt opptatt av systemets evne til a fglge en referanse-
endring yo. Systemets evne til & undertrykke ytre forstyrrelser er imidlertid ogsa es-
sensiell og er behandlet i det foregaende avsnittet.

I'mange fglgesystemer vil det vere et dynamisk element i tilbakekoplingsgrenen som
vist i figur 7.18. Analyse av dette systemet viser imidlertid som angitt i (7.22) at det
vesentlige er & bestemme stgrrelsen M(s), som er transferfunksjonen for et tilbake-
koplet system med enhetstilbakekopling. Vi skal derfor i det fglgende konsentrere
0ss om systemet som er vist i figur 9.4.

Yo e y

T ho(s)

Et slikt fglgesystems evne til a fglge referansen yy kan beskrives med uttrykkene

y ho(s)

—(s) = ———~— = M(s) = falgeforhold 9.4)
)’0( ) 1 +ho(s) (5 8

eller 1
e
—(s) = ———— = N(s) = avviksforhold 9.5)
yo() 1+ ho(s) (5

De to uttrykkene egner seg til beskrivelse av systemet i forskjellige frekvensomrader.
Nar |ho(s)| > 1, vil [M(s)| =~ 1 og |N(s)| = 1/|ho(s)|. Likning (9.5) egner seg da best
til a beskrive systemets egenskaper, fordi vi far detaljert innsikt i hvordan systemets
avvik forholder seg.

Nar |ho(s)| < 1, vil vi ha [N(s)| = 1 og |M(s)| = |ho(s)|. Da egner (9.4) seg best til
a beskrive systemets egenskaper.

Ved hjelp av frekvensanalytiske betraktninger er det lett a gi spesifikasjoner for et
fglgesystems egenskaper ut fra (9.4) og (9.5) nar systemet er utsatt for periodiske
referanseendringer eller endringer som med rimelig ngyaktighet kan beskrives som
sammensatt av periodiske endringer, som diskutert i avsnitt 6.5.1. Vi kan da for ek-
sempel beskrive den dynamiske ngyaktigheten ved & spesifisere verdier av [N(jo)|
ved forskjellige frekvenser som er aktuelle i referansesignalet. Frekvensen @ = O re-
presenterer en konstant referanseverdi, og dersom en gnsker at systemet skal stille
seg inn med null avvik nar yy = konstant, ma vi forlange at |[N(0)| = 0 = —oo [dB].
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Figur 9.5
Typiske diagram-
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Figur 9.5 viser typiske diagrammer for |M(jo)|, ZM(jw), IN(jo)| og ZN(jw) som
funksjoner av 1g @, for et fglgesystem. Frekvensanalytiske stgrrelser som kan vare
aktuelle a spesifisere, er:

1) Bandbredden ), som er det frekvensomradet hvor tilbakekoplingen er effek-
tiv, det vil si der hvor M(jw) ~ 1.

2) |M(j®)|max og/eller [N(j®)|max
3) N(jw)| og/eller |M(jw)| for aktuelle frekvenser.
4) Formen pa hy(s) (ho(jw)) for & sikre systemets evne til a fglge visse tidsforlgp.

Et fglgesystems evne til a folge visse tidsforlgp

Ofte er det aktuelt a spesifisere et fglgesystems evne til a fglge visse gitte tidsfor-
lgp, som en sprangfunksjon yo(#) = u;(¢), en rampefunksjon yo(¢) = u»(t) eller en
parabelfunksjon yo(7) = u3(t). Disse funksjonene er beskrevet i tabell 4.1.

Vi er né interessert i a finne hvordan fglgesystemets avvik e(z) (fglgeavviket) utvikler
seg nar t — oo for hver av disse tre typene referansesignaler.
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Vi vet at

€(s) = N{s)o(s) = Jer0) ©.6)

T
og benytter oss av sluttverditeoremet som sier at

lim e(7) = lim se(s) 9.7)

t—»oo s—0

Vi antar at det apne fglgesystemets transferfunksjon er

K(14ais+axs®+...)
h = 9.8
ofs) sP(1+bys+bys? +...) ©8)

og forutsetter som vist i (9.8), at det er p integrasjoner i den apne slgyfen og et antall
nullpunkter og poler som gir polynomene i teller og nevner.

Med bakgrunn i tabell 4.1 innfgrer vi

1
Yols) =q! oy (9.9)

der g = 0 tilsvarer yo(t) = (), ¢ = 1 tilsvarer yo(r) = ua(¢) (dvs. rampe) og g = 2
tilsvarer yo(z) = ps(t) (dvs. parabel).

Vi innfgrer (9.8) og (9.9)1(9.6)

! P(14bys+bys®+ ...
e(s) = 2 P+ bis+bos”+ ) 9.10)
satlsP(14+bys+bys?+..) +K(1 +ars+axs® +...)
Bruk av (9.7) pa (9.10) gir
Sp_q
lim e(f) = lim g! ©.11)

[—roo s—0 sP+K
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Resultatet er vist 1 tabell 9.1 og 1 figur 9.6

TABELL 9.1 Det stasjonzere avviket, lim e(r)

Systemtype
Referanse y 5
p=0|p=1|p=2
- 1
Sprangg=0] _—_ | 0 0
1+K
- 1
Rampe g =1 oo — 0
K
Parabel g =2 o0 oo E
K

Tabell 9.1 viser at

* Vi ma ha minst en integrasjon, altsa p > 1, for a oppna null stasjonert avvik nar
referansesignalet er et sprang. Dersom p = 0 (ingen integrasjoner i slgyfen), vil
det stasjonare avviket bli proporsjonalt med faktoren 1/(1+ K) og med sprangets
stgrrelse.

* Dersom referansesignalet er en rampefunksjon, ma p > 2 for a oppna null stasjonzrt
avvik. Det stasjonare avvik vil bli proporsjonalt med 1/K og med rampens steilhet
dersom p = 1. Et system med p = 0 vil ikke klare a fglge med et rampesignal og vil
fa et stadig gkende avvik.

* Dersom referansesignalet er en parabelfunksjon, vil vi selv med p = 2 fa et stasjo-
nert avvik som er proporsjonalt med 2/K og med parabelens akselerasjon. Dersom
p < 2, vil avviket gke mot uendelig.

Resultatet i det foregaende egner seg til spesifikasjon av fglgesystemer pa to mater.

For det fgrste kan vi bestemme hvor mange integrasjoner (p) som trengs for a oppna den
gnskede stasjonare responsen pa forskjellige typer referansesignaler.

Vi kan dessuten finne grunnlag for & spesifisere verdien av K ut fra stgrrelsen pa det sta-
sjonzre avviket som tolereres. Mest typisk er dette for det tilfellet at p = 1 og ¢ = 1. Dette
tilfellet forekommer ofte i fglgesystemer der yo(7) og y(¢) er posisjoner (eller vinkler) og
der det finnes en eller annen form for motor i slgyfen. En vil da ha p > 1. Et referanse-
signal 1 form av en rampe benyttes dersom vi gnsker at fglgesystemet (servomekanismen)
skal fglge et mal som beveger seg med konstant hastighet. Dersom p = 1, vil vi da fa en
konstant ettersleping som er omvendt proporsjonal med K, som vist 1 figur 9.6 b). Null
fglgeavvik oppnas nar p > 2.
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9.2.2.  Spesifikasjon for fglgesystem (servomekanismer)

Figur 9.6
Respons nar
referansen er
henholdsvis
a)Sprang
b)Rampe
c)Parabel

Figur 9.7 viser et asymptotisk amplitude-diagram for |hy(j®)| for en servomekanis-
me med p = 1. Vi ser der at stgrrelsen K framkommer ved skj@ring mellom for-
lengelsen av asymptotene ved lave frekvenser og ordinaten gjennom @ = 1. Denne
stgrrelsen er altsa et direkte mal for det stasjonzre avviket nar systemet patrykkes en
rampefunksjon og er vanlig som utgangspunkt for spesifikasjon av systemet.

I dette eksemplet finner K = 100 =40 [dB] vi som gir en stasjonr ettersleping (som
vist i figur 9.6 b)) pa e(t — o) = 1/K = 0.01.

I det foregaende tok vi utgangspunkt i at referansesignalet var spesielt enkle tidsfor-
1gp. Vi skal na se at en ut fra fglgesystemets apen-slgyfe-transferfunksjon /g(s) kan
bestemme sakalte avvikskoeffisienter som i visse forbindelser kan vare hensiktsmes-
sige for spesifikasjon av systemegenskaper.
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Figur 9.7 |hoi®)| [dB] 60—
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Vi antar at s (s) har den form som er gitt i (9.8) og finner

sP(1+bys+bys®+...)

Nis) = sP(1+bys+bys?+...) + K(1 +ays+axs®+...) ©.12)
_ bo+bis+bys®+ ...
C do+dis+das+ ...
Vi dividerer telleren med nevneren 1 likning (9.12) og finner
N(s):e0+els+e2s2+... (9.13)

der
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9.2.2.  Spesifikasjon for fglgesystem (servomekanismer)

Siden i(s) = N(s), finner vi ved bruk av (9.13)
Yo

_ dyo(t) d*yo(t)
e(t) = eoyo(t) +ei 5o te

+ ... (9.14)

Koeffisientene e, e; og e, kalles avvikskoeffisienter og forteller oss altsa hvordan
folgesystemets avvik genereres av referansesignalet og dets deriverte.

Rekken i (9.13) er uendelig lang, og hvis vi bare betrakter noen fa av de farste led-
dene, kan betydelige feil oppsta. Vi far et inntrykk av dette ved a se pa frekvensre-
sponsen |N(jo)| for et enkelt system

ho(s) = ﬁ (9.15)
som gir
N(s) = % (9.16)
Det foregaende resultatet gir for dette systemet
e(t) = 0-30(t) + 2e30(1) + ez o(e) + . 9.17)

Figur 9.8 viser [N(jw)| sammen med frekvensresponsen for de tre fgrste leddene
i (9.17) nar K = 2/T. Vi ser at overensstemmelsen mellom de to kurvene bare er
brukbar ved de aller laveste frekvenser, det vil si nar de hgyere deriverte enn fgrste
deriverte av yo(¢) bare antar sveert sma verdier. Metoden med avvikskoeffisienter vil
derfor i praksis bare vaere brukbar nar referansesignalets hgyere deriverte er svart
sma eller dersom en tar med mange ledd i rekkeutviklingen.

Dersom et system av en type som vist i figur 9.4, er dimensjonert til a oppfgre seg
bra nar referansen er en rampefunksjon, kan det godt tenkes at systemet ikke vil gi
serlig gunstig respons nar referansen er et sprang.

Et eksempel pa dette finnes dersom vi ut fra tabell 9.1 velger a utfgre systemet med
to integrasjoner (p = 2), fordi vi gnsker at det skal kunne fglge en rampefunksjon
med null stasjonert avvik. Nar dette systemet utsettes for et sprang i referansen, er
responsen ikke serlig gunstig. Dette ser vi lettest ved a beregne

O/ e(t)dt
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Figur 9.8
IN(jo)| og fre-
kvensresponsen til
de tre forste led-
dene i (9.17) nar

2

K==

T

Figur 9.9

e(t) som funksjon
av tiden med

p=20gg=0

[dB] 40

30 -

—~10 +

-20 |

-30 +

-40 T Lo IR R
0.01 0.1 11 10 100
T

Vi bruker da fglgende nyttige resultat

t

ooe = lim e = lim s@ =e(s= )
O/(t)dt I /(t)dt I ( > (s=0) 0.18)

t—roo s—0 S
0

der vi har benyttet oss av bade sluttverditeoremet og Laplace-transformen av det
ubestemte tidsintegralet. Setter vi inn A (s) som i (9.8), og yo(s) som i (9.9), med
p=20gq=0, finner v

/ e(t)di = e(s = 0) =0
0

Dette betyr at vi ma fa et innsvingningsforlgp av avviket e(¢) med et stort oversving
i negativ retning, fordi arealet under de positive delene skal utliknes av et tilsvarende
areal under de negative delene, som vist 1 figur 9.9.

e(t) A

\/ t
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9.3. Regulatorsyntese ved seriekompensasjon

En slik Igsning er selvsagt ikke gunstig. En enkel fysisk forklaring pa dette er at den
ene av de to integratorene i slgyfen vil bli “ladet” idet avviket gar positivt og ma
“utlades” igjen for at systemet skal komme til ro. Derfor vil vi gjerne spesifisere at
en av integratorene skal utkoples, sa lenge avviket er over en bestemt liten tallverdi.
med denne modifikasjonen vil vi fa en ulineaer regulator.

9.3 REGULATORSYNTESE VED SERIEKOMPENSASJON

Figur 9.10
Tilbakekoplet
system med
forstyrrelse

Den foregaende analysen av tilbakekoplede reguleringssystemers funksjon og de me-
todene som benyttes for a spesifisere gnskede egenskaper til systemene, viser at den
apne slgyfens transferfunksjon /g(s) spiller en helt avgjgrende rolle for resultatet. I
de enkleste tilfellene vet vi at A (s) oppstar som produktet av transferfunksjonene for
prosessdelen £, (s) og regulatoren h,(s), altsa ho(s) = h,(s)h,(s).

Dersom vi gnsker en bestemt form pa kg (s) for a tilfredsstille gitte spesifikasjoner og
h,(s) er gitt, ma vi finne fram til en regulator-transferfunksjon A, (s) som er realistisk
og dessuten gjor at ho(s) tilfredsstiller spesifikasjonene. Vi har ved a gjgre dette
allerede valgt strukturen pa lgsningen. Den refereres ofte til som seriekompensasjon
fordi kompensasjonselementet (regulatoren) star i serie med selve prosessen.

En annen form for kompensasjon benytter seg av interne (gjerne dynamiske) tilbake-
koplinger rundt prosessen fra en eller flere “hjelpemalinger” i tillegg til den ene ma-
lingen som vanligvis betraktes i et monovariabelt system. Denne formen for kom-
pensasjon kalles ofte kompensasjon med intern tilbakekopling. Denne behandles
1 avsnitt 9.5.

I det felgende skal vi behandle seriekompensasjon.

Analytisk seriekompensasjon av et monovariabelt tilbakekoplet system bestar i a di-
mensjonere det dynamiske elementet som stér i serie med prosessen, og som vi tidli-
gere har referert til som en regulator (se figur 9.10).

———————————————

Yo u
hy(s)
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Dersom hg(s) er gitt ut fra spesifikasjoner og 5,(s) er gitt (fordi prosessen er gitt),
skulle en 1 prinsippet kunne bestemme regulatoren som

he(s) = (9.19)

Siden 1/h,(s) inngar, sier vi da at h,(s) finnes ved inversjon av h,(s). Dette svaret
forutsetter imidlertid at en har veert i stand til & spesifisere en fornuftig form pa hy(s)
slik at resultatet blir realiserbart.

Dersom vi velger &,(s) som en rasjonal transferfunksjon, vil polynomet i telleren
hgyst kunne vaere av samme grad som polynomet i nevneren, for at transferfunk-
sjonen skal representere et realiserbart system. Dette setter bestemte restriksjoner pa
hva vi kan tillate oss a foreskrive for /g (s).

Et annet forhold er at en uheldig spesifikasjon av /(s) kan gi en ungdig komplisert
h,(s), som ikke ngdvendigvis gir noe bedre totalsystem enn en enklere og kanskje
billigere form.

Hvis h,(s) inneholder en transportforsinkelse, har vi et problem med a realisere
(9.19) fordi inversjon av A, (s) vil kreve at regulatoren tilfgres framtidige (dvs. enna
ikke inntrufne) verdier av reguleringsavviket — den utfgrer prediksjon.

Hvis hy,(s) inneholder nullpunkter i hgyre halvplan blir regulatoren ustabil, fordi
h,(s) far tilsvarende pol(er). I slike tilfeller er eksakt inversjon ikke mulig. Likevel
kan den ideelle men ubrukelige /,(s) man da far av (9.19), brukes som utgangspunkt
for & finne en mer realisérbar /,(s).

Vi skal med noen eksempler se pa hvordan regulatoren kan utformes for noen viktige
systemtyper.

EKSEMPEL 9.1: Prosess med en ren integrator og én tidskonstant

Figur 9.11
Prosess med regu-
lator og tilbake-
kopling

K
Vi skal betrakte en prosess Ay, (s) = S+ 7s) (9.20)
s s

Et blokkdiagram for denne prosessen med seriekompensasjon er vist i figur 9.11.

I dette tilfellet bestemmer vi oss for & bruke en regulator som bare er en forsterker.
Det eneste vi forlanger er at systemet skal ha en rimelig stabilitetsmargin. Vi spesifi-
serer derfor en fasemargin W > 45° og setter ingen krav til systemets bandbredde.

v

y y
0 u K

’T: B hy(s) s(1+Ts)
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Figur 9.12
AFF-diagram

Setter vi T = 1 og K = 2, far prosessen /,(s) et AFF-diagram som vist i figur 9.12.

[dB] 30
20 ¢ [P, o)
e
10 b |hoGo)]
0 » 0-dB-linje, asymptotisk dim.
> 0-dB-linje, dim. virkelig kurve
-10 |
20 L
~30 Co
0.01 0.1 100 ®
0°
—45° r
-90°
_135° | Zhy(jo)
—-180° :
0.01 0.1 1 10 100 ®

Figuren viser at prosessen ikke trenger noen fasekorrigerende regulator for a fa den
spesifiserte fasemarginen, nar kryssfrekvensen . < 1/7. Vi kan derfor benytte en
proporsjonalregulator £,(s) = K, og justerer denne for a oppna en gnsket kryssfre-
kvens. Vi skal fgrst dimensjonere K, grovt ved & bruke asymptoter, s mer presis ved
a bruke eksakte kurver.

Dimensjonering ved bruk av asymptotisk karakteristikk

Det asymptotiske amplitudediagrammet i figur 9.12 viser at prosessens tidskonstant
T ikke virker inn pa |hg(j®)|as for frekvenser mindre enn knekkfrekvensen. Vi finner
derfor K, ved hjelp av uttrykket

K,K
lho(ja.)| = % =K,KT =1=0[dB]
(o

Dette gir forsterkningen

K,=—: (9.21)
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Dimensjonering ved bruk av virkelig karakteristikk
Forsterkningen i (9.21) er noe lav fordi den er funnet med utgangspunkt i den asym-
ptotiske kurven og ikke den virkelige.

Figur 9.12 viser at den virkelige amplitudekurven har verdien —3 [dB] ved frekven-
sen der Zho(jw) = 135°. For & oppna y = 45° ma amplitudekurven krysse 0-dB-
linjen ved denne frekvensen. Vi plusser derfor 3 [dB] pa forsterkningen fra (9.21).
Dette gjgres ved a multiplisere med \/E siden \/§ =3 [dB].

Forsterkningen funnet ved hjelp av de virkelige karakteristikkene blir da
1
K,=VvV2— 9.22
p=V2or 9.22)

Det er viktig a vite at vi ikke trenger a ga veien om asymptotisk dimensjonering for a
dimensjonere en forsterkning ut fra virkelige karakteristikker. Det rekker a paplusse
det antallet desibel |A,(j®)| ma heves med for at den skal krysse 0-dB-linjen ved
frekvensen som gir riktig fasemargin (forsterkningen virker ikke inn pa fasekarakte-
ristikken).

Figur 9.12 viser at systemet med proporsjonalregulator har uendelig stor forsterk-
ningsmargin (AK = oo).

EKSEMPEL 9.2: Prosess med to tidskonstanter

Figur 9.13
Prosess med regu-
lator og tilbake-
kopling

Vi skal betrakte en modell som har framkommet i flere tidligere eksempler.

K

(1+Tys)(1+4 Tas) ©-23)

hy(s) =

der 71 > T,. Et blokkdiagram for denne prosessen er vist i figur 9.13.

Yo u % K y

T () (1+T,5)(1+Tys)

Dersom vi setter 7] = 10, 7> = 1 og K = 2, far prosessen A,,(s) et AFF-diagram som
vist i figur 9.14.
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EKSEMPEL 9.2 9.3. Regulatorsyntese ved seriekompensasjon

Figur 9.14
AFF-diagram

[dB] 20
10 ‘hu(jw)|
0 0-dB linje for K,=5
0-dB linje for Kp: 5.2
-10 L
20 L
-30 L
-40 ;
0.001 0.01 1
T,
0° ;
I
I
_45° |
—90° |
—135°
—-180° ;
0.001 0.01

Vi spesifiserer ikke noe krav til statisk ngyaktighet (N(0)), men gnsker stgrst mulig
bandbredde og krever at fasemarginen y > 45°.

Fasekarakteristikken for hg(j@) viser at prosessen ikke trenger noen fasekorreksjon
for a fa den spesifiserte fasemarginen, dersom @, < 1/75. Vi benytter derfor en pro-
porsjonalregulator K, og ma justere denne for 4 oppnd en gnsket kryssfrekvens.

Basert pd de asymptotiske karakteristikkene i figur 9.14 kan vi bestemme K, tilnzr-
met. Figur 9.14 viser at || er K,K [dB] ved lave frekvenser. Siden asymptoten til
amplituden faller med stigningstallet —1 mellom de to knekkfrekvensene, ma

K,K [dB] vere lik avstanden mellom de to knekkpunktene 1/77 og 1/7> i diagram-

met. Vi vet imidlertid at
1 1 T
lg| —)—=1lg| =) =1lg| —
g<5) g(ﬂ) g(B)

Dette gir (nar vi vet at 20 [dB] tilsvarer 1 dekade)

201g(K,K) _ | (Tl)

20 iR
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Forsterkningen blir da
T

KT,
Denne verdien av K, er altsa bestemt ut fra en asymptotisk betraktning. Den stiplede
linjen i figur 9.14 viser at vi ved a bruke de virkelige AFF-karakteristikkene kunne
ha gket forsterkningen med ca. 3 [dB]. Dette svarer igjen til a multiplisere forsterk-
ningen med en faktor pa v/2.

K, (9.24)

T
V2 T 7 (9.25)

Figur 9.14 viser at vi har uendelig forsterkningsmargin (AK = ).

De verdiene av K, som vi har funnet, er brukbare til a sikre stabilitet i det tilbakekop-
lede systemet. Men ytelsen av systemet, for eksempel med hensyn til regulerings-
grad N(jw), har vi ikke tatt hensyn til. Forsterkningen fra (9.25) gir for eksempel
N(0) =1/(1+7-2) = 0.07. Dette svarer til ca. 7% reguleringsavvik, som ofte vil
veere for darlig ytelse. Men det er hva vi kan oppna med en proporsjonalregulator.

|

EKSEMPEL 9.3: Regulering av varmeveksler for varmtvannsforsyning

Figur 9.15
Varmtvannsfor-
syning som bruker
damp til
oppvarming

Vi betrakter den regulerte prosessen som er vist i figur 9.15, med blokkdiagram i
figur 9.16. Denne typen reguleringssystem er aktuelt 1 f.eks. et fjernvarmeanlegg.

‘ Kaldt vann
T,
Damp
\

Ventil

Prosessen bestar av en varmeveksler der damp som tilfgres primarsiden gjennom
en ventil skal varme opp kaldt vann pa sekundarsiden. Selve varmeveksleren har
en tidskonstant 77 og ventilen har en tidskonstant 7;. Temperaturen i det oppvarme-
de vannet males ved hjelp av et maleelement som har en tidskonstant 73. Med god
tilnermelse kan vi anta at transferfunksjonen for denne prosessen fra inngangen pa
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Figur 9.16
Prosess med regu-
lator og tilbake-
kopling

ventilen til utgangen fra maleelementet vil vaere

K
(1 —|—T1S)(1 —l—TQS)(l +T3S)

[(9.26) antar viat 71 = 10 [s], T> =2 [s], T3 = 0.5 [s] og K = 10.

) v

Yo u z y
1 ,L 10 1

> h,(s) >

1+T,s ~ 1+Ts 1+ Tys

hu(s) = (9.26)

Vi antar videre at den gnskede temperaturen yy til vannet stort sett er konstant, og
at systemets oppgave for det meste er a undertrykke virkningen av forstyrrelser pa
prosessen (for eksempel endringer i temperaturen i det kalde vannet som kommer inn
til varmeveksleren).

Fglgende sett med spesifikasjoner antas a foreligge som beskrevet i avsnitt 9.2.1:
a) [N(0)] < —40 [dB]
b) [N(jo;)| < —20 [dB] for @; = 0.2 [rad/s]
¢) IN(jo®)|max < +6 [dB]

d) @, = bandbredde = stgrst mulig

Spesifikasjon a) uttrykker som kjent systemets evne til & motvirke konstante forstyr-
relser og vil i det foreliggende tilfellet medfgre at systemets avvik vil vere begrenset
til 1% av utslaget vi ville ha fatt i malingen, dersom det ikke var noen regulering.

Spesifikasjon b) er et mal for systemets evne til a undertrykke dynamiske forstyr-
relser, for eksempel endringer i kaldtvannsstrgmmen i frekvensomradet omkring
@ = 0.2 [rad/s]. Slike forstyrrelser vil bli redusert til omtrent 10% av det vi far uten
regulering.

Spesifikasjon ¢) er et mal for en rimelig stabilitetsmargin og for at transiente inn-
svingningsforlgp har en akseptabel dempning.

Spesifikasjon d) uttrykker bare at systemet skal regulere ut forstyrrelser sa hurtig som
mulig. Det forutsettes at det er tilstrekkelig effekt til disposisjon gjennom padragsor-
ganet til a gjgre dette ved de aktuelle formene for forstyrrelser.

Synteseoppgaven kan angripes pa mange forskjellige mater. Vi vil i fgrste omgang
benytte oss av asymptotiske amplitude/fase/frekvens-diagrammer.
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Siden oppgaven som antydet i (9.19) er a finne en fornuftig s (s) (eller hp(j®)), kan
vi forsgke a konstruere en |ho(j®)| som i tur og orden tilfredsstiller spesifikasjonene
a) til d).

I det fglgende refererer vi til figur 9.17.

Figur 9.17 [dB] 50
AFF-diagram
for prosessen 40 |10/, ()|

30

20

=20

30

0.001 0.01 0.1 1 10 100 ®

90°

0°

—45°

-90° -

—135°

—180° r

—225° r

-270° T I R T R S TR 1 A S U
0.001 0.01 0.1 1 10 100 ®

Vi antar fgrst at vi skal kunne klare oss med et kompensasjonselement (en regulator)
som bare er en konstant (det vil si en proporsjonal regulator). Siden spesifikasjon a)
krever at

VO = | | < 76

<
1+ho(0)| ~ 100
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ma vi kreve |hp(0)| > 100 = +40 [dB]. Figur 9.17 viser derfor det asymptotiske
amplitude-diagrammet for transferfunksjonen 104, (s). Denne funksjonen vil ved lave
frekvenser ha en tallverdi lik 100 og spesifikasjon a) vil vere tilfredsstilt dersom

|h(jo)| =10 ved @ = 0.
Spesifikasjon b) som uttrykker

1
1+ho(jon)

1

N(j = < —
o) = =

medfgrer at vi ma velge |ho(jo;)| > 10 = 420 [dB] ved @; = 0.2. Dette kravet er
avmerket i figur 9.17 ved et hjgrne som begrenser den endelige karakteristikken for
|ho(j)|. Vi ser at karakteristikken for 10A,(j®) ligger godt over denne spesifikasjons-
verdien. Vi har derfor med denne funksjonen klart a tilfredsstille to av kravene.

Gar vi imidlertid videre i listen over spesifikasjoner, ser vi at spesifikasjon c) pa langt
ner tilfredsstilles av den forelgpige lgsningen, fordi systemet faktisk er ustabilt. Dette
framkommer ved a sammenholde fasekarakteristikken Zh,(j®) nederst i figur 9.17
med amplitudekarakteristikken for 107, (jw). Vi ser her at fasevinkelen ved systemets
kryssfrekvens vil veere omtrent —210°, det vil si at ;g0 < @, ;. Noe ma derfor gjgres
for & oppna tilstrekkelig forsterkningsmargin og fasemargin.

Dette kan vi fa til ved & velge en asymptotisk karakteristikk for 4p(jw) som har et
stykke med vinkelkoeffisient lik (—1) i frekvensomradet der den krysser 0-dB-linjen.
En slik karakteristikk er inntegnet gverst i figur 9.17. Den er framkommet pa felgende
mate:

* Vi har forutsatt at den hgyfrekvente delen av |hg(j)| skal falle sammen med
|10h,(j)|. Dette er pa ingen mate en generell regel, og vil avhenge av om det
finnes nok effekt til disposisjon i padraget til a drive kryssfrekvensen for det ende-
lige systemet hgyere ved aktuelle forstyrrelsesamplituder. (Dette problemet drgf-
tes 1 kapittel 12.)

* Vi ma la den asymptotiske karakteristikken for |Ao(j®)| falle med en vinkelko-
effisient pa minst (—2) i frekvensomradet omkring @ = 0.2. Vi lar asymptoten
tangere den angitte begrensningsverdien ved 20 [dB]. Knekkpunktene i den asym-
ptotiske karakteristikken for |ho(jm)| ved @ = 0.1 og ved @ = 2 har vi lagt inn
for a fa en enkel transferfunksjon for regulatoren.

* Det resulterende stykket av den asymptotiske karakteristikken som har en vinkel-
koeffisient lik (—1), géar fra @ = 0.4 til @ = 2. Den tilhgrende fasekarakteristik-
ken Zhy(jo) er vist nederst i figur 9.17. Vi ser at omradet der |hg(j)| krysser
0-dB-linjen, ved w ~ 1, har en atskillig mindre negativt faseforlgp enn prosessen
alene hadde. Det steile forlgpet av den asymptotiske amplitudekarakteristikken
omkring @ = 0.2 medfgrer pa den andre side at fasevinkelen i dette omradet blir
mer negativ enn for prosessen alene.

Et Nicholsdiagram for hg(j®) er vist i figur 9.18.
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Figur 9.18
Nicholsdiagram
for hy(jo)

7 T T T T ~ T
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-360° -315° -270° —225° —-180° —135° -90° -45°  Zh(jo) [°]

Vi ser at [N(j®)|max =~ 5 [dB], og denne maksimalverdien opptrer ved ®max = 1.3.
Vi merker oss ogsd at systemet har fatt en fasemargin y ~ 40° og en forsterknings-
margin AK =~ 15 [dB].

Den resulterende slgyfetransferfunksjonen avledet av asymptotene i figur 9.17 blir

100(1 +2.55)
(1+255)(1410s)(1+0.55)(14+0.2s)

ho(s) = (9.27)

Benytter vi oss av (9.19) og (9.26), finner vi regulatoren

_ ho(s)  10(14-2.5s)(142s)
M) = hs) = (15255 (14 0.25) ©-28)

Grunnen til at vi tidligere har valgt knekkpunktene ved @ = 0.04 og @ = 2 ser vi na.
Dette valget har gitt en enkel form pa regulatorens transferfunksjon uten at formen
pa ho(s) har blitt serlig ugunstig.

Figur 9.17 viser ogsa asymptotiske karakteristikker for amplituden og fasen til regu-
latoren. Amplitudekarakteristikken regnet fra lave frekvenser har fglgende sekvens
av vinkelkoeffisienter: 0, —1, 0, +1, O.

Regulatoren utfgrer to vesentlige funksjoner: en tilnermet integralvirkning i omra-
det med vinkelkoeffisient lik (—1) og en tilnzrmet derivatvirkning i omradet med
vinkelkoeffisient lik (++1).
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Figur 9.19
Respons pa utgan-
gen med og uten
regulator ved
sprang i forstyrrel-
sen pa 3 ved tiden
t=3

Regulatoren gir positiv fasekorreksjon ved frekvenser hgyere enn @ = 0.45. Dette var
ngdvendig for a forbedre stabilitetsforholdene. For frekvenser lavere enn @ = 0.45
gir regulatoren negativ fasekorreksjon. Denne er et resultat av at amplitudekarakteris-
tikken i dette frekvensomradet faller sterkt med gkende frekvens fordi vi gnsker hgy
forsterkning ved lave frekvenser. Denne regulatorkarakteristikken skal vi nedenfor
betegne med proporsjonal + begrenset integral 4+ begrenset derivat.

Hvordan dette systemet oppfgrer seg i tidsplanet kan undersgkes ved simulering av
blokk-diagrammet som er vist 1 figur 9.16. Vi antar at en sprangvis forstyrrelse v av
stgrrelse 3 kommer inn som vist, og registrerer responsen i den malte utgangstempe-
raturen (y) uten og med regulering som vist 1 figur 9.19. Den regulatoren vi har valgt
i (9.28) klarer & bringe y(¢) nesten tilbake til yo = 50. Feilen vil bare vare ca. 0.3.

y(0)h Uten regulator
80 1 B
70 -7
e
e
//
’
60 4
’
’
’ Med regulator
/‘\ |
50
} f f t } f >
’ 3 10 20 30 40 50 t

Vanlige seriekompensasjonselementer

Flere forskjellige virkninger kombineres i kompensasjonselementet som ble brukt i
eksempel 9.3. Vi kan lage kompensasjonselementer med svert kompliserte transfer-
funksjoner, men ofte vil de vesentligste effektene kunne oppnas med relativt enkle
kombinasjoner. Tabell 9.2 viser de vanligst forekommende seriekompensasjonsele-
mentene. De to fgrste linjene inneholder elementer med proporsjonal pluss integral-
virkning. Den fgrste har ideell integralvirkning mens det andre har begrenset forsterk-
ning ved lave frekvenser. De to neste linjene viser elementer med proporsjonal pluss
derivatvirkning. Den siste av disse har begrenset forsterkning pa derivatvirkningen.
Til slutt vises kombinasjonen proporsjonal pluss begrenset integral pluss begrenset
derivatvirkning som ble anvendt i eksempel 9.3!

1T engelskspraklig litteratur finner vi ofte kompensasjonselementet “proporsjonal + begrenset integral” betegnet
med “lag-network’ og “proporsjonal + begrenset derivat” med “lead-network”. Kombinasjonen av disse betegnes
“lag/lead-network”.
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TABELL 9.2 Vanlig forekommende regulatorer

Asymptotisk amplitude/ Betegnelse
Transferfunksjon
fase/frekvens-diagram Kode
o,
»
;O X 1+Ts Proporsjonal + integral
I R " T (-1, 0)
Ti
—— g0
90— |
(0) -1) K,
m) BK, 1+Tis Proporsjonal +
P
; - 1+pTis begrenset integral
By T B>1 (0, —1, 0)
Igo
-90°
(1
U
0) Proporsjonal + derivat
‘ N K,(1+Tys) P J(O N
1 1 - ’
Ty
90°
> lgo
K, (1) (0) .
) 1+Tys Proporsjonal +
‘ . "1+als begrenset derivat
1 o !
a (aTy o<l (0, 1, 0)
90°
Igo
K,
(0) - (0)
w BK 1+Tis 1+T4s | Proporsjonal + begrenset
p
o 3 ; 1+ BTis 1+ aTus | integral + begrenset derivat
BT) T, Ty (aly)
" 1 B>1,a<1 (0, 1,0, 1, 0)
lgo
-90°
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EKSEMPEL 9.4: Proporsjonal pluss begrenset integral-regulator for varmeveksler

I eksempel 9.3 begynte vi utformingen av seriekompensasjonselementet ved fgrst a til-
fredsstille spesifikasjonene ved lave frekvenser. I mange tilfeller vil vi gjgre omtrent
det motsatte idet vi tenker oss at kompensasjonselementet antar form av en proporsjo-
nalregulator der forsterkningen gkes gradvis inntil vi nar den stgrste verdien som kan
tolereres ut fra spesifikasjon til stabilitetsmarginen (|N(j®)|max). Bandbredden som
derved oppnas, regnes som det resulterende systemets bandbredde. Dersom de gvrige
spesifikasjonene til for eksempel verdier av |N(jw)| ved forskjellige lavere frekvenser
(seerlig ved o = 0) ikke er tilfredsstilt, vil vi som oftest kunne klare oss med et serie-

kompensasjonselement av typen proporsjonal pluss begrenset integral som vist i andre
linje 1 tabell 9.2.

Vi kan benytte samme prosess som i eksempel 9.3 med transferfunksjon gitt ved likning
(9.26). Vi beholder spesifikasjonene:

a) [N(0)| < —40 [dB]
b) IN(j®)|max < 6 [dB]

¢) @, = bandbredde = stgrst mulig

Spesifikasjon b) fra eksempel 9.3 kan vi ikke tilfredsstille fordi vi allerede har bestemt
oss for hvilken type kompensasjonselement vi vil bruke (proporsjonal 4 begrenset in-
tegral). Figurene 9.17 og 9.18 viser at med en ren proporsjonalregulator ma forsterk-
ningen i slgyfen vaere omtrent 18 [dB], for & oppna en fasemargin y = 45° som omtrent
svarer til [N(j®)|max. Siden prosessen allerede har K = 10 = 20 [dB], ma kompensa-
sjonselementet ha en forsterkning mindre enn 1, nemlig K, = 0.79 = —2 [dB].

Vi har sagt at vi vil velge kompensasjonselementet

14+ T;s

hil(s) = PRy B

(9.29)

Figur 9.20 viser at 7; = T = 10 vil vere en rimelig verdi av parameteren 7;. Siden
slgyfens forsterkning ved lave frekvenser skal vare |h(0)| = 100, ma vi velge
BK, =10 og BT; = 126. Dette gir

1+ 10s
ho(s) = 10— —— 9.30
r(s) 1+ 1265 ©:30)

0g

100

ho(s) = (14 1265)(1+2s)(1+0.55)

(9.31)
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Figur 9.20 [dB]
Amplitude/
fase/
frekvens-
diagram
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Dette systemet har en bandbredde som er omtrent halvparten av den vi tidligere er kommet
fram til i (9.27), og som er vist i figur 9.17. Systemet har ogsa né betydelig mindre evne
til a undertrykke dynamiske forstyrrelser. Det nye systemet vil fa

IN(jw)| = —20 [dB] ved @ = 0.07, mens systemet i figur 9.17 har [N(j®)| = —20 [dB]
ved @ = 0.2. Den vesentligste forskjellen pa de to systemene er at vi i det fgrste hadde
begrenset derivatvirkning i slgyfen i tillegg til proporsjonal + begrenset integral.

Vi kunne ha fatt et noe bedre resultat med hensyn til responsen ved midlere frekvenser ved
for eksempel a ha valgt et kompensasjonselement som har fglgende sekvens av asymptote
vinkelkoeffisienter regnet fra lave frekvenser og oppover: (0, -1, -2, -1, 0). Et slikt element
kan oppnas ved a kople to elementer av den type som er vist i andre linje i tabell 9.2, i
serie (kaskade). Dette blir ofte gjort for a fa et sterkere fall i den resulterende slgyfens
asymptotiske amplitudekarakteristikk.

|
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EKSEMPEL 9.5: PD-regulering av en prosess med to integrasjoner

Figur 9.21
Amplitude/fase/fre-
kvens-diagram

for prosessen

Et s@rlig enkelt eksempel vil illustrere betydningen av bruk av proporsjonal pluss
begrenset derivatvirkning for a oppna positiv fasekompensasjon.

Vi antar at prosessens transferfunksjon er

(9.32)

En slik transferfunksjon vil vi tilneermet (ved lave hastigheter) fa mellom propell-
skyvkraften og posisjonen av en farkost i vann. Dersom vi lager et reguleringssystem
som i figur 9.10 for denne prosessen og ferst antar at &,(s) = K,, finner vi

K,K
)

ho(s) (9.33)

S
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,20 L

-30 +

-40

0.01 0.1 100 1000

-90°

135 L FEERE , PR
e LG, Go)

_180° fmmmmm===T Bt TS

—225°

-270° j j j j
0.01 0.1 1 10 100 1000



9. Syntesemetoder for linezre reguleringssystemer EKSEMPEL 9.5 342

Dette tilbakekoplede systemet er spesielt fordi det for alle verdier K, og K vil vaere
akkurat pa grensen av ustabilitet, det vil si at dets poler ligger pa den imaginare
aksen fordi Zhy(jw) = —180° ved alle frekvenser (null fasemargin). Figur 9.21 viser
amplitude/fase/frekvens-diagram for tilfellet i (9.33).

Skal vi oppna positiv fasemargin, ma vi innfgre et kompensasjonselement som gir
positivt fasebidrag i et visst frekvensomrade. Dette er antydet stiplet i figur 9.21. Re-
gulatoren som kan utfgre denne formen for kompensasjon, er av typen proporsjonal
pluss begrenset derivatvirkning og er angitt i fjerde linje 1 tabell 9.2. Transferfunk-
sjonen for et slikt element vil bli

1—|—Tds

he(s) =K,———
(S) P 14+ OCTdS

(9.34)

Figur 9.21 viser at den positive fasekorreksjonen som dette elementet produserer, nar
sitt maksimum ved en frekvens som er den geometriske middelverdien av de to
knekkfrekvensene,

[ 1 1 [ 1 I /1
W=/ - — - - = - = R
1 T; oly OCsz T,V a

Den maksimale fasekorreksjonen //,(j®)m.x er avhengig av frekvensavstanden
mellom knekkfrekvensene, altsa av forholdet

T, 1
aly o

Denne maksimale fasekorreksjonen er framstilt grafisk 1 figur 9.22. Figuren viser at
dersom vi for eksempel gnsker a korrigere fasen slik at fasemarginen y = 45° =
Zh(j®)max, ma kompensasjonselementet ha

1y 1

:—%6
oly, «

Onsker vi ogsa a spesifisere hvilken verdi kryssfrekvensen @, skal ha og at den mak-
simale fasekorreksjonen skal opptre ved denne frekvensen (hvilket gir omtrent de
gunstigste forholdene for |[N(j®)|max), kan det vises at

2
(0)
KpK = —— =2V (9.35)
d
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T, 1 1
Ty=,/—+— = 9.36
d aTy 0. .~/a ©-36)
1 1 o
ol = 1 _Ve (9.37)
Td (O (0%
aly

Ovenfor har vi tenkt oss at systemets bandbredde @, skulle veare spesifisert, og vi har
papekt at systemets evne til a reagere ved hgye frekvenser er avhengig av at det finnes
tilstrekkelig effekt tilgjengelig til at systemets komponenter faktisk kan reagere med
gnskede amplituder ved disse frekvensene. En mer detaljert undersgkelse av slike
begrensende forhold vil bli gitt i kapittel 12.

Figur 9.22 Zh o), %
Maksimal fasekor-
reksjon som

funksjon av o~ 70

80

60

50

40

30

20

EKSEMPEL 9.6: Integralregulering av en ren transportforsinkelse

Dersom prosessen er dominert av en transportforsinkelse, slik at prosessens transfer-
funksjonen tilnermet er gitt ved

hy(s) = Ke™™ (9.38)
er det liten mulighet til & fa korrigert den sterkt negative fasevinkelen

Zhy(jo)= -0t (9.39)
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Figur 9.23
AFF-diagram for
/’l() (S)

ved hjelp av begrenset derivatvirkning som gjort foran. Grunnen er at derivatvirk-
ningen vil gi stigende amplitudekarakteristikk for hele slgyfen fordi prosessen selv
bidrar med konstant forsterkning ved alle frekvenser (se likning (9.38)). En propor-
sjonal + derivatregulator vil derfor gi darligere stabilitetsforhold enn en ren propor-
sjonalregulator som kan ha maksimal forsterkning pa 1, fgr stabilitetsgrensen nas.
@nsker vi derfor i dette tilfellet et regulerings-system som har stor statisk ngyaktig-
het, for eksempel |[N(0)| = 0, er det best a velge en ren integralregulator

hi(s) = — (9.40)

Figur 9.23 viser amplitude/fase/frekvens-diagram for

K

ho(s) = —e™® (9.41)
Tis
[dB] 30
oG]
20 | N :
P NG
0 \QdB —» 0-dB-linje
~10 ‘ ‘ i D
0.001 0.01 01t n 10
T; 2 ot
~90°
1350
1807 |
2250 |
-270° :
0.001 0.01 10

T

Siden en ren integralregulator bidrar med vinkelen —90° ved alle frekvenser og vin-
kelbidraget fra prosessen er gitt av (9.39), finner vi at

Zho(jo) = —g —or 9.42)
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EKSEMPEL 9.6 9.3.1.  Serickompensasjon ved hjelp av standardregulatorer for prosessregulering

9.3.1

Det knytter seg serlig interesse til frekvensen gy der Zho(jw) = —m = —180°. Vi

finner av (9.42)

T
0180 = — (9.43)
27

@nsker vi a dimensjonere systemet ut fra fasemargin y > 45° og forsterkningsmargin
AK > 6 dB, finner vi av figur 9.23 a matte velge

K (%) - g dvs. T} = MTK (9.44)
Stabilitetsgrensen nas nar
T T
K (f) =5 (9.45)
hvilket stemmer med det som er funnet i (8.43) i eksempel 8.11.

Seriekompensasjon ved hjelp av standardregulatorer for prosessregulering

I det foregaende har vi til stadighet henvist til visse standardregulatorer som bru-
kes ved prosessregulering. Disse kan betraktes som seriekompensasjonselementer.
De er hensiktsmessige ved oppbygging av prosessreguleringssystemer fordi de har
parametre som kan innstilles innenfor vide grenser, og de gir som oftest et tilfreds-
stillende resultat. Standardregulatorene er ikke alltid fysiske enheter, men kan vere
algoritmer (beregningsregler, transferfunksjoner) som realiseres i en datamaskin. De
omtalte serickompensasjonselementene forekommer vanligvis i fire forskjellige for-
mer:

a) Proporsjonalregulatorer (P-regulator) som bare er en forsterker med inn-
stillbar forsterkning.

Den ideelle P-regulatoren virker ikke inn pa slgyfens fase.

Pa grunn av den fysiske oppbyggingen av en slik forsterkning (gjerne innbe-
fattet effektorganet som utgjgr padraget), vil vi bare ha konstant forsterkning
innenfor et begrenset frekvensband, idet uunngéelige poler vil gjgre at forsterk-
ningen synker ved gkende frekvens. Dette frekvensbandet vil imidlertid ofte
vere vesentlig stgrre enn bandbredden til det ferdige reguleringssystemet, slik
at P-regulatoren ofte kan regnes a ha konstant forsterkning til frekvenser hgyere
enn kryssfrekvensen ..
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Figur 9.24
PI-regulator

Figur 9.25
PD-regulator

b)

Proporsjonal + integral-regulator (PI-regulator) som ideelt sett skal ha en ka-
rakteristikk som vist i fgrste linje i tabell 9.2.

Hensikten med I-virkningen er a gi uendelig forsterkning ved @ = 0 for a
oppna null stasjonert avvik.

Pl-regulatoren gir slgyfens fase et negativt bidrag (ner —90° ved lave fre-
kvenser).

Ved hgye frekvenser er Pl-regulatoren en P-regulator.

Figur 9.24 viser et blokkdiagram for PI-regulatoren.

e u
K ()

P
1
Ti

Transferfunksjonen for en ideell PI-regulator har formen

1 1+T;s
he(s) =K, (1 + a) =K, Ts (9.46)

der K,, = proporsjonalkonstant og 7; = integraltid. Enkelte ganger gnsker vi
ikke en ideell integrasjon, men heller en karakteristikk som vist 1 andre linje 1
tabell 9.2, som er en proporsjonal + begrenset integral-regulator.

En proporsjonal + derivat-regulator (PD-regulator) skal ideelt sett ha en ka-
rakteristikk som vist 1 tredje linje 1 tabell 9.2. I praksis blir karakteristikken
gjerne som vist i fjerde linje i tabellen.

PD-regulatoren gir slgyfens fase et Igft ved hgye frekvenser. Bandbredden @,
for den lukkede slgyfen kan derved bli noe hgyere enn i en P-regulert slgyfe.
Hgy bandbredde gir hurtig regulering.

Ved lave frekvenser er PD-regulatoren en P-regulator.

Figur 9.25 viser et blokkdiagram for en PD-regulator.

T, 4

dt
e u
—| K =
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Figur 9.26
Ideell PID-
regulator

d)

PD-regulatoren i figuren har transferfunksjonen

he(s) = Kp(1+ Tys) (9.47)

der T; = derivattid.

Derivatvirkningen vil som oftest gjgres begrenset som vist i fjerde linje i tabell
9.2, fordi for stor forsterkning ved hgye frekvenser vil generere ugnsket stgy.

Den ideelle proporsjonal + integral + derivat-regulator (PID-regulator) har
en karakteristikk som er en kombinasjon av fgrste og tredje linje i tabell 9.2.
Proporsjonal + begrenset integral 4 begrenset derivat-regulatoren som er vist
i femte linje i tabellen, er en implementasjon som er benyttet i mange praktiske
systemer.

Med PID-regulator kan vi ofte oppna bade lite stasjonzrt avvik og hgy band-
bredde.

Figur 9.26 viser et blokkdiagram for en ideell PID-regulator.

T, 4

‘ dt l\
e | « X u

i

Nl

Transferfunksjonen for en ideell PID-regulator skrives gjerne slik

1+ Tis + T;Ts>
T:s

1
he(s) =K, (1 + Ts + Tds> =K,
' (9.48)
(14 Tis)(1+ Tys)
P Tis

~
~

Tilnermelsen i (9.48) er gyldig nar 7; < 7;. Denne regulatortypen er meget
populer fordi den omfatter alle funksjonene vi vanligvis gnsker, og fordi de tre
parametrene (K, T; og T;) kan justeres innenfor vide grenser.
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Ved bruk av slike regulatorer i prosessregulering ma vi justere inn de forskjel-
lige parametrene for a tilfredsstille spesifikasjonene som er gitt. Hvorvidt vi
bruker en P-regulator eller en av de mer sammensatte regulatorene, avhenger
av hvor strenge kravene er og hvor mye forsinkelse (poler eller transportforsin-
kelse) det finnes 1 prosessen.

Se ogsa appendiks E som inneholder en fabel som illustrerer den fysiske pa-
virkningen standardregulatorene har pa en enkel prosess.

9.3.2 Eksperimentell innstilling av standardregulatorer for prosessregulering — Ziegler-
Nichols metode

“Ziegler-Nichols metode” (Ziegler and Nichols 1942) er en enkel metode som kan
brukes til eksperimentell innstilling av regulatorer, dvs. uten at man er avhengig av
en prosessmodell. Mens prosessen er i drift stiller man (forsiktig) pa regulatoren etter
en prosedyre beskrevet nedenfor. Metoden forutsetter (sjglsagt) at reguleringssyste-
met i utgangspunktet er stabilt. Den forutsetter ogsa at prosessens frekvensrespons
har amplitude- og fasekarakteristikker som begge er monotont fallende ved gkende
frekvens.

Siden metoden baserer seg pa systematiske eksperimenter utfgrt pa det ferdig mon-
terte systemet der alle de virkelige komponentene inngar, vil de data vi far vere
ganske realistiske. (En metode som derimot baserer seg pa individuell bestemmel-
se av de forskjellige systemkomponentenes dynamiske egenskaper, vil derimot lett
kunne fgre til at noe overses eller at gjensidige pavirkninger ikke kommer fram.)

Figur 9.27 SN
Ziegler-Nichols Vo y
metode Standard Prosess

regulatorer

K, T, T,

Ziegler-Nichols metode kan i korthet beskrives som fglger: Fgrst settes 7; ~ « og
T; = 0, da er regulatoren en ren P-regulator. Forsterkninga K, pkes gradvis, samtidig
som sma forstyrrelser patrykkes prosessen inntil man oppnar en staende svingning
(eller i det minste en svakt dempet svingning) pa prosessens utgang (y). Vi note-
rer denne verdien av proporsjonalkonstanten som kalles kritisk forsterkning, K.
Likeledes noteres den staende svingningens periode
=L - 2T (9.49)
fe @180
Det som i realiteten skjer, er at systemet selv genererer en svingning, og det foretas
en frekvensanalyse av den lukkede slgyfen i n@rheten av frekvensen @gp.
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Eksperimentell innstilling av standardregulatorer for prosessregulering — Ziegler-Nichols metode

P-regulator: En gunstig innstilling hvis vi kan ngye oss med P-regulator vil da vare
K, = 0.5K,x = K, [dB] — 6 [dB] (9.50)

Den valgte innstillingen tilsvarer en forsterkningsmargin AK = 6 [dB]. Den-
ne innstillingen vil som oftest vaere akseptabel nar systemet har relativt sterkt
gkende negativ fasevinkel, fordi forsterkningsmarginen da vil vaere utslagsgi-
vende.

PI-regulator: En gunstig parameterkombinasjon vil vaere

K, = 045K, = K, [dB] —7 [dB] (9.51)
1
T, =085T, ~5—— (9.52)
@180

K, for PI-regulator velges nd lavere enn for P-regulator p.g.a. det negative fase-
bidraget til integraldelen.

PID-regulator: Her velger vi

K, =0.6K,; = K, [dB] — 4.5 [dB] (9.53)
1
T, =05T, ~3—— (9.54)
@180
1
T; =0.12T; = 0.75—— (9.55)
@180

K, kan nd velges litt stgrre enn i (9.50) p.g.a. faselgftet som gis av derivat-
delen.Vi legger merke til at ved PI-regulator vil integralvirkningen komme inn
ved frekvenser lavere enn 0.2w;g0. Ved PID-regulator vil integralvirkningen
komme inn ved frekvenser lavere enn 0.3m;g9, mens derivatvirkningen fgrst
kommer inn ved frekvenser hgyere enn 1.3 ;3.

Det presiseres at denne eksperimentelle innstillingsteknikken ikke er universell, men
den kan, eventuelt med en viss justering av de numeriske verdier som metoden
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gir, benyttes 1 mange praktiske tilfeller. Vi oppsummer Ziegler-Nichols’ regler i ta-
bellform:

Regulator K, T; 1,

P 0.5K, | oo 0

PI | 045K, |[085T; | O

PID 0.6K, | 0.5T; |0.127;

Et naturlig spgrsmal er na: Hvorfor svinger systemet med @;go med Ziegler-Nichols?

Ved 4 sette h, = K, og gke K, til K;, kommer systemet i en stdende svingning med
periodetid 7;. Kall svingefrekvensen i rad/tidsenhet @y. Da er

27 27
Wy = — <= Tk = —
Ty Wy

Vi skal vise at @, = ®g0:
Nar det lukkede system er pa stabilitetsgrensa, er @, = ®;go, dvs.

Zho(E£jw.) = —180° = ho(Ejwigo) = —1

Daer 1 4+ ho(£jwig9) = 0. Siden polene i det lukkede system kan finnes som rgttene

i nevnere til N(s) = , ma £ jwg veere to av polene i det lukkede system.

1+ ho(s)
Den staende svingningen er gitt av disse to polene, for eventuelle gvrige poler er i
v.h.p. Ergo er @, = w39.
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EKSEMPEL 9.7: Bruk av Ziegler-Nichols metode

Figur 9.28
AFF-diagram for
prosessen med P-

regulator, PI-regu-
lator og PID-
regulator

Ziegler-Nichols metode er som forklart primart beregnet pa a justere inn regulatoren
for en fysisk prosess som man ikke har en modell av. Men den kan ogsa brukes pa en
matematisk modell av en prosess: Gitt en prosess med transferfunksjonen

Ke—l’s
hu(s) = (1+T15)(1+ Tos)(1 + T3s) ©-56)

der K=1,7; =0.1 [min], 7 = 1.0 [min] og 73 = 7 = 0.2 [min].
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[} N med P-regulator
0 dB for /1y med

alle tre regulatorer
ferdig innstilt

100 [rad/min]

—45°

-90°

—135°

—-180°

-225°

-270° [ [ [ [
0.01 0.1 1 10 100
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Vi kan né bestemme K ,; og g0 fra Bodediagrammet i figur 9.28, som viser amplitude-
og fasediagrammer for reguleringsslgyfen med de tre typene regulatorer innstilt etter
Ziegler-Nichols metode. Figuren viser at w39 = 4 [rad/min]. Dette tilsvarer at syste-
met ville svinge med en periode 7 ~ 1.6 [min].

Vi leser ogsa av K, =~ 14.5 [dB]. De resulterende frekvensresponsdiagrammer nér
regulatorparemetre innstilles pa grunnlag av K, og T, er overfgrt til Nicholsdiagram
i figur 9.29. De resulterende |[N(jw)|-diagrammer er vist i figur 9.30.

) FIgUI’ 9.29 (BT 20 00 500 “gor 900 —120° —150° =180° 150° 1207 | P 60 30° 107
Nicholsdiagram for
prosess med P-
regulator, PI-regu- 1o L
lator og PID-
regulator
0 L
-10 |
-20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-360°  -315°  -270°  -225°  —180°  —135° -90° —45° 0°
Figur 9.30 [dB] 20
IN(j)]-
diagram -

Vo)

20 VSRR PG iiiiin Db G iiiin R
0.1 1 10 100 1000

[rad/ min]
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EKSEMPEL 9.7 9.3. Regulatorsyntese ved seriekompensasjon

Fglgende resultater oppnas:

For P-regulator:
K, =8.5[dB] = 2.65
IN(0)] = —11.3 [dB], |[N(j®)|max = 8 [dB]

For PI-regulator:

K, ="71.5[dB] =2.35

T; :5-% = 1.25 [min]

IN(0)| = —e2 [dB] =0, [N(j®)|max = 9 [dB]
For PID-regulator:

K, =10[dB] =3.16

T, =3--—=0.75 [min]

e

1
1, =0.75- i 0.19 [min]

IN(0)| = —e= [dB] =0,

N(j®)|max =9 [dB]

For a kontrollere hvordan dette systemet oppfgrer seg i tidsplanet, er det gjennomfgrt
en simulering der det antas at prosessens transferfunksjon framkommer som et re-
sultat av fire seriekoplede dynamiske elementer, som vist i figur 9.32. En tenker seg
ogsa at prosessen kan utsettes for sprangvise forstyrrelser, som kan angripe pa tre
forskjellige steder. Disse betegnes med vy, v, og v3. Prosessens utgang (malingen) y
registreres i hvert tilfelle for de tre regulatortypene. Resultatet er vist i figur 9.31.
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Figur 9.31 A
Respons ved |
sprangvise forstyr- Sprang i v,
relser pa tre
forskjellige steder
P
|
PID PI
2 4 6 [min]
/
1 \
Sprang i v,
P
PI
2 4 6 [min]
A
! \
Sprang i vy
[min]

PID PI
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Responsen avhenger svert av hvor forstyrrelsen angriper. Nar forstyrrelsen angriper
“tidlig” i prosessen (det vil si ner padraget), vil den arte seg som en “myk” for-
styrrelse sett fra malingen. Uansett forstyrrelsens angrepssted gir P-regulatoren et
stasjoneert avvik mens bade Pl-regulatoren og PID-regulatoren far avviket til a ga
mot null. PID-regulatoren gir den hurtigste responsen 1 alle tilfellene.

Man kan diskutere hvorvidt de valgte innstillingene er de beste med den foreliggende
strukturen. I enkelte tilfeller vil vi nok foretrekke et system som er litt mindre oscil-
latorisk. Det svarer til innstilling av systemet slik at |[N(j®)|max blir litt lavere, for
eksempel ca. 6 [dB] som tidligere antydet.

Figur 9.32
Prosess med
regulator og
tilbakekopling

Yo

Vi vy V3
h u | | 1 N Y
? o(5) 1+ 7,5 1+ Tps 1+ Tys ¢

9.3.3 Eksperimentell innstilling av Pl-regulator — SIMC-metoden

Her fglger en oppskrift pa apen-slgyfe-tuning av PI-regulator. Metoden som her pre-
senteres er SIMC (SIMC - Skogestad’s Internal Model Control tuning rules). Meto-
den baseres pa fglgende vis:

1.

Ta utgangspunkt i en enkel sprangrespons i apen slgyfe.

2. Tilpass en 1.ordens modell med tidsforsinkelse til responsen.
3.
4

. Beregn Pl-parametrene fra en enkel formel

Spesifiser gnsket lukket slgyfe sprangrespons.

T, 1

KP
K (t+1) (9.57)
T; = min(Ty, 4(t+1p))

der 77, er gnsket tidskonstant for lukket system fra r til y, se figur 9.34.
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Figur 9.33 ‘ T T
PI- ! | Tilnermet modell !
reguleringsslgyfe | | av prosessen :
o ou(t) | ha(s) Ke ™ | (1)
1 + > s — +
1 . 1+Tis | |
Figur 9.34
r(t ~Ts t
(@nsket lukket ©) o M(s) = © y)
slgyferespons. 1 +Tps
Vi har valgt 7.
Velger her gnsket lukket slgyferespons pa tilsvarende form som /4, (s). Vi kommer
ikke utenom tidsforsinkelsen 7, men kan velge en gnsket tidsrespons gitt ved 77.
Figur 9.35 NG -
Sprangresponsen Stlgnmg )
for 1. ordens modell ] K H -
med tidsforsinkelse. 2k =— /1 L
Tl’ ,. : //
15 — ‘ - 1 /
Lol
y(t) ) ! \',/
: / 63% K
0.5 1
V4
0 ? . Y.
3 !
5 Is 10 i15 20 25 30 35 40 45 50
—— tek
T T
! a
Appz=i]
u(t) os At =1
\ 4
0
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t [sek]

Figur 9.36 viser sprangresponsen for 1. ordens modell med tidsforsinkelse. Fglgende
parametre 1 prosessmodellen
Ke—l's
ho(s) =
! (S) 14+Tis

erbrukt: K =2,71 =10, 7T=40g Au=1.
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9.3.3.  Eksperimentell innstilling av PI-regulator — SIMC-metoden

Steg 1: Tilpass den enkle 1.ordens modellen til en virkelig sprangrespons
1. Ansla fgrst' stigningen like etter tidsforsinkelsen:
_dy/dt K
Au T

Plott gjerne responsen pa papir og bruk linjal og trekk tangenten langs den
bratteste delen av responsen etter y(¢) begynner a stige.

k/

2. Finn tidsforsinkelsen 7 ut fra hvor denne tangenten skjerer tidsaksen ved y(0).

3. Gjgr et anslag pa tidskonstanten 7} (der y(¢) passerer 63% av fullt utslag eller
der asymptoten (tangenten) nar fullt utslag i y(¢)). Om man vil finne K, bruk
K=KT

PS: Vear obs pa a ta med rett stgrrelse pa Au nar man anslér &’ eller K fra y(z)!

Steg 2: Bruk fglgende PI-parametre

T 1 1 1

P K(t+T) K (t+Tp) (9.58)
T, = min(Tl, 4(T—|— TL))

For moderate tidskonstanter 77 ser vi at integraltiden 7; velges slik at nullpunktet i
Pl-regulatoren kansellerer polen i prosessen, altsa

Ii=T

Om valg av gnsket lukket slgyferespons

Juster aggressiviteten til regulatoren med valget av lukket slgyfe tidskonstant: 77

TI,=r1 Normalt rask innstilling, fasemargin ca 60°
;. =037 Aggressiv innstilling, fasemargin ca 45°
L, >27 Moderat/langsom innstilling, fasemargin > 60°

For Ty, > 27 far vi ikke oversving, og lukket slgyferespons stemmer bra med

M(s)

e*TS

- 14+ Tgs

"Hvis man nér en tydelig stasjonzrverdi kan man selvsagt finne K fgrst og trenger ikke &’

&y =) —(0)
K= A= ue)=u(0)
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For lavere Ty, vil vi fa mer oversving etter hvor aggressiv (lav) verdi som velges.
Steg 3: Testing i lukket slgyfe

* Test om regulatoren fungerer som forventet

¢ Prgv ut noen verdier av 1},

* Huvis det ikke fungerer som forventet, se pa modelltilpasningen igjen

Figur 9.36
Lukket slgyfe-
respons for

ulike TL/‘L'. P — ]z -1
12 87 N _J‘l_

ONEE // e
0.8 / //
0.6 // / \\
/ / // 7, =21

/4

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

y(t) ved enhetssprang i referansen ved t=0

Spesialtilfelle: Integrerende prosess med tidsforsinkelse

Anta fgrst
Kef‘rs K efrs , ef‘Cs

- 1+T1S_F1Til—1—s_ Til—ks

hy(s)

Anta sé at T gker mens vi beholder samme stigningsrate k', da far vi folgende pro-

sess:
e—’L’S
T) — oo = hy(s) = k'
s
SIMC gir da enkelt
K — 1 1
P (T—l— TL)
T, = 4(7,' + TL)

Nar tidskonstanten i apen slgyfe er stor vil responsen i praksis ligne mer pa en inte-
grerende prosess, og felgende minimum seleksjon er derfor innfgrt:

T, = min(T}, 4(1+1T})) (9.59)
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9.3.3.  Eksperimentell innstilling av PI-regulator — SIMC-metoden

For integrerende prosesser velger man av og til enda lengre integraltid, eller en ren P-
regulator for a unnga langsomme oscillasjoner pa grunn av to integratorer i slgyfen.
Merk: En Pl-regulator gar mot en P-regulator i praksis nar 7; velges stor

(T; >>4(t+1p)).

Legg merke til at K, er omvendt proporsjonal med dpen slgyfe forsterkning K el-
ler stigning k’. K, reduseres jo lengre tidsforsinkelse vi har eller jo langsommere vi

gnsker responsen. Nar 7; = T i Pl-regulatoren far vi fglgende enkle slgyfetransfer-
funksjon

ho(s):h,(s)hu(s):(ﬁ ! (1+T1s))< Ke™ )z o s

K (t+Ty) Tis (1+Tys)s (t+Tp)s

SIMC antar at man kan finne en tilpasning til en modell som er av 1. orden + tids-
forsinkelse. Kan en da anta at en slik modell vil kunne representere alle prosesser?
Generelt er svaret nei, men det er veldig mange prosesser der denne tilnermingen vil
kunne fungere. Ngkkelen er at det er fase og forsterkning for slgyetransferfunksjonen
i omradet der kryssfrekvensen kommer til & ligge som bgr stemme med den egentlige
prosessen. Avvik for lave og hgye frekvenser har mindre betydning. Dermed kan vi
si at denne enkle metoden vil kunne fungere for mange prosesser, men det er noen
prosesser der forenklingen blir for grov.

Nar vil da SIMC-metoden fa problemer? Noen eksempler er
* Oscillatorisk apen slgyfe prosess kan vare vanskelig a handtere.

* Langsomme nullpunkter (i venstre halvplan) kan gi til dels spesielle responser
med stort oversving. Det kan da vere utfordrende a ansla parametre i en 1.
ordens modell.

* Ustabile prosesser har ikke fornuftig sprangrespons, og metoden kan ikke bru-
kes.

* Hgyere ordens prosesser kan noen ganger kreve mer avansert regulering enn
PI.

* Fenomener som ulineariteter kan gjgre det vanskelig a tune enkle PI-regulatorer,
for bade settpunkt og forstyrrelser kan pavirke en linearisert modell.

* I multivariable systemer kan interaksjoner i prosessen gjgre at innstillinger i
andre regulatorslgyfer pavirker prosessmodellen som hver enkelt regulator ser.
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9.3.4 Standardregulatorer for et utvalg av prosesser. Parametervalg.

Tabell 9.3 gir en summarisk oversikt over rimelige parametervalg for forskjellige
standardregulatorer brukt sammen med noen vanlige prosesstransferfunksjoner. Val-
gene ma oppfattes som rimelige forslag. Andre regulatorparametre kan ogsa gi gode
resultater. Ved utledningene er fglgende prinsipper brukt:

* Relativ dempning i slgyfen { = 0.5

* Forsterkningsmargin AK ~ 2 ~ 6 [dB]
* Fasemargin y ~ 45°
 Ziegler-Nichols metode

For noen av regulatorene er det anfgrt . = gbb = gnsket bandbredde. Dette skyl-
des at de oppgitte dataene ikke er tilstrekkelige til a bestemme bandbredden (kryss-
frekvensen) @.. Andre spesifikasjoner, for eksempel effektbetraktninger (se kapittel
12), ma til for a finne svaret.

De stedene i tabellen som inneholder X, er uaktuelle.
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TABELL 9.3 Oversikt over passende regulatorparametre

P PD()
hu(s) hr(s) = Kp hr(s) = K[J(l + Tds)
K l(o
1.1 K Pg X
§ ®, = gbb
K K 1Tco
1.2 Pg e X
14+Ts o, = gbb
1
K, e
2.1 52 X =
s d o
w. = gbb
K lw
p — %Y
2.2 K ! T, 71"{
' s(L+Ts) Kp_ﬁ ‘-
®, = gbb
1 /T T: K —lTw
K Kp:K<Tl+1+T2> Tk
23 (1+Tis)(1 + Trs) L7 2 ! Ty=T
1 o
1 /o
3.1 K X Kp=% }zﬁ
) S2(1+TS) 1 1
Ty=—T , o0~ —
T 10
K o 1
3.2 (14 Tys)(1 + Trs) = %TITJFTB PKD
Ti >1T 172 T, =T




9. Syntesemetoder for line@re reguleringssystemer

362

PD®? PI PID
1+ Tys 1+ Ts (1+Tis)(1+Tys)
hye(s) = he(s) =K =
r($) "1+ olys r(s) P hy(s) = Kp Tis
1
Ky = 20
5
1.1 X T’:E X
C
. = ¢bb
1
Kp:ETwC
., = gbb
1 2
KPIE aa)c
2.1 _ X X
N
o, = ¢bb
L | 1 T
- K,=—— PTKT,C
2.2 P~ KaT " KT/B S ¢
T,=T T.=BT , B~1 L
i ﬁ ) ﬁ O W, = be
1
—li K. = 1T KP:EY}(’OC
P P .
2.3 Kol KT Ii=1,T,=T,
T,=1 ="
w. = gbb
o _ 1005
P= T
3.1 11( r | X X
Ty=—T,0=—
4Tl 20
1 T, + 10T 11
Ky=-——-— 2 1T+ KP:EW
32 2K T]T2 p_ﬁ T]T2 2
‘ 1 T, = 10T
T,=Ti, a= T,=5VTiTx .y 2
d— 11
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9.3.4. Standardregulatorer for et utvalg av prosesser. Parametervalg.
P pD()
hu(s) he(s) =K, he(s) = K, (14 Tys)
K 1T
1T Ky = 2=
33 | (1+Tis)(1+Tas)(1+ T3s) 1([,:?7 KT
T >T>T; 2 Ty="1
41 K s K,— T X
s K4t
1
Ky =2
K ! 2
4.2 —Ts 1 T T T
(1+Ts)e (2 2(?) +4r+1_r) x
1 T+1/2
K T
X 101
5.1 —e ™ X P K 12
s T, =10t
T 1 x
K 1+2— K,=——
5.2 We_rs Kp — L 71': < L P K 4t
N N -
Kt 1+4= KT Td =T
T
1T+ 1
K e TS Kp - E 2T . = K
53| (+T9)(1+T) AT+ (T 4 T)2T 4 22 ( 1)+l )
T>Th>1 AT+ (Ti + 1)t AR
1T+ =t
T K 21
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9. Syntesemetoder for line@re reguleringssystemer
PD? PI PID
1+ Tys 1+Tis (1+Tis)(1+Tys)
h = h =K, =
r(s) P14+ olys r(s) P hy(s) P Tis
1T 1T 1 T;
K,~ —— = == = —
33 KT, KT, KTy
Ii=1 =" Ii=T,T;,=1
L1
4.1 X T Kot X
T, ~ 107
1 nT;
4.2 X P K4 X
=Tt
1 0.05
K =——=
5.1 Pk 12 X X
T,=10t
14+2a— 1
1 11 1 K. — —
Kp =+ T = KaoT K”:KT\f " ke
5.2 Tl tda- B = Bt, B~20
T,=T fi=pr. p~20 Ty=T,t<T
5T
K, === 1 7T
PTKT Kp:lﬁw P K 4t
5.3 T, =T, K 7 (41r+ 1) T =T
oc:i fi=h I, =1
20
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9.3.5 Seriekompensasjon av folgesystemer (servomekanismer)

Seriekompensasjon er et viktig virkemiddel ved oppbygning av tilbakekoplede fglge-
systemer som skal tilfredsstille gitte spesifikasjoner. Dette gjelder framfor alt i de
enkleste og billigste systemtypene. I mer kompliserte systemer bruker vi gjerne en
kombinasjon av serieckompensasjon og kompensasjon med intern tilbakekopling som
skal beskrives 1 neste avsnitt.

Seriekompensasjon av et fglgesystem vil stort sett fglge de samme prinsippene som
beskrevet til na i dette kapitlet. Det finnes imidlertid visse forskjeller det kan vare
verd & legge merke til.

I mange tilfeller vil “prosessen” i et fglgesystem vare en eller annen form for moto-
risk enhet som gir en bevegelse (translasjon eller rotasjon). I sa fall vil det vare en
integrasjon mellom enhetens hastighet og dens posisjon (vinkel). Dette har betydning
fordi fglgesystemets dynamiske egenskaper er avhengig av hvor mange integrasjoner
som finnes i slgyfen, som beskrevet i avsnitt 9.2.2 (tabell 9.1). Dersom det “naturlige”
antallet integrasjoner 1 prosessen er tilstrekkelig ut fra spesifikasjonene, vil det ikke
vaere ngdvendig a tilfgre nye integrasjoner i regulatoren. Dersom spesifikasjonene
fordrer to integrasjoner i slgyfen og prosessen bare har en, ma imidlertid kompensa-
sjonselementet bidra med en ekstra integrasjon.

Seriekompensasjon av fglgesystemer basert pa frekvensanalytiske spesifikasjoner
skiller seg fra det som er beskrevet i foregaende avsnittet bare ved at vi ogsa gjerne
undersgker stgrrelsen

= (jw) = M(jo)

Yo
Det er vesentlig for et fglgesystem at resonanstoppen i |M(j)| ikke blir for hgy, og
vi pleier ofte a spesifisere |M(j®)|max < 3 [dB]. Spesifikasjonen
IN(j®)|max <5—6 [dB] vil imidlertid lede til omtrent det samme resultatet. Et annet
forhold er at det for mange anvendelser ikke bare er viktig at amplitudeforholdet
IM(jw)| skal vere mest mulig lik 1, men ogsa at ZM(jw) skal vere minst mulig
opp til hgyest mulig frekvens.

ZM(j) er et direkte mal for etterslepingen som y(¢) har i forhold til yo(¢) nar
referansen er sinusformet, som illustrert i figur 9.37

Etterslepingen i tid finner vi lik

ZM(jo)
Q]

At = (9.60)
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Figur 9.37
Betydning av
IM(jo)

A o)

(1)

ZM

-

Antar vi eksempelvis at

M(s) = (9.61)

finner vi av (6.24) at

22
/M (jw) ~ — arctan —(002 (9.62)
®
(@)
wy
For @/amy < 0.3 og dessuten { < 1 finner vi
/M(jo)~ 202 9.63)
J o0 .
Likning (9.63) og (9.60) gir da
1
At =~ —-20— (9.64)
C(UO

Etterslepingen (forsinkelsen) ved frekvenser noe under den udempede resonansfre-
kvensen er altsa uavhengig av frekvensen pa svingningen, men proporsjonal med
den relative dempningsfaktoren. Eksempelvis vil et system med @y = 10 [rad/s] og
£ = 0.4 (som gir [M(j®)|max ~ 3 [dB]) ha

1
At ~—2-04-— =0.08
0 [s]
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EKSEMPEL 9.8 9.3.5. Seriekompensasjon av fglgesystemer (servomekanismer)

I avsnitt 9.2.2 undersgkte vi et fglgesystems evne til a fglge typiske tidsforlgp som
sprangfunksjon, rampefunksjon eller parabelfunksjon. Det stasjonzre avviket forarsa-
ket av slike referansefunksjoner framgar av tabell 9.1. Dersom vi gnsker at systemets
stasjonzre avvik skal vaere lik null etter et sprang i referansen, ma antallet integrasjoner
(p) i slgyfen minst vere lik 1.

Figur 9.9 viser at innsvingningen vil fa en uheldig oscillasjon ved valg av p = 2. Kon-
klusjonen blir derfor at vi med hensyn pa et sprang i referansen bgr velge p = 1. Et
system med p = 1 vil som det framgar av figur 9.6, fa en viss ettersleping nar det
patrykkes en rampefunksjon som referanse. Det stasjonare fglgeavviket vil vere pro-
porsjonalt med faktoren 1/K der K er forsterkningen i slgyfen som framgar av (9.8) og
eksemplet i figur 9.8.

Disse prinsippene skal illustreres ved hjelp av noen eksempler.

EKSEMPEL 9.8: Styring av likestromsmotor

Figur 9.38
Blokkdiagram for
likestrgmsmotor

Vi skal i dette eksemplet se pa dimensjonering av en servomekanisme hvor den vesent-
ligste komponenten er en likestrgmsmotor. Blokkdiagrammet for likestrgmsmotoren
(tegnet pa grunnlag av likningene (2.69) og (2.70) i eksempel 2.8) blir

v
u, ia d 1 (’0

1 K, M 1 .
L,s Js |

oA |
R, L— — 4B F——4

e, L 4
K -

v

De elektriske og mekaniske “undersystemene” er antydet med skraverte rektangler. Fra
na av ser vi bort fra friksjon og setter B =0

Likestrgmsmotoren brukes til styring av pennen i en potensiometerskriver. Dette ek-
semplet har mange likhetstrekk med eksempel 7.8. En liten ankerstyrt likestrgmsmotor
med konstant felt inngér, som vist i figur 9.39. Motoren driver en penn som kan tegne
kurver pa et papir, over en mekanisk utveksling. Skyvekontakten til et potensiometer
er festet til pennen. Spenningen over potensiometeret sammenliknes med et innkom-
mende referansesignal som skal reproduseres som en kurve pa papiret. For relativt sma
likestrgmsmotorer kan vi fa kontinuerlig virkende elektroniske kraftforsterkere som kan
drive motoren direkte i ankerkretsen. (For stgrre motorer i andre servo-anvendelser er
det ngdvendig a bruke enten thyristorer eller krafttransistorer for modulert effekttilfgr-
sel eller en roterende generator).
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Figur 9.39
Potensiometer-
skriver

Figur 9.40
Blokkdiagram for
det totale systemet

Figur 9.40 viser et blokkdiagram der de forskjellige komponentene og fenomen inngar.
Den elektroniske kraftforsterkeren antas 4 ha en spenningsforsterkning lik K.

v
Yo | X3 L ] X, 1 Xy y
h(s) | K/ Rl Ky Ts - = K

©

Det skraverte rektangelet svarer til blokkdiagrammet i figur 9.38. Vi bruker na notasjo-
nen x for tilstand, y for maling, og v for forstyrrelse. Ankerstremmen i motoren (i, = x3)
gir giennom momentkonstanten K7 opphav til et dreiemoment som sammen med et ytre
belastningsmoment v; virker pa motorens ekvivalente treghetsmoment J og gir en akse-
lerasjon, som igjen resulterer i en rotasjonshastighet x;. Integralet av denne hastigheten
gir motorens vinkelposisjon x;. Merk at vi i dette tilfelle ikke har hastighetsregulering,
men posisjonsregulering, derfor den ekstra integratoren til hgyre 1 blokkdiagrammet.

Overfgringen mellom rotasjonen til motoren og bevegelsen av pennen, males ved hjelp
av spenningen som plukkes opp pa potensiometerets skyvekontakt. Potensiometerkon-
stanten er K; [volt/rad]. Transferfunksjonen fra forsterkerens inngang til potensiomete-
rets spenning blir

Kt
Ry+Lgs)Js 1
hu(s) = Kf%;&
(Ry+Lys)Js
K/K, (9.65)
1 1
= Kf _Ks ~ KV
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der
L
T, = R—a — ankerkretsens elektriske tidskonstant
a
0og
_ JR,
- K,Kr

T = motorens mekaniske tidskonstant

Vi vil ofte finne at T, < T,,, slik at vi kan sette T, ~ 0.

En servomekanisme for det formalet som her er skissert, skal framfor alt reprodusere
vilkarlige kurveforlgp med minst mulig dynamisk feil.

Fglgende fysiske parametre antas gitt:

Ky = kraftforsterkerens spenningsforsterkning = 50[V/V]
R, = ankerkretsens motstand = 40[ohm)]
L, = ankerkretsens induktivitet =0.2[H]
K, = motorens hastighetskonstant =0.1 { v ]
rad/s
K7 = motorens momentkonstant =0.1 {mel
J = treghetsmomentet referert til motoraksel =1.25-107° [kgmz]
K; = potensiometerkonstanten =0.5[V/rad]
Y0, max = skriverens spenningsomrade = +10[V]

Med disse parametrene far vi av (9.65)

250
hu(s)

~ 5(1+0.0055)(1 +0.055)

(9.66)

En rimelig spesifikasjon til dette systemet angar etterslepingen nar inngangssignalet
yo(t) er en rampefunksjon. Vi spesifiserer at skriverens fulle spenningsomrade (20
[V]) skal gjennomlgpes i Igpet av 1 sekund og at den stasjonare etterslepingen da
ikke skal vaere stgrre enn 0,2% av spenningsomradet, altsa 0.04 [V]. Bruk av resul-

tateti (9.11) og tabell 9.1 gir da

20
— =0.04 (9.67)
K

der K er den endelige slgyfens forsterkning under forutsetning av at slgyfen har én
integrasjon (p = 1). Dette gir K = 500 = 54 [dB].
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Figur 9.41
AFF-diagram
for slgyfen

Siden vi ogsa er interessert i at dette systemet skal oppvise en fornuftig sprangrespons
uten vesentlig oversving, vil vi ikke spesifisere at systemet skal ha p = 2 integrasjo-
ner i slgyfen. Med to integrasjoner kunne vi oppnadd perfekt stasjonar fglging av en

rampefunksjon, men ville fatt betydelig oversving i sprangresponsen som vist i figur
9.9.

Vi kan na tegne et asymptotisk amplitude-diagram for slgyfen i figur 9.40 nar bare
kravet K = 500 skal tilfredsstilles. Dette oppnas ved a velge et kompensasjonselement
som bare er en konstant forsterkning A,(!)(s) = 2. Resultatet er vist i figur 9.41. Av dette
diagrammet ser vi at systemet ikke er akseptabelt med denne enkle kompensatoren pa
grunn av ustabilitet (w, > @;3p). Vi ma derfor innfgre frekvensavhengige elementer i
kompensatoren for blant annet & oppna stabilitet.

[dB]

50

40l

30

20p--
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Vi kan i prinsippet oppna stabilitet i systemet ved a innfgre en forholdsvis sterk po-
sitiv fasekorreksjon i frekvensomradet 200 — 500 [rad/s]. Dette medfgrer imidlertid
at vi ma ha to begrensede derivatvirkninger i kaskade for & oppna tilstrekkelig fase-
margin. En mer realistisk lgsning er a bruke en kombinasjon av proporsjonal + be-
grenset integralvirkning og proporsjonal 4 begrenset derivatvirkning som vist i figur
9.41. Kryssfrekvensen vil derved bli @, = 50 [rad/s]. Skulle vi oppnadd en vesentlig
hgyere bandbredde enn dette, matte vi ha valgt en mekanisk konstruksjon som tillot
hgyere bandbredde, for eksempel en hurtigere motor. Kompensasjonselementet som
er benyttet for det korrigerte forlgp i figur 9.41, har formen

2(1+40.05s)?
he(s) = 9.68
9) = 50,55 (1+0.0055) ©-68)
og den resulterende slgyfetransferfunksjonen blir
500(1+0.05s)
ho(s) = 9.69
008) = {T50.55)(1 1 0.0055) ©-69)

Det lukkede systemets frekvensrespons M(j®) bestemmes ved bruk av Nicholsdia-
gram eller plottes ved hjelp av MATLAB og er visti figur 9.41.

Den lukkede slgyfens transferfunksjon blir

M(s) ho(s) 140.05s
S)= =
1+ho(s) 1+40.0525+0.0010252+1.01-1075s3 +2.5- 10~ 8s*

(9.70)

Knekkfrekvensen til den doble polen i ii(s) er en dekade hgyere enn den nest hgyeste
knekkfrekvensen. Virkningen av den doble polen er derfor tiln@rmet uavhengig av
de andre polene og nullpunktene i transferfunksjonen. Vi forsgker derfor fglgende
tilnaermelse for M(s)

1+40.05s

(1 +2c&+ (%)j (1+0.0055)2

Vi multipliserer ut nevneren i (9.71) og finner parametrene { og @y, slik at leddene
av fjerde og forste grad stemmer overens med (9.70). Det lukkede systemets trans-
ferfunksjon vil na tiln@rmet vere lik

M(s) ~ (9.71)

140.
M(s) ~ 10055 (9.72)

s s \2
142.0664—— + (=2} (1+0.0055)2
( +2-0.66 +(31'6) )( +0.0055)

31.6



9. Syntesemetoder for linezre reguleringssystemer EKSEMPEL 9.8 372

Ved a bruke MATLAB kan vi finne det eksakte uttrykket for M(s) som blir
1+0.05s

Ry s \2
(1 +2:0675 2+ (m) ) (1+0.003555) (1 +0.02655)

M(s) ~ (9.73)

Det er tydelig at tilnermingen i (9.72) har ganske stor feil i resonansfrekvensen og i
de to hgyfrekvente polene.

Likning (9.72) kan brukes for skissering av en tiln@ermet sprangrespons av systemet
som vist i figur 9.42. Figuren viser ogsa den egentlige sprangresponsen som finnes
ved simulering. Hovedsaken er at systemet har en stigetid etter et sprang som ligger
i omradet 40 [ms].

Figur 9.42 A Simulert
Sprangrespons
p gresp Tilnaermet
10 t------ffrmme T
0 + + + + + + + + + t + t t + t } -
50 100 150 200 [ms]
Figur 9.43 [V] &
Respons ved 40 |
patrykking av
en rampe
3.0 +
2.0 —+
1.0 -
0 L

50 100 150 200 [ms]
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Etterslepingen (med en rampefunksjon 20[V/s] som referanse) vil som vist i figur
9.43 til a begynne med komme opp i ca. 0.3 [V], men etter ca. 0.1 [s] vere redusert
til ca. 0.04 [V] som spesifisert. Dersom dette ikke er tilfredsstillende, er det som
tidligere sagt mulig a presse den endelige slgyfens frekvensrespons noe mer mot
hgyre med bruk av sterkere derivatvirkning eller aller helst ved a bruke en hurtigere
motor.

|

EKSEMPEL 9.9: Dynamisk posisjonering av farkoster

Figur 9.44
Dynamisk posisjon-
ering av farkoster

Et eksempel pa problemet betinget stabilitet som er nevnt i eksempel 8.17, har vi
ved sakalt “dynamisk posisjonering” av farkoster i sjgen som vist i figur 9.44. Dette
omradet er behandlet i stor detalj i Fossen (1994)

En propell (thruster) drives av en elektrisk motor og gir skyvkraft til & posisjone-
re baten i horisontal retning. Nar hastigheten til baten er liten, vil den hydrauliske
dempningen vare liten og transferfunksjonen mellom propell-skyvkraft og posisjon
vere

hu(s) = — (9.74)

der m = farkostens masse.

En propell vil gi en skyvkraft p = k;|n|n, der n = propellens turtall og k, = konstant.
Dette betyr at skyvekraften er svert liten nar turtallet er lite (ulinezrt). Pa grunn av
de to integrasjonene i /1, (s) vil vi velge proporsjonal-+begrenset derivat-regulatoren

1+Tds

he(s) =K,————
(S) P 14+ OCTdS

der o ~ 0.1 er en rimelig verdi.

Dersom motoren utstyres med furtallsregulering, vil vi fa en reguleringsslgyfe som
vist 1 figur 9.45
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Figur 9.45 Motor m/tur-
System med Regulator tallsregulator Propell Farkost
turtallsregulering X, k n P p 1 x

‘T— h.(s) - H’;ms - 74; 5

Hadde propellen hatt en karakteristikk som ga proporsjonalitet k; mellom turtall n og
skyvkraft p, ville vi fatt en reguleringsslgyfe som fungerte bra med slgyfetransfer-

funksjonen
1+ TdS km (1) 1
h = 9.75
o(s) Pl alys 14Ty " ms? ( )
der
V10
K, m

T 2500 T2kyk, (V)
T; =507, og x=0.1

ville gitt en akseptabel stabilitetsmargin.

Men siden p = k;|n|n er en ulinezr funksjon i n, vil “forsterkningen” assosiert med
propellen ga mot null nar turtallet blir lite.

Figur 9.46 || (jo) [dB] 4
A/F-diagram 40
for ho(ja))

20

>

-270° ~180° ®c -90°  shy[rad/s]

-20

W80

—40
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Figur 9.46 viser et amplitude/fase-diagram for Ao (j®) dersom “forsterkningen” k; i
propellen er konstant. Siden denne “forsterkningen” i virkeligheten er k;|n|, vil sted-
kurven for ho(j®) forskyves nedover i forhold til det kritiske punktet P (0 [dB],
-180°). Dette er ekvivalent med a si at det kritiske punktet P beveger seg oppover og
narmer seg stedkurven.

Figur 9.47 Posisjon [m] A
Horisontal posi-
sjon, turtall av 31
propell og skyvkraft
ved sprang i
posisjons-
referansen,

ulineert system

16 [mrin]

Turtall [rad/s] A

10+ n(t)

V 2 4 6 8 10 [min]

Skyvkraft [N] A

100 1

\/ 2 4 6 8 10 [min]
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Dette betyr at dempningen 1 systemet blir mindre og mindre med det resultat at syste-
met vil begynne a svinge, men med avtagende amplitude. Figur 9.47 illustrerer dette
der farkosten gis et sprang i horisontal posisjonsreferanse. Responsen i posisjon x(7),
skyvkraft p(z) og propellturtall n(¢) er vist i figuren. Figur 9.48 viser det samme med
linear karakteristikk for propellen.

Figur 9.48 Posisjon [m] A

Lineart system

2 4 6 8 10 [min]

Turtall [rad/s] A

10+

2 4 6 8 10 [min]

Skyvkraft [N] A

100 1

2 4 6 8 10 [min]
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EKSEMPEL 9.10: Styring av en antenne

Figur 9.49
Elektrohydraulisk
servomekanisme
som driver

en antenne

Figur 9.49 viser skjematisk de viktigste elementene som inngar i en elektro-hydraulisk
servomekanisme for drift av en tung antenne-installasjon. Dette er et eksempel som

prinsippielt er likt med motorstyringseksemplet 7.7. Problemet er a dreie drivakselen

til en antenne slik at dens vinkel ¢, til enhver tid blir mest mulig lik en referansevin-

kel ¢;. Denne foreligger ogsa som en akseldreining. Systemet er typisk ved antenner

som skal fglge satellitter for mottaking av radiosignaler. For ikke a miste fglsomhet

i antennen som har et svert smalt stralingsdiagram, er det viktig at antennen pe-

ker ngyaktig mot satellitten. Satellittens posisjon er beregnet av en datamaskin som

ved hjelp av en instrument-servomekanisme driver referanseakselen, for det systemet

som behandles her.

Antennen er utstyrt med to forholdsvis like servomekanismer, en for sidevinkel og
en for hgydevinkel. Bare den fgrste av disse behandles her.

Da antennen har stort treghetsmoment, store friksjoner og er utsatt for stor vindpa-
kjenning, trengs det stor motoreffekt for a dreie den. En hydraulisk motor som drives
med olje fra en pumpe, er derfor valgt. Mellom motor og utgangsaksel finnes en giro-
versetning for a fa gunstig tilpasning mellom motorens normale turtall og antennens
normale rotasjonshastighet.

Kraftmotor

B r —l -
2 D L, ©
e | Fy jer e Fyog 'izl
B ] | Oiz
L ] : o
N - Sylinder
Styre-
ventil @
Arm [
nl= &
lu Hydraulisk } gE -
~ pumpe motor ~ -
P Motor Z
L)
Synkro
2 kontrolltrafo 400 HZ: L :gggrr:tor

Pumpen, som er en stempelpumpe drevet av en elektrisk motor med konstant hastig-
het, er av en slik konstruksjon at stempelslaget kan justeres kontinuerlig. Oljestrgm-
men som pumpen leverer til motoren, kan varieres fra null til maksimal verdi og kan
dessuten skifte retning. Motorens hastighet vil dermed kunne varieres
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kontinuerlig i begge retninger. En justering av stemplenes slaglengde foregar ved
hjelp av en hydraulisk sylinder som beveger en solid arm, tilgjengelig pa pumpens
utside. Fordi friksjonskrefter og reaksjonskrefter fra pumpen er store, er det ngd-
vendig a bruke en forholdsvis kraftig hydraulisk sylinder til & bevege denne armen.
Sylinderen styres i sin tur fra en liten hydraulisk styreventil som far trykkolje fra en
egen pumpe.

For bevegelse av styreventilen finnes en elektromagnetisk kraftmotor (magnet) som
er i stand til & gi sma, men hurtige bevegelser av styreventilens sleide. Gjennom
kraftmotorens spole drives det strgm fra en likestrgmsforsterker.

Alle disse forskjellige elementene er ngdvendige for a oppna det gnskede effektni-
vaet, og for at enheten skal kunne koples sammen med det elektriske vinkelmale-
elementet. Dette vinkelmaleelementet, en sakalt synkrokjede, bestar av to motor-
liknende enheter, synkrogenerator (merket 1) og kontrolltransformator (merket 2).
Synkrogeneratoren mates av et vekselspenningsnett (her antydet 400 Hz). Ut av kon-
trolltransformatoren fas da en vekselspenning med frekvens lik nettfrekvensen og
med amplitude proporsjonal med sinus til vinkelavviket. Dette kan uttrykkes slik

eo(t) = Ky sin(@) — ¢2) sin ¢ (9.76)
der

K7 = synkrokonstant

¢ — ¢ = vinkelavvik

W, = 2nf, = nettfrekvens

Vinkelavviket foreligger altsa som et modulert signal, og for relativt sma vinkelavvik
kan man tiln@rmet skrive

eo(t) = K7(@1 — @) sin @yt (9.77)

To elektroniske forsterkere F] og F; fglger etter synkrokjeden. Fj er en vekselspen-
ningsforsterker med demodulator (fasefglsom likeretter) som omdanner det modu-
lerte signalet til et varierende likespenningssignal. F; er en likestrgmforsterker som
driver strgmmen i kraftmotoren. Mellom de to forsterkerne er det i figur 9.49 et dpent
rom hvor det er mulighet for a plassere et serickompensasjonselement. Senere, under
behandling av kompensasjon med intern tilbakekopling, skal vi benytte dette punktet
for tilkopling av tilbakekoplingssignalet.

Fordi synkroelementenes nettfrekvens er mye hgyere enn den kryssfrekvensen som
kan oppnas i denne servomekanismen (se senere), kan vi med god tiln@rmelse anta
at vinkel-malingen er kontinuerlig i stedet for modulert. Signalet som kommer ut av
demodulatoren, antas derfor til enhver tid a vere proporsjonalt med vinkelavviket.
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Under henvisning til figur 9.49 innfgres felgende betegnelser:

K| = forsterkning i vekselsspenningsforsterkeren

€l A%
F1)m/demodulat =—|=
(F1)m/demodulator ” [V]
C . i [mA
K, = forsterkning i likestrgmsforsterkeren (F3) =— {71
€o
71 = bevegelse i styresleiden [mm)]
7» = bevegelse av pumpepadraget [mm)]
z3 = motorhastigheten [rad/s]
Z4 = antennehastigheten [rad/s]
Fglgende transferfunksjoner antas kjent for de gitte elementene
21 K3
—(s) = 9.78
P = T T ©-78)
der
mm
Ky =0.1 20|
3 mA
71 = 0.02]s]
K
25 =-2 (9.79)
21 s
der iy
Ky = 100 [m S}
mm
s Ks

22 (1 + Tzs)(l + T3S) ©.80)
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der
Ke— 1.0 {rad/s]
mm
Tz = 0.2[8]
T3 = 0.05]s]
24 1 rad
2 —Kg=-—=0.05]|— 81
020 Lad} ©8D)
1
P2 = - 9.82)
24 s
) eo A%
=—=K;=50|— 9.83
or—@ A ! Lad] ( )

Dersom slgyfen lukkes ved a forbinde de to punktene B; og B> mellom de to forster-
kerne, vil vi finne den ukompenserte slgyfens transferfunksjon

B 25K1K>
~ s2(140.025)(1+0.25)(140.05s)

hol (s) (9.84)

Vi ser at denne transferfunksjonen har fem poler, hvorav to ligger i origo.

Dette systemet vil helt sikkert vere ustabilt hvis vi ikke innfgrer frekvensavhengig
kompensasjon.

Fglgende krav stilles na til denne servomekanismen:

a) For at antennen skal fglge et mal som beveger seg med konstant hastighet,
uten stasjonert vinkelavvik, fordres det at /i (s) har to integrasjoner (to poler i
origo).

b) Rimelig stabilitetsmargin og relativ dempning (for eksempel
|N<jw)‘max = 6 [dB)).
c¢) Stgrst mulig bandbredde.
Konstruksjon av elektrisk element for seriekompensasjon
Seriekompensasjon kan vi fa til ved a skyte inn et elektrisk nettverk mellom de to
forsterkerne. Dette nettverket ma vare av typen “proporsjonal + begrenset derivat-

virkning” for a fa et positivt fasebidrag omkring den endelige kryssfrekvensen fordi
den ukompenserte slgyfen har stgrre negativ fasevinkel enn -180° ved alle frekvenser.

Antar vi til & begynne med

25K1K, =1 =0 [dB]
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Figur 9.50
AFF-diagram for
systemet med og

uten regulator

kan vi tegne diagrammer for |1(j®)| og ZhY(j®) som vist i figur 9.50. Fordi den
asymptotiske amplitudekarakteristikken faller med vinkelkoeffisient (—3) for fre-
kvenser over @ = 5 [rad/s], kan vi bare regne med a fa nytte av en derivatkompensa-
sjon dersom denne i det vesentlige legges inn ved frekvenser lavere enn

@ = 5 [rad/s]. Et passivt serickompensasjonselement med transferfunksjon

B i 1+5s
© 501+0.1s

hn(s) (9.85)

vil gi karakteristikker for den korrigerte slgyfe |1} (j®)| og Zh}(j®) som visti figur
9.50. Senker vi 0-dB-linjen med 28 [dB], som vist i figuren (det vil si

25K K, =25 = 28 [dB]), far vi et [N(jw)|-diagram som vist streket, og som har en
maksimal verdi omtrent lik 6 [dB].

[dB] 40 : : :
(1)
30 |h0‘ \ \/ |hg))‘ . [
> 0-dB-linje 25K,K, = 0 [dB]

20 +

0F b W\ S > Ny 0-dB-linje

-20 +
30 t+

—40 [ Rt T RS ST R S S AT
0.01 0.1 1 10 100
[rad/s]

-90°

—135°

—180°

—225° 1

—270° |

=315°

-360° i i i
0.01 0.1 1 10 100
[rad/s]
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Figur 9.51
Regulatoren imple-
mentert med
elektriske
komponenter

Figur 9.52
Prosessen
med regulator

Vi legger merke til at med den valgte lgsningen har |1} (j®)| vinkelkoeffisient —1 i
et forholdsvis bredt frekvensomrade under kryssfrekvensen. Dette gir faselgft over et
tilsvarende frekvensomrade, og skulle kanskje tyde pa at vi har valgt en ungdig kraf-
tig derivat-virkning (dvs. over et ungdig stort frekvensomrade). Det er imidlertid en
grunn til dette valget: Et system av denne typen som har to integrasjoner, kan bli mer
oscillatorisk nar forsterkningen i slgyfen avtar. Pa grunn av eldning av komponenter
som kan gi stgrre friksjon, gkt viskositet til oljen i det hydrauliske systemet ved lave
temperaturer og liknende, ma vi regne med at 0-dB-linjen kan bli forskjgvet minst
6 [dB] oppover (forsterkningen avtar til det halve). Vi gnsker at systemet skal ha en
rimelig stabilitetsmargin selv om dette inntreffer.

Et elektrisk nettverk som gir den gnskede seriekompensasjon er vist i figur 9.51.

Komponentverdiene som er valgt, er

SuF ikke de eneste mulige. Ved valg av
5, | 5 nettverkets impedansniva ma hensyn
—pl — tas til utgangsimpedansen i demodu-
IMQ latoren i forsterkeren F} og inngangs-
20k impedansen i den etterfglgende like-

2 strgmsforsterkeren F,.

Vi har ovenfor funnet K1 K; = 1 =0 [dB]. Hvordan vi fordeler forsterkningen mellom
de to forsterkerne, har prinsipielt ingen betydning og vil bare vare gitt av konstruk-
tive hensyn.

Figur 9.52 viser et blokkdiagram for det ferdige seriekompenserte systemet der trans-
ferfunksjonene slik de er benyttet foran, vil framga. Bortsett fra kompensatoren skal
det samme blokkdiagrammet benyttes senere nar det samme systemet skal kompen-
seres ved hjelp av intern tilbakekopling.

i Zl 22 Z3 Z4 (pz

, 0.1 100 |
O K RO K T 1S [T Grozsa+ooss [T 7 5 T

Y f—

Den valgte 1gsningen med seriekompensasjon er ikke den beste lgsningen selv om
den er enkel. Med de lgsningene som skal demonstreres senere, vil vi kunne oppna
stgrre bandbredde for systemet, mindre fglsomhet overfor parametervariasjoner og
stgrre evne til dempning av forstyrrelser, for eksempel ytre momenter. Systemet blir
da imidlertid mer komplisert.

|
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EKSEMPEL 9.11: Frekvensanalyse av biltrafikk

Pa en lang og rett bilvei kjgrer en lang kg av biler med konstant nominell hastighet
(v). Fglgende antas:

* Alle biler og sjafgrer har samme atferd.
* Bil nummer i har posisjon x;(z) (x;(s)) og hastighet v;(¢) (vi(s)).

* Hver sjafgr ser bilen foran seg og bestemmer visuelt posisjonsavviket (avstan-
den) Ax; = x;_1 — x; til den.

* Sjafgren styrer bilens akselerasjon (a;(¢)) og dermed hastigheten (v;(¢)) og po-
sisjonen (x;(7)) med en reaksjon som svarer til en PD-regulator, men med en
forsinkelse 7; slik at

A“—;i(s) = K,(1+Tys)e ™
Vi 1

a_,-(s> = 0g

Xi

* Hver sjafgr forsgker a holde en avstand Ax® til bilen foran.

Figur 9.53 viser et bilde av denne bilkgen

Figur 9-53 Vi Viol Vi Vi
X Xi1 Xi Xn
| P Ax |

Et blokkdiagram som beskriver bilkgen er vist i figur 9.54.

Figur 9.54 Ax Ax®
Blokkdiagram B Ax(s) Y a(s) [ v | x(8) Ax,(s)y ‘
for bilkgen 13 20 O— ™ [ K,(1+Tys) - s e 4) o o)

T

_‘>(
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Figur 9.55
Amplitudekarakte-
ristikk for M(j®)

Den fgrste bilen i kgen (som ikke har noen bil foran seg) antas a kjgre med hastig-
hetsregulering.

Transferfunksjonen fra en bils posisjon til den neste bakenfor blir

X ho(s)
§)=——""~=M(s
Det samme gjelder bilenes hastighet
M p(s)

Transferfunksjonen fra den fgrste bilens hastighet v (s) til bil nummer 7 sin hastighet
va(s) er

(s =M (s)

Det er interessant 4 undersgke |[M(j®)| og |[M(jo)|"~! i frekvensplanet. Ved bruk av

dB-skalaen far vi,
Vn

Kl jm' = (1= 1)|M(jo)| [dB]

Figur 9.55 viser |M(jw)| nar vi har T =2 [s], T; = 10 [s] og K, = 0.02 [N/m].

[dB] 10

0

,10 L

-20

30 ‘ ‘ ‘
0.001 0.01 0.1 1 10

[rad/s]

IM(jo)| har en resonans ved @, = 0.17 [rad/s] og |[M(j®,)| = 3.8 [dB].

Det betyr at dersom det patrykkes en hastighetsendring (perturbasjon) med denne
frekvensen omkring den nominelle kjgrehastigheten (v°), vil denne endringen for-
sterkes bakover 1 kgen med 3.8 [dB] for hver bil. Ved andre frekvenser som er mind-
re eller stgrre enn @, vil det ogsa forega en slik forsterkning, men med en mindre
forsterkningsfaktor.
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EKSEMPEL 9.11 9.3.5. Seriekompensasjon av fglgesystemer (servomekanismer)

Figur 9.56
Forplantning av
hastighetsendring
1 bilkgen

Vi antar at den nominelle kjgrehastigheten er v° = 36 [km/h] = 10 [m/s] og at den
forste bilen gis en hastighetsendring med amplitude lik 10% av v° (det vil si
Av° =1 [m/s]) ved frekvensen w; = w, = 0.17 [rad/s].

Siden hver bil forsterker denne hastighetsendringen med 3.8 [dB], vil bil nummer 6
fa en hastighetsendring mellom ca. 0 [km/h] og ca. 72 [km/h] fordi

20 [dB]
3.8 [dB]

n—1= =53

Figur 9.56 viser dette.

[km/h] A

bil nr. 6

70 +

60 T

50 T

40 +

30 T

20 +

2

20 40 60 80 100

Hadde hastighetsendringen i den fgrste bilen kommet med en frekvens

@, = 0.1 [rad/s] som gir [M(jw,)| = 2.7 [dB], ville vi funnet n — 1 =20/2.7 =7.4.
Bil nummer 8 ville altsa fatt en hastighetsendring mellom ca. 0 [km/h] og

ca. 72 [km/h].

|
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9.4 NAR TRENGER VI INTEGRERENDE REGULATOR | EN REGULERINGSSLQYFE?

Figur 9.57
Monovariabel
reguleringsslgyfe

Figur 9.57 viser en monovariabel reguleringsslgyfe som gjelder bade for prosessre-
gulering og et fglgesystem. Spgrsmalet vi na stiller er: Ndr trenger vi en integrerende
regulator, det vil si en I- , PI- eller PID-regulator?

v

h(s)

yo(S) e u y
hr(s) hu(s) —> ——

Det finner vi ut ved a analysere responsen til systemet i figur 9.57 etter forskjellige
eksitasjoner i de to driftsmodi, prosessregulering og fglgesystem.

Anta at vi gnsker e(¢) nar enten v(z) = sprangfunksjon eller
t—ro0

yo(t) = sprangfunksjon.

Vi finner ved Laplacetransformasjon
e(s) = ey, (s) +ev(s) = N(s)yo(s) —N(s)hy(s)v(s) (9.86)

der
1

N = 10

s ho(s) = hu(s)he(s)

Sluttverditeoremet (4.22) sier

lime(z) = li
fmelt) = fimsels)

Dersom /g (s) inneholder minst en integrasjon enten i regulatoren %, (s) eller i pro-
sessen /y,(s), vil bidraget fra det fgrste leddet i (9.86) bli

: , : 1 Y00
,152,63’0 (1) = }gr(l)seyo(s) = }%ST(S)T =0 (9.87)
I+
sPng(s)

der p(s) og no(s) er polynomeris, p > 1 og ygo er stgrrelsen pa spranget i yo(t).
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9.4. Nar trenger vi integrerende regulator i en reguleringsslgyfe?

Figur 9.58
Tilbakekoplet
system med
forstyrrelse

Fplgeresponsen vil altsa fa null stasjoneert avvik ey (t — o), forutsatt at slpyfetrans-
ferfunksjonen hy(s) har minst en integrasjon (p > 1) uansett om denne finnes i regu-
latoren eller i prosessen (se tabell 9.1).

Det andre leddet i (9.86) inneholder faktoren 4, (s). Dersom denne faktoren ikke inne-
holder noen integrasjon, vil resultatet bli det samme som for fglgeresponsen ovenfor.
Forstyrrelsesresponsen e, (t) etter et sprang i v(t) vil da ga mot null nar t — oo, for-
utsatt at slgyfetransferfunksjonen ho(s) har minst en integrasjon (p > 1), uansett om
denne finnes i regulatoren eller i prosessen.

Det vil vere annerledes dersom h,(s) inneholder en integrasjon (eller flere). Da ma
ho(s) ha minst zo (eller flere) integrasjoner. Dersom en integrasjon finnes i prosessen
hy(s), ma det ogsa legges en integrasjon i regulatoren h,(s).

v(s)
Yo(s) e(s) u(s) »(s)
h.(s) hy,q (s) O hyp(s)

Ofte vil det vere en tett sammenheng mellom transferfunksjonene £,(s) og h,(s).
Dersom prosessens struktur er som vist i figur 9.58 h,(s) = h,»(s), kan vi avlede en
viktig men enkel konklusjon:

For at forstyrrelsesresponsen e, (t) etter et sprang i v(t) skal ga mot null nar
t — oo, md det finnes en integrasjon foran angrepspunktet for forstyrrelsen, det
vil si enten i hy) (s) eller i h,(s). Hvis integrasjonen ikke finnes i A, (s) md den
altsa legges i regulatoren h,(s).

Integrerende regulatorer finnes i flere former:

1
° I' l t 5 h = —
regulator, &, (s) Ts
1+T;
* Pl-regulator, A,(s) = Kp:
T:s
1+Tis)(1+T,
* PID-regulator, A,(s) :KP( + Tis)(1 + Tas)
Tis
(1 +Ti5)(1 -I-Tds)

PI(begrenset)D-regulator, A,(s) = K), Tis(1+ alys)
iS ds

Hvilken av disse formene som skal velges, avhenger av hva vi vil oppna med hensyn
til bandbredde og stabilitet og av prosessens dynamikk /7, (s).
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Vi skal gjgre det samme med e, som gjgres med ey, 1 (9.87):
Vi definerer A, (s) = h%, hvor 1,(s) og n,(s) ikke har noen rene integratorer, og hvor ¢
er et heltall, g > 0. Fra (9.86) har vi

sPn W
= lime,(t) = lim [——0-—v-—0]
t—o0 s—0 sPng+1t9 nys? 8
. . 0, p>g¢q
. s nO v no 1y
= —yo(lim[——— - —]) = —oo < —yp (2 > <0 = 9.88
O(s—>0[s1’n0 +1t n, O(to nv) 5s=0 » P=d ( )

—oo, p< q
Dette er en generalisering av det som star i de to nest gverste avsnittene over figur 9.58.
9.4.1 Sammenhengen mellom sluttverditeoremet og frekvensrespons

1
Gitt systemet 4(s) med padrag u(s) = — (sprang). Vi antar at i(s) har alle poler i venstre
s

halvplan, dvs. h(s) er stabil og dermed har en frekvensrespons (jfr. avsnitt 6.2). Vi sgker
responsen y(f = o). Sluttverditeoremet (4.22) gir

. . 1
(1 = o) = limsfh(s)u(s)] = lims{h(s)
= limA(s) = h(0)

s—0 —

La oss na se om vi kan fa samme resultat med en frekvensanalyse-betraktning:

1
Et sprang ,ul(t)<i>— kan betraktes som et grensetilfelle av cos wtéw nar
s s

frekvensen @ — 0 :

Figur 9.59
Lav- og
hgyfrekvent co-
sinus, blir sprang
nar @ =0




389 EKSEMPEL 9.12 9.4.1. Sammenhengen mellom sluttverditeoremet og frekvensrespons

Hvis u(t) = cos ot blir utgangssignalet en cosinus med amplitude |i(j®)| og fase
Zh(jw). Og nar @ = 0 (da blir cos wt et sprang u;(¢)), blir amplituden

|h(jO)| = |h(0)| = h(0). Siste overgang fordi alle ledd med s i A(s) bortfaller, og da
er

En frekvensanalytisk betraktning gir samme resultat som sluttverditeoremet.
(P.S: Zh(0) = 0 fordi h(jO) blir reell)

EKSEMPEL 9.12: Stasjoneert avvik — utvidelse av eksempel 9.5

Gitt den generelle strukturen

Figur 9.60 T T— T T T

r e u y
h.(s) ; h(s) |
I avsnitt 7.2.2 manipulerte vi blokkdiagrammet for a finne —(s):
%
e (—1) 1
—(s)=nh, = —hy(s)————= = —hy(s)N
V(S) (S)l_(_l hu(s>hr(s) <S)1+h()(s) (S) (S)

Vi har ogsa at
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Vi utvider na eksempel 9.5 til a inkludere en prosessforstyrrelse v, som kommer inn
som vist under. Vi kan for eksempel tenke oss at v og u er kraft eller dreiemoment i
et mekanisk system, og y er da posisjon.

Figur 9.61
- — — — 1
v v K |
r — — — A | 52 |
| | | |
r e | (. r e | |y
1+ Tys u 1+7T u
d K | a5 | K
p—l+0chs 2 | > )— K/’—l-‘r(deS T s —1
- | | = - | |
L 1 L . . _ 1

Med ho = to/no, far vi tg = K,K(1 + Tys) og no = (1 + aTys)s>. Vi har

I T s*(1+ aTys)
- 1+h0(s) - 1+t0/n0 - no+ty - S2(1+(XTdS)+KpK<1+TdS)

N(s)

Anta na at r og/eller v er et enhetssprang som kan betraktes som en cosinussvingning
med frekvens @ som gér mot 0. cos(®t) har Laplacetransform s> /(s*> + ®?). Vi far

SOrs)| = N@r(s)],_o=0. men
s=j0=0

“(s)v(s) = RNVl = /K,

Vi merker oss at stasjon@rt avvik m.h.p. forstyrrelsen, i motsetning til referansen,
ikke fjernes! Dette fordi forstyrrelsen angriper foran de to integratorene i prosessen,
eller sagt pa en annen mate: Det er integratorer i i, (s). Disse “oppveier” integratorene

iho(s).
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EKSEMPEL 9.13 9.5. Kompensasjon med intern tilbakekopling

Hvordan finne transferfunksjonen fra v til e ved hjelp av blokkdiagrammet er forklart
1 avsnitt 7.2.2.

9.5 KOMPENSASJON MED INTERN TILBAKEKOPLING

I avsnitt 7.2.4 sa vi at et monovariabelt tilbakekoplet systems egenskaper i betydelig
grad er bestemt av tilbakekoplingen. Transferfunksjonen for det lukkede systemet
opp til kryssfrekvensen er tiln@ermet lik den inverse transferfunksjonen i tilbakekop-
lingsgrenen, det vil si tilnermet lik 1 ved det viktige spesialtilfellet enhetstilbake-
kopling. Ved a etablere intern(e) tilbakekopling(er) i tillegg til den ene, ytre til-
bakekopling som vi har studert til na, kan man oppna at deler av systemet far hgyere
bandbredde og bedre stabilitetsmarginer, noe som igjen gjgr det mulig a oppna til-
svarende forbedringer for det totale system.

EKSEMPEL 9.13: Likestromsmotor- intern tilbakekopling

Figur 9.62
Blokkdiagram for
enkel motormodell
med P-regulator
og intern
tilbakekopling

La oss igjen ta utgangspunkt i systemet i figur 4.26. Dersom vi innfgrer maling av
rotasjonshastighet tillegg til vinkelposisjon for motoren, kan vi ha intern tilbake-
kopling fra rotasjonshastigheten. Dette gir fglgende struktur, med to enhetstilbake-
koplinger:

Forsterker Kraftforsterker Motor

Yo Yot u 1 y1

K T Ky 1+Tys

Den fysiske prosess — motoren — er markert med skravert felt. Den har ett padrag
som f@r, men fo malinger. Det som er utenfor det skraverte feltet, utgjgr vare regu-
leringsanordninger. Vi har na to enkle regulatorer — det er innfgrt en forsterkning K
i en ekstra, indre slgyfe. K| er na kraftforsterkeren som besgrger padraget u, mens
K velges som en (“svakstrgms”) signalforsterker. Transferfunksjonen for den indre
slgyfen, fra yo; til y;, er

Y2

I—

[

K 1
N T 1+K
s+ T
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Figur 9.63
System med
interne tilbake-
koplinger

Transferfunksjonen A (jm) er tilnzermet lik 1 for stor K} og @ < (14 K;)/T;. Der-
som bandbredden for den ytre slgyfen er mye mindre enn (1 + K;)/7;, kan den ytre
slgyfen designes under antakelsen /| ~ 1. Dette forenkler konstruksjonen av den ytre
slgyfen. Videre gjgr dette at man kan gi totalsystemet hgyere bandbredde og/eller
bedre stabilitetsmarginer enn hvis man bare hadde hatt en ytre slgyfe med serieckom-

pensasjon.
|

Vi skal na presentere kompensasjon med intern tilbakekopling mer generelt. Vi be-
grenser oss til et system med to indre slgyfer. Figur 9.63 viser en struktur som omfat-
ter en prosess, som i tillegg til den ordinere malingen y3 pa utgangen av prosessen,
ogsa har malinger “tidligere” i prosessen, y; 0g ;.

For denne prosessen kan vi skrive
hu(s) = hy1 (s)hya (s)hus(s) (9.89)

V] V2 V3
—> 7,4(s) —> h5(s) —> h,5(s)

¥ 0 u

O] hy3(s) hyas) By (9)

) V3

hul(s) th(S) hu3(s) —

By (s) prosess

hy(s) ‘) ‘)

Fra de interne malingene y; og y, er det tilbakekoplinger henholdsvis gjennom trans-
ferfunksjonene A, (s) og Ay (s). Den innerste av de interne tilbakekoplingene har en
“regulator” med transferfunksjon #,|(s). Denne vil stort sett inneholde et forster-
kende element, men kan ogsa tillegges en viss funksjon av seriekompensasjon for a
tilfredsstille krav til blant annet stabilitet av den innerste slgyfen.

Den neste interne slgyfen, som inneholder den innerste slgyfen som en komponent,
har en “regulator” med transferfunksjon £,,(s). Denne vil stort sett ogsa besta av en
forsterker, men med mulighet for seriekompensasjon.

Til slutt vil hovedslgyfen inneholde en “regulator” h,3(s) som i de fleste tilfeller er
en forsterker.

Pa basis av det som er utledet i kapittel 7, og strukturen i figur 9.63, finner vi na at
hoved-slgyfens transferfunksjon utgjgres av produktet av transferfunksjonen for det
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9.5. Kompensasjon med intern tilbakekopling

siste avsnittet av prosessen, den ytterste underslgyfen og hovedslgyfens “regulator”.

Vi finner derfor |
h()(S) = hu3 (S)Mz(S)mhr:‘j (S) (990)

der M5 (s) er den ytterste underslgyfens lukkede transferfunksjon med enhetstilbake-
kopling, gitt av

o (5)M1 () %(S)h,z (5)hua(s)

1+ ()M (s)#(s)hrz(s)h,z(s)

Mz(s) =

(9.91)

Transferfunksjonen M (s) for den innerste underslgyfen med enhetstilbakekopling
er gitt av
hut (S)hrl (S)htl (S)

M, (S) = 1 +hu1(s)hr1 (S)htl (S)

(9.92)

Likning (9.90) viser at transferfunksjonen 4, (s) er avgjgrende for formen av hoved-
slgyfens transferfunksjon fordi 4,3(s) er gitt, Ma(s) ~ 1 og h,3(s) skal fortrinnsvis
bare vere en konstant forsterkning. Vi legger merke til at transferfunksjonene A, (s)
og I, (s) spiller en mer underordnet rolle i dannelsen av /g (s) fordi de bare inngar i
My (s) og Ma(s).

Dersom vi ut fra spesifikasjonene til systemet og hensyn til realiserbarhet har fatt
fram en gnsket form for % (s), kan vi av (9.90) finne hvilken form A, (s) ma ha. Vi
kan dermed arbeide oss innover til den innerste slgyfen ved bruk av (9.91) og ut fra
tilsvarende argumentasjon finne hvilken form 7 (s) ma ha.

I de fleste tilfellene er det egentlig best & starte med konstruksjon av den innerste
underslgyfen, men valget av transferfunksjoner i tilbakekoplingen i denne slgyfen er
ofte avhengig av funksjonen den neste slgyfen skal ha.

De vesentligste fordelene og ulempene med lgsningen som er vist i figur 9.56, sam-
menliknet med en ren seriekompensasjon i hovedslgyfen som beskrevet i avsnitt 9.3,
er:

* Forstyrrelser som kommer inn “tidlig” i prosessen (v; og v) vil bli fanget opp
av de interne tilbakekoplingene og raskt motvirket, fordi underslgyfene kan fa
hgyere bandbredde enn hovedslgyfen.

» Systemet er mindre fglsomt for varierende parametre og ulineariteter i proses-
sen enn et system med seriekompensasjon, fordi en underslgyfes transferfunk-
sjon stort sett er bestemt av tilbakekoplingselementets transferfunksjon.
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* I noen tilfeller er kompensasjon med intern tilbakekopling den eneste praktiske
mulighet, for eksempel i elektriske systemer der signalene er modulerte.

* Et system med interne tilbakekoplinger vil som oftest vaere noe mer ressurskre-
vende a utvikle enn et system med bare seriekompensasjon.

Et eksempel vil illustrere det som her er utledet. Et viktig designprinsipp for intern
tilbakekopling er at den indre slgyfen alltid har hgyere bandbredde enn den ytre slgy-
fen.

EKSEMPEL 9.14: Intern tilbakekopling i servomekanisme for antennestyring

Vi benytter det samme systemet som tidligere er innfgrt i eksempel 9.10, og som om-
handler et fglgesystem for drift av en antenne. Figur 9.49 antyder at det pa to steder
midt i prosessen er mulig a utfgre malinger av viktige interne variable (tilstandsvari-
able) som egner seg for intern tilbakekopling. Disse punktene er merket med C og D
og gjelder henholdsvis stgrrelsene z; = stempelbevegelse og z3 = hastighet av den
hydrauliske motoren.

Vi vil fgrst forsgpke om det er tilstrekkelig & bare benytte en intern tilbakekopling
og begynner med a velge tilbakekopling fra stgrrelsen z,. Vi velger altsa y; = 25.
Senere skal vi ogsa utnytte tilbakekopling fra stgrrelsen z3. I eksempel 9.10 krevde
vi at den apne hovedslgyfen skulle ha to integrasjoner, for at systemet skulle kun-
ne fglge et mal med konstant hastighet uten posisjonsavvik. Figur 9.52 viser at det
ligger en integrasjon rett foran stgrrelsen zo og en helt til hgyre i diagrammet. Skal
vi legge en tilbakekopling fra z,, ma tilbakekoplingens transferfunksjon 4 (s) der-
for ha et nullpunkt i origo. Denne interne tilbakekoplingen vil da bidra med en pol
1 origo som gnsket. Da transferfunksjonen mellom z; og ¢, inneholder en pol i ori-
go og to reelle poler, er det ngdvendig at den interne tilbakekoplingen bidrar med
proporsjonal+derivatvirkning for a oppna stabilitet.

Det er derfor fornuftig a velge

T,s
14+ T,s

hi(s) = Kg (9.93)

Fordi vi forelgpig ikke har tatt standpunkt til hvilken forsterkning vi skal ha i vek-
selspenningsforsterkeren med demodulator (K), star vi noenlunde fritt ved valg av
forsterkningen Kg i (9.93). Vi velger derfor for enkelhets skyld Kg = [V/mm]. Et
elektromekanisk element som vil utfgre den funksjon som er foreskrevet i (9.93), er
antydet i figur 9.64 a).

Elementet bestar av et potensiometer hvis skyver beveges av stempelstangen (punkt
(), og hvis lengde er lik den maksimale forskyvningen av stemplet. Over



395

Figur 9.64

a) Implementasjon
av hy

b)Blokkdiagram
over tilbake-
koplingsslgyfen

EKSEMPEL 9.14 9.5. Kompensasjon med intern tilbakekopling
Tas
KsTT T,s
K, 10 | 2
s(1+0.025)
b)

potensiometeret sitter en spenningskilde som er avpasset slik at spenningen pa sky-
veren vil variere med 1 [V/mm]. Etter potensiometeret fglger et RC-nettverk som gir
transferfunksjonen 1 (9.93) med 7;, = R,C,. Et lite blokkdiagram som gjelder for den
nye overfgringen mellom demodulatoren og sylinderposisjonen er vist i figur 9.64.
Vi gnsker na a drive forsterkningen K3 i likestrgmsforsterkeren sa hgyt at denne over-
foringens transferfunksjon i hovedsak er bestemt av tilbakekoplingselementet, og at
den indre slgyfen far stor bandbredde. Ved & sammenlikne med det som ble utledet
under seriekompensasjon av dette systemet, vet vi at verdien av 7; 1 (9.93) som vi
ma fram til, vil veere i omradet 1 < T, < 10 [s]. For frekvenser hgyere enn

® = 1 [rad/s] vil derfor 1 alle fall tilbakekoplingselementet 1 figur 9.64 bli tiln@rmet
frekvensuavhengig (41 (j®) ~ 1). En rimelig verdi for K, vil derfor vaere den som
gir en kryssfrekvens for underslgyfen lik

1 1
(Dc%—:—

7y 0.02

der T; er tidskonstanten for kraftmotoren. Vi finner da a matte velge
K> =5 = 14 [dB]. Overfgringen for underslgyfen blir derfor

1+,
2 (g = 1as mm} (9.94)

el s T,s 1(S) [7

der [M;(jw)| =~ 1 =0 [dB] for alle frekvenser opp til @ = 50 [rad/s]. Det resulterende
systemet er vist 1 figur 9.65.

Kombineres (9.94) med de gvrige elementene i1 systemet og antar vi forelgpig
K1 =1 =0 [dB], kan vi tegne amplitude/fase/frekvens-diagrammet vist i figur 9.66.

Vi har her valgt 7, = 5 [s] som svarer til derivattiden i (9.85). Forlanger vi
IN(j®)|max =~ 6 [dB] i hovedslgyfen (tilsvarer her ca. 40° fasemargin), kan vi legge
inn en forsterkning K7 = 2 = 6 [dB] 1 slgyfen. Den resulterende 0-dB-linjen er vist i
figur 9.66.
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Figur 9.65
System med en
intern tilbake-
kopling

Figur 9.66
AFF-diagram

P € Z z3 Zy 0,
0 = K 5™ 10 ! —> 0.05 |- !
! s(1+0.025) (1+0.25)(1 +0.055) : s
Tas
1+ Tas

Med innsetting av tallverdiene som na er bestemt, vil transferfunksjonen i hovedslgy-

fen bli
1+5s

140.25)(1+0.05s)

ho(s) = S2( M1 (S) (9.95)

Figur 9.66 viser at vi med denne Igsningen har fatt en bandbredde i systemet som er
omtrent dobbelt sa stor som den vi oppnadde med seriekompensasjon, og som er vist i
figur 9.50. Det vesentligste er imidlertid at systemet med intern tilbakekopling er bedre
fordi uheldige virkninger av ulineariteter, stgy og variabel forsterkning i likestrgmsfor-
sterker, kraftmotor, styreventil og sylinder na er sa godt som eliminert.

[dB] 50

40 z

¢y

‘h(2)1 _ 2.5K1
0 fo(1+,7020)(14,0.050)

30 ¢

20
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Ny 0-dB-linje

-20 L

0.01 0.1 1 10 100

[rad/s]
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—-135°
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—225°

-270° / j ‘
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[rad/s]
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Figur 9.67

Implementasjon av
tilbakekopling fra D

En forskjell ved den nye Igsningen i forhold til serieckompensasjon er at vi na ma sgrge
for forsterkningen K1 K, = 10 = 20 [dB] der vi ved seriekompensasjon fikk
KK, =1=0/[dB].

Det finnes en rekke andre mater a anordne en tilsvarende tilbakekopling fra punktet C
pa, men i prinsippet ma de fungere som antydet foran. Et detaljert studium av hvor stor
tidskonstanten 7, i tilbakekoplingen bgr velges, vil nok avslgre at en noe mindre verdi enn
den som her er valgt, kan benyttes. Resultatet av en mindre 7, vil vare at den transiente
etterslepningen av antennevinkelen ¢ (7) i forhold til den jevnt gkende referansevinkelen
@1(t) = ke, vil bli av kortere varighet. Gjgres T, for liten, vil imidlertid systemet bli
oscillatorisk, som vist foran.

Vi kunne na undersgke hvordan en tilbakekopling bare fra punktet D i figur 9.49 til punk-
tene B — B, ville arte seg. Dette skal ikke gjgres her. Vi skal derimot innfgre en tilbake-
kopling fra punktet D i tillegg til den interne tilbakekoplingen fra punktet C som nettopp
ble beskrevet.

Tilbakekoplingen fra punktet D dannes ved hjelp av et elektrisk likespenningstachometer
tilkoplet motorakselen. Da vi fremdeles er interessert i a beholde begge integrasjonene
i hovedslgyfen, ma ogsa denne tilbakekoplingen gjgres forbigaende (det vil si at dens
transferfunksjon ma ha et nullpunkt i origo). Figur 9.67 viser hvordan dette kan gjgres.
Spenningen fra tachometeret som er proporsjonal med motorhastigheten z3, tilfgres et
RC-nettverk. En del av spenningen over motstanden tas ut og fgres tilbake i serie med
den fgrste interne tilbakekoplingen. Kalles den spenningen som tas ut mellom klemmene
B; — B, for e4, finner vi .
€4 bS
= (5) = hpa(s) = K Ko 75

(9.96)

der

\"
K; = tachometerkonstant =5 {—]
rad/s

\Y%
K9 = potensiometerkonstant < 1 {V]

Et komplett blokkdiagram for hele systemet med to interne tilbakekoplinger er vist i figur
9.68. Signalene e3 i figur 9.64 a) og e4 1 figur 9.67 seriekoples.

Gy
Z3
R,
(e}
Tachometer
¢y @B
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Figur 9.68
Systemet med to
interne tilbake-
koplinger

Figur 9.69
AFF-diagram for
kombinasjonen av
de to interne
tilbakekoplingene

Tus
K [ —
81+ Tas z,
e 4 zZ
° K —0> | 10 1 ; 0.05 —4> 1 "
7 2 s(1+0.02s) (1+0.25)(1 +0.059) : 3
T,s
b
K K
I+ Tys !

Fordi vi na har fatt en ny intern tilbakekopling, vil det veere mulig a redusere tidskon-
stanten 7}, i den opprinnelige interne tilbakekoplingen atskillig. Hensikten med dette
er a fa sa stor forsterkning som mulig i den nye interne slgyfen ved lave frekvenser.
En rimelig verdi av T, vil na vaere T, = 1 [s]. Tidskonstanten 7}, i den nye tilbake-
koplingen kan na velges like stor som vi fgr hadde T, altsa 7, = 5 [s]. Med et gitt
tachometer kan forsterkningen i den nye interne slgyfen bare justeres med koeffisi-
enten Ky. Dette betyr at vi ma sgrge for at tachometerkonstanten K; er stor nok. Vi
justerer da Ky til tachometerslgyfen far stgrst mulig bandbredde, med for eksempel
45° fasemargin. Overfgringen for kombinasjonen av de to interne slgyfene vil da bli
som vist i figur 9.69.

[dB] 10
AR ’
0 7 el > Ny 0-dB-linje
12 [dB]
~10 L HRRREE RS .
> 0-dB-linje K K, = 1

-20 \ -
-30 i i ‘

0.01 0.1 1 10 100 o [rad/s]

0°

_45° |

-90°

—135°

—180°

—225° ¢

-270° ‘ | ;
0.01 0.1 1 10 100 o [rad/s]
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Figur 9.70
Hovedslgyfens
amplitude/fase/fre-
kvens-diagram

En rimelig verdi av forsterkningen i tilbakekoplingen blir da

KKy =4 v
189 = rad/s

} =12 [dB] (9.97)
Dette resultatet kombineres na med de fa resterende elementene i slgyfen (i det ve-
sentlige en integrasjon), og vi far hovedslgyfens amplitude/fase/frekvens-diagram
som vist i figur 9.70.

[dB] 30
L (3)
20 ‘ho
RN
e
0 B » Ny 0-dB-linje
-10t s
-20
-30 !
0.01 0.1 100
o [rad/s]
-90°
(3)
Zh
~135° h 0
—-180°
—225°
-270° ‘ ‘ ‘
0.01 0.1 1 10 100
o [rad/s]

Vi ser at vi 1 alle fall kan legge inn en forsterkning K; = 10 = 20 [dB] uten at ho-
vedslgyfens stabilitetsmargin kommer i fare. Vi oppnar derved en kryssfrekvens for
hovedslgyfen @, ~ 6 [rad/s] med |[N(j®)|max ~ 6 [dB]. Dette er en vesentlig forbed-
ring i systemets hurtighet i forhold til det vi kan oppna med de enklere lgsningene
som er demonstrert tidligere. Dette systemet vil forgvrig ha den egenskapen at even-
tuelle forandringer i den hydrauliske transmisjonen (hydraulisk pumpe og motor) far
mindre betydning, idet tachometerslgyfen har gjort systemet mindre fglsomt for slike
endringer. Innfgring av et tachometer 1 systemet medfgrer en viss fordyring, men i et
tilfelle som dette vil det neppe vere av s@rlig betydning idet de gvrige komponente-
ne er mye mer kostbare. Vi ser ogsa at vi med denne lgsningen ma sgrge for en total
forsterkning gitt av K; K>, = 50 = 34 [dB].
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La oss til slutt sjekke hva var Igsning, funnet ved syntese i frekvensplanet, fgrer til
i tids-planet. Figur 9.71 viser responsen nar referansen er en rampefunksjon. Som
forventet gar avviket mot null, fordi vi har sgrget for a beholde de to integrasjonene
mellom referanse og utgang. Vi ser ogsa at Igsninga med intern tilbakekopling (hel-
trukken linje) er raskere enn lgsninga med bare seriekompensasjon. Dette kunne vi
forvente p.g.a. hgyere bandbredde med intern tilbakekopling.

Figur 9.71

ReSponS pﬁ T T T T T T T T T

rampefunksjon 12 )
referanse og utgang
1+

0.8f 7
0.6/ o J
04F T |
0.2t - - |

0 =i ~ | | | | | | | |

0.1 T T T T T T T T T
avvik
0.05r |
0 R
N //_¥4~~'_ﬂ#4
\ 7
-0.05F ~ - |
0.1 l ! ! L 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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EKSEMPEL 9.15 9.5. Kompensasjon med intern tilbakekopling

EKSEMPEL 9.15: Intern tilbakekopling ved spenningsregulering av vekselstromsgene-

ratorer

Figur 9.72
Spenningsregule-
ring av veksel-
strgmsgenerator
i kraftnett

Spenningsregulering av store vekselstrgmsgeneratorer i et kraftnett er et annet typisk
eksempel pa bruk av intern tilbakekopling ved oppbygging av et reguleringssystem.

Hensikten med spenningsreguleringen er framfor alt a holde generatorens klemme-
spenning konstant ved varierende belastning, eventuelt at generatoren ved hjelp av
spenningsreguleringssystemet far en utgangsimpedans som er hensiktsmessig og inn-
stillbar. Generatorens utgangsimpendans er avgjgrende for genereringen av reaktiv
effekt 1 et samkjgringssystem, og for den enkelte forbruker er variasjonen i spennin-
gen pa nettet ofte av stor betydning.

Vekselstrgmsgeneratorer for kraftnett leveres i dag med ytelser opp i flere hundre
megawatt. Magnetiseringseffekten utgjgr vanligvis et par prosent av generatoreffek-
ten, det vil si at vi kan fa magnetiseringseffekter pa flere megawatt. For en del ar
tilbake var det ngdvendig a benytte en egen likestrgmsgenerator koplet til samme ak-
sel som vekselstrgmsgeneratoren for levering av magnetiseringseffekt. Utviklingen
av moderne halvlederteknologi har imidlertid gjort det mulig a slgyfe den roterende
magnetiseringsmaskinen og i stedet lage en statisk magnetiseringsenhet som gjgr det
hele 1 ett trinn. Det reguleringstekniske problemet blir derved mindre enn fgr, fordi
reguleringsslgyfen vil inneholde ferre dynamiske elementer. Fordi det framdeles er
aktuelt med magnetisering ved hjelp av en egen magnetiseringsmaskin, men framfor
alt fordi reguleringsproblemet da er mer interessant, skal vi se pa det systemet som
er vist i figur 9.72.

Magnetiserings-

maskin Generator

Yo ":hyrist]jr— if'] | ]
orsterker j
[e2 ~ le |

| [

Til hgyre i figuren er vekselstrgmsgeneratoren som drives av en turbin. Den magne-
tiseres av en likestrgmsgenerator som igjen magnetiseres fra en thyristorforsterker.
Vekselstrgmsgeneratorens tre-fase klemmespenninger males, likerettes og sammen-
liknes med en likespenningsreferanse. Avviket mellom disse spenningene fgres til
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Figur 9.73
Vekselstrgms-
regulator med

spennings-
regulering

triggerkretsen for thyristorforsterkeren. Noe forenklet kan vi anta at transferfunksjo-
nen fra thyristorforsterkerens inngang til feltstrgmmen i magnetiseringsmaskinen i sy
er karakterisert ved en reell pol der tidskonstanten er 77. Transferfunksjonen fra iz
til vekselstrgmsgeneratorens magnetiseringsstrgm iy, vil likeledes ha en reell pol med
tidskonstant 7,. Dersom vi tillater oss & neglisjere en rekke detaljfenomener i veksel-
strgmsgeneratoren, kan vi regne med at spenningen pa klemmene er omtrent propor-
sjonal med feltstrgmmen. Vi har med andre ord en slgyfe som inneholder to reelle
poler. Forholdet mellom disse polenes tidskonstanter

1
T

vil bestemme hvor stor proporsjonal forsterkning vi kan legge inn i slgyfen.

Ved hjelp av en intern tilbakekopling over en spesielt bygget transformator (7R), som
angitt i figur 9.72, kan vi na forme de dynamiske egenskapene til slgyfen pa en gunstig
mate. Magnetiseringsmaskinen inklusive tilbakekoplingen kan gjerne betraktes som
systemets “regulator”. Tilbakekoplingstransformatoren vil ha en transferfunksjon

_ KiTzs

= .98
1+T3s ©-98)

e (s)

Transferfunksjonen for “regulatoren” blir derfor

1
— hll (s)Ml (S)

1 14+T3s
= — M (s)
K3 Tiss

hy(s)

(9.99)

M (jw)| = 1 for frekvenser som er vesentlig hgyere enn det endelige systemets kryss-
frekvens. Den totale slgyfens transferfunksjon blir

1 1+ T K
ho(s) = — + 135 2

= M 9.100
Ky Tzs 1+4Tss 1(8) ( )

Et blokkdiagram er vist i figur 9.73.

Yo % iry o 1% y
1 K 2
g 3 1+ Ts gl L+ Tys
K3T3S B
1+ Tys
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EKSEMPEL 9.16 9.5. Kompensasjon med intern tilbakekopling

EKSEMPEL 9.16: Kjemisk reaktor med kaskaderegulering

Ved prosessregulering vil kompensasjon med intern tilbakekopling gjerne gis beteg-

Figur 9.74
Kjemisk reaktor
med kaskade-
regulering

nelsen kaskaderegulering.
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_?><3_
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Reaktortank

Figur 9.74 viser en ofte forekommende anvendelse av kaskaderegulering. En kjemisk
reaktor bestar av en lukket tank som pa toppen tilfgres de to stoffene (A og B),
som skal reagere med hverandre ved at de tilfgres varme, og resulterer i stoffet C.
Oppvarmingen av reaktoren skjer ved hjelp av vann som omslutter reaktortanken,
og som varmes opp 1 en damp/vann-varmeveksler. I reaktortanken er det et kraftig
motordrevet rgreverk som sgrger for god omrgring. Varmeveksleren tilfgres mettet
vanndamp fra et hgytrykks dampnett. Prosessen er endoterm, det vil si den forbruker
varme. Hadde den vert eksoterm, ville den produsert varme i overskudd og da kunne

den fordret avkjgling i stedet for oppvarming.
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Reaksjonen forlgper best ved en bestemt temperatur som ma reguleres presist. Dette
oppnas ved a male temperaturen y4 i reaktortanken, og gjennom regulatoren /,4 styre
referansen i et reguleringssystem som pavirker temperaturen i det varme vannet fra
varmeveksleren idet det gar inn i reaktorens varmekappe.

Damp/vann-varmevekslerens effektniva bestemmes av temperaturen pa vanndampen.
I mettet vanndamp er det en helt presis sammenheng mellom damptrykket og damp-
temperaturen (damptrykk 1 bar svarer til temperatur 100° C, 5 bar til 150° C, 16 bar til
200° C). Det er derfor fornuftig a styre damptrykket ved hjelp av et reguleringssystem
som tar utgangspunkt i trykket y, og med regulatoren h,, regulere referansen for et
lite reguleringssystem som sgrger for en presis bevegelse av dampventilen y;.

Behovet for dette lille reguleringssystemet (ventilforstiller) dikteres av at det i en
dampventil for hgyt trykk vil kunne vere stor friksjon pa grunn av pakninger som kan
gi stor hysterese i ventilbevegelsen. Hysterese er et ulineart fenomen som oppstar pa
grunn av slark i ventilen. Denne effekten finnes spesielt i mekaniske overfgringer som
tannhjul, ledd og liknende.

I tillegg til de fire regulatorene som inngar i kaskadereguleringen i figur 9.74, er det
ogsa vist tre andre reguleringssystemer pa samme prosess. I bunnen av varmeveksle-
ren finnes et lite reguleringssystem /4,5 som maler nivaet av vanndampkondensatet, og
styrer ventilen i bunnen. Denne slipper ut vann etter hvert som det dannes ved kon-
densasjon av damp. Uten dette reguleringssystemet ville varmeveksleren enten ga tom
for kondensat i bunnen og derved blase damp tvers igjennom, eller den ville kunne ga
full av vann og derved ikke virke tilfredsstillende.

Tilfgrselsledningen for de to stoffene (A og B) som skal reagere i reaktortanken, er
utstyrt med strgmningsregulering (regulatorene &, og h,7) for a sikre at den kjemiske
stgkiometrien er tilfredsstilt (her vil det ogsa vere aktuelt med forholdsregulering som
beskrives 1 figur 9.86).

Malingen yj3 i figur 9.74 kunne vert plassert pa andre steder enn vist i figuren, for
eksempel i utlppet av varmekappen i stedet for innlgpet. Resultatet av dette ville vaert
en forskyvning av dynamikken i1 prosessen slik at det ble mer forsinkelse i slgyfe 3 og
mindre forsinkelse i slgyfe 4 enn det som er vist i figur 9.74.

|

EKSEMPEL 9.17: Kaskaderegulering av turbiner

Figur 9.75 viser en annen typisk kaskaderegulering. I figuren er det to
turbin-generatorsatser 1 forskjellige kraftstasjoner. Hver turbin er utstyrt med sin tur-
tallsregulator (turbinregulator). Foruten a vere tilkoplet sine lokale forbrukernett, er
de to kraftstasjonene sammenbundet med en samkjg@ringslinje.
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EKSEMPEL 9.17 9.5. Kompensasjon med intern tilbakekopling

Figur 9.75
Regulering av
turbiner i sam-
kjgringsnett

Figur 9.76
Statisk diagram

Den effekten som stasjonen til hgyre leverer over samkjgringslinjen, skal na regule-
res. Effekten males av elektrisk vei, og ved hjelp av en egen regulator h,3 pavirkes
referansen for turbinregulatoren til hgyre.

Siden de to generatorene er koplet sammen, ma de gd med samme frekvens. Stilles
det store krav til frekvensngyaktigheten, kan det vere at regulator 4, utfgres som
en Pl-regulator (isodrom-regulator). Regulatoren /,, ma i sa fall veere en P-regulator.
Forstyrrelsene som kommer inn og ngdvendiggjgr de forskjellige regulatorene, er va-
rierende last i de to nettene og varierende trykk foran turbinene (vanntrykk ved vann-
turbiner og damptrykk ved dampturbiner). I tillegg til de tre reguleringssystemene
som her er antydet, vil det ogsa vare en spenningsregulator pa hver generator som
imidlertid ikke har vesentlig innflytelse i denne forbindelse.

V2 Py, V3
O
)
Gl G2 F
c N -~ — 1 )
Vl @ v4
_ | ¥y
h R J
rl Q hyy O
Y10 V3 Y20
Y30 )
) | £
effektref. "3

Figur 9.76 viser et statisk diagram som gir sammenhengen mellom frekvensen i sam-
kjoringsnettet (y; = y;) og effekten P, som hver generator leverer. Det er her antatt at
stasjon 1 er frekvensbestemmende. £, er derfor en Pl-regulator. Effekten som flyter
fra nett 2 til nett 1 kalles Py, og lokalforbruket 1 nett 2 er Fy,. Turbinregulatoren i nett
2 er en P-regulator. Dette medfgrer at sammenhengen mellom frekvens og effekt er en
fallende karakteristikk (statikk) som kan forskyves opp og ned ved hjelp av yg,.

A

/ 720
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En typisk situasjon kan vare som fglger:

a) Det er kontraktsmessig bestemt at stasjon 2 skal levere effekten Pj; til nett 1.
Siden det er et lokalt forbruk Py, ma regulatoren /,3 forskyve referansen yg,
som vist i figur 9.76.

b) En endring i lokalforbruket Py; i nett 1 vil fanges opp av stasjon 1 ved endring
av Py.

c¢) Dersom det kommer en plutselig endring i lokalforbruket Py, vil denne i fgrste
omgang fanges opp av stasjon 1, men derved synker den overfgrte effekten P»
slik at “statikken” ma lgftes ytterligere opp av h,3. Figur 9.77 gir en skisse av
denne situasjonen.

Figur 9.77
Resultat ved Y20 A
sprang i Py

9.6 FOROVERKOPLING | MONOVARIABLE SYSTEMER

Vi har introdusert begrepet foroverkopling 1 avsnitt 1.4 og 9.2. Vi skal betrakte to
forskjellige anvendelser av foroverkopling:

* Foroverkopling i prosessreguleringssystemer:
Prosessreguleringssystemer er systemer hvor referansen gjerne er konstant (be-
tegnelsen settpunkt brukes ofte i stedet for referanse). Den primare oppgaven til
reguleringssystemet er derfor a undertrykke forstyrrelsers innvirkning pa proses-
sen. Foroverkopling fra en malt forstyrrelse kan vare aktuelt for slike systemer.
Et eksempel pa foroverkopling i prosessregulering er sakalt forholdsregulering.

» Foroverkopling i fplgesystemer:
Dersom en utgang i et system skal fglge en referanse som varierer med tiden,
benytter vi ofte betegnelsen fglgesystem. Et fglgesystems ideelle transferfunk-
sjon vil derfor vere lik 1. Med foroverkopling mellom referansen og padraget
forsgker vi a “oppheve” noe av dynamikken i prosessen.

Foroverkopling er en typisk modellbasert reguleringsform idet den forutsetter at vi har
realisert en matematisk modell av prosessen og bruker denne til a regne ut hvordan
padraget ma endres for a oppveie malbare ytre pavirkninger pa prosessen.
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9.6.1. Foroverkopling (fra forstyrrelsen) i prosessreguleringssystemer

9.6.1 Foroverkopling (fra forstyrrelsen) i prosessreguleringssystemer

Figur 9.78
Tilbakekoplet
system med
foroverkopling
fra forstyrrelsen

Figur 9.78 viser hvordan foroverkopling kombinert med tilbakekopling kan utformes.

Prosess

————————————

Det antas at forstyrrelsen pa prosessen kan males. Dette signalet benyttes, sammen
med y og yp, til & beregne padraget. Vi observerer videre at forstyrrelsen pavirker
utgangen gjennom transferfunksjonen £, (s).

Hensikten med foroverkoplingen er a generere endringer i padraget u som motvirker
forstyrrelsenes pavirkning av prosessen, slik at resultatet blir ingen eller minst mulig
respons i y. Eliminasjonen av forstyrrelsers virkning kan bare oppnas for forstyrrelser
som er malbare.

Antar vi 1 fgrste omgang at tilbakekoplingen 1 figur 9.78 ikke er aktiv, det vil si at
h,(s) = 0, blir responsen til prosessen som fglge av forstyrrelsene:

Y(s) = hu(s)u(s) +hy(s)v(s)
= (hu(s)hy(s) + o (s))v(s)

hvor foroverkoplingen er gitt av /¢ (s).

(9.101)

Ideell foroverkopling oppnas dersom uttrykket i (9.101) kan gjgres lik null. Vi finner
da den ideelle foroverkoplingen

hy(s) =~ (9.102)

(9.101) kan omskrives til

y(s) = (%(h;;(s) + 1) hy(s)v(s) (9.103)
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Siden &, (s)v(s) er et mal for prosessens respons pa forstyrrelsen uten noen form for
foroverkopling eller tilbakekopling, vil uttrykket i parantesen i (9.103) vare et mal
for forbedringen som oppnas ved hjelp av foroverkoplingen. Tilsvarende definisjo-
nen i (7.12) av begrepet reguleringsgrad i et tilbakekoplet system kan vi na innfgre
begrepet foroverkoplingsgrad som

y(s)med . hu(s)hf<s)

= 1=L 9.104
y(s)uten hy (S) * (S) ( )

Den ideelle foroverkoplingsgraden er L(s) = 0 og oppnas nar

hy(s)
hu(s)

Vi definerer statisk foroverkopling som 4 7(0). Hvis setter s = jo = 0 inn i uttrykket
(9.105) for den ideelle foroverkopling, far vi en konstant forsterkning
hy(0)

hy(0) = T(0) K, (9.106)

hy(s) = —

(9.105)

Denne vil undertrykke en konstant forstyrrelse (et sprang i v) perfekt (under forutset-
ning av at var “lavfrekvente” prosessmodell gitt av 4,(0) og A,(0) er riktig).

Dersom foroverkoplingen kombineres med en tilbakekopling som vist i figur 9.78,
vil systemets totale evne til a undertrykke forstyrrelser vere gitt av produktet av
tilbakekoplingens reguleringsgrad N(s) og foroverkoplingsgraden L(s),

N(s)L(s) = 1+hu<1s>hr<s> (h(h)%() i 1) G107

Det er derfor viktig at de to virkemidlene vi har (tilbakekopling og foroverkopling)
utnyttes slik at de supplerer hverandre pa en mest mulig effektiv mate. Betrakter
vi systemets funksjon i frekvensplanet, vet vi at tilbakekoplingen blir ineffektiv nar
slgyfens forsterkning er mindre enn 1. Dette vil som oftest vere tilfellet ved frekven-
ser hgyere enn systemets kryssfrekvens ..

Det er derfor framfor alt viktig & oppna at |L(jo)| < 1 der [N(jw)| ~ 1, ved hjelp av
foroverkoplingen.

Virkningen av foroverkoplingen vil ikke vare av vesentlig betydning der tilbakekop-
lingen er effektiv. Stgrst interesse har derfor foroverkopling i systemer der vi pa grunn
av store forsinkelser i prosessen (“langsomme” poler eller transportforsinkelser) ikke
kan oppna hgy bandbredde i tilbakekoplingen og derfor ikke hurtig nok motvirkning
av forstyrrelsene. Dette er s@rlig problematisk i systemer med transportforsinkelse.
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9.6.1. Foroverkopling (fra forstyrrelsen) i prosessreguleringssystemer

Figur 9.79
Hvordan |L(jo)|
avhenger av den
ideelle foroverkop-
lingen, go(jo)

Ved frekvensanalytisk behandling av uttrykket i (9.104) kan det vare fordelaktig a
benytte seg av et Nicholsdiagram for bestemmelse av |L(j®)|. Vi skriver da

L(jo) = go(jo)+1 (9.108)
der
hy(j .
go(jw) =7~ 3 E;Z;hf(](D)
Vhf(j o) (9.109)
)

Vi har tidligere sett at N(j®) = (1 +ho(jw))~! kan leses av fra koter i et Nichols-
diagram der |ho(j®)| tegnes som funksjon av Zho(jw). Vi ser at (9.108) likner pa
uttrykket for N(jo), med den forskjell at uttrykket er invertert og at go(j) erstatter
ho(jo) som “argument”. Vi kan derfor bestemme L(j®) ved hjelp av et ordinart
Nicholsdiagram nér go(jm) er gitt.

Figur 9.79 viser et forstgrret utsnitt av et Nicholsdiagram som 1 dette tilfellet fram-
stiller koter for bestemmelse av |L(jo)|, i et |go(j®)|/ £ — go(jo)-diagram

L |go| [dB]

+ 3

L =-10dB

1 s

20 15 ~10 L5

awT
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Ideell foroverkopling svarer til |L(j®)| = 0 = —eo [dB].

Vi ser at for a oppna en foroverkoplingsgrad pa for eksempel |L(jw)| = —20 [dB],
ma transferfunksjonen til foroverkoplingen /¢(j®) stemme overens med den ideelle
foroverkoplingen /,(j®) innenfor omtrent 1 [dB] amplitude og omtrent 5° i vinkel.
Dersom vi er forngyd med en foroverkoplingsgrad |L(j®)| = —10 [dB], er kravet
til “perfekthet” i foroverkoplingen mindre og ligger i omradet ca. 2.5 — 3.0 [dB] i
amplitude og omtrent 15-18° i fasevinkel.

Noen eksempler vil illustrere de betraktninger og definisjoner som er gitt ovenfor.

EKSEMPEL 9.18: Foroverkopling i en prosess med tidskonstant og transportforsinkelse

Figur 9.80
Enkelt system
med foroverkopling

Figur 9.80 viser et enkelt reguleringssystem omkring en prosess som mellom padraget
og malingen har en reell pol med tidskonstant 7 og en transportforsinkelse 7.

En forstyrrelse v som antas malbar, virker inn etter polen. Vi skal finne lgsningen
generelt for vilkarlige verdier av T og 7. Fgrst ser vi hva som kan oppnas med tilbake-
koplingen og velger med bakgrunn i det som er beskrevet i avsnitt 9.3, en regulator av
formen

1+T;
ho(s) = Kot (9.110)

P Tis

T; =T vil vare et fornuftig valg av integraltid fordi det medfgrer forkorting av en pol
og et nullpunkt. Vi gnsker a oppna en forsterkningsmargin AK = 6 [dB] som i dette
tilfellet gir [N(j®)|max =~ 6.5 [dB]. I eksempel 9.6 valgte vi

Kyt =w

— =4 ~~2IdB] 9.111)

Vi gnsker a finne kryssfrekvensen og benytter at

, K
ho(jo)| = ﬁ 9.112)
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EKSEMPEL 9.18 9.6.1. Foroverkopling (fra forstyrrelsen) i prosessreguleringssystemer

Figur 9.81
Frekvensrespons
for forskjellige
verdier av aT /T

Siden |ho(jm0)| = 1/2 = —6 [dB] og |ho(jo.)| = 1, gir (9.112) @, = ®;80/2. Lik-
ning (9.43) gir derfor den dimensjonslgse kryssfrekvensen w.7 = 7 /4. Frekvensen
som |N(j®)|max Oppstar ved, ligger et sted mellom @, og @;gy som vist i figur 8.32 a).
Dette vil tilsi at den aktuelle frekvensen er @t = 1.3 for vart system.

Vi finner den ideelle foroverkoplingen for dette systemet ved a benytte (9.105)
hg(s) =—(1+Ts) (9.113)

Fordi en ubegrenset derivatvirkning ikke lar seg realisere i praksis, blant annet pa
grunn av uunngaelig hgyfrekvent stgy i malingen, vil det vere realistisk med en for-
overkopling av formen

14+Ts

_1+06Ts

hy(s) = 9.114)

der oo < 1. Vi far da
hf(s) 1 1

8008 =3 ) :_H—OcTs:_H_(aZ)ST ©.115)
T

Figur 9.81 viser frekvensresponsen til dette uttrykket for forskjellige verdier av fak-
toren aT /7. Dette resultatet er sa overfgrt til figur 9.79 for bestemmelse av |L(jo)].
Resultatet i form av kurver for [N(jw)| og |L(jo)| for forskjellige verdier av faktoren
oT /7 er vist i figur 9.82, der vi har brukt den dimensjonslgse frekvensen .

29()| [dB]

0

-10

20

=30 ; ; ;
0.01 0.1 1 10 100 ot

Z-gy(jo)

_45° |

-90°

~135° ‘ | ‘
0.01 0.1 1 10 100 ot
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Siden det er produktet av N(j®) og L(j®w) som bestemmer systemets evne til a under-
trykke forstyrrelser, ser vi at vi ved valg av for eksempel o7 /T = 0.1 far en betraktelig
forbedring.

For en gitt verdi av o ser vi at den forbedringen som oppnas ved bruk av forover-
kopling i forhold til det som kan oppnas ved tilbakekopling, gker nar transportforsin-
kelsen (7) blir stor i forhold til tidskonstanten (7"). Foroverkopling er derfor framfor
alt nyttig 1 systemer med stor transportforsinkelse eller annen ikke-minimum-fase

virkning.
Figur 9.82 [dB] 10
IN(jo)| og .
IL(jo)] for I INGo)l
forskjellige verdier ol N
av faktoren a7 /7 -
-20
30 i i i i
0.01 0.1 1 10 100 1000
T
|

EKSEMPEL 9.19: Foroverkopling ved produksjon av impregnert papir

Figur 9.83 viser forenklet prinsippet for produksjon av asfaltimpregnert papir (for
framstilling av sekker) der en legger sammen tre papirband (A, B, C). Det midterste
papirbandet (B) har passert gjennom et asfaltbad.

Figur 9.83 X0
Oversikt over PL = Q=
produksjons- L PO

prosessen

Avskraper

B ) E
fSkift_c-

mekanisme

|—/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\—| D\ Tetthetsmaler
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EKSEMPEL 9.19 9.6.1. Foroverkopling (fra forstyrrelsen) i prosessreguleringssystemer

Figur 9.84
Produksjons-
hastigheten

a)uten
forover-
kopling

b)med
forover-
kopling

Det tredobbelte, impregnerte papiret blir varmebehandlet kontinuerlig en viss tid og
til slutt oppviklet pa ruller (D, E). Kvaliteten pa det ferdig impregnerte papiret er
sterkt avhengig av impregneringsgraden (mengden av asfalt absorbert 1 det midterste
papirlaget), og vi gnsker derfor a regulere denne. Impregneringsgraden kan males
ved hjelp av -straleabsorpsjon (tetthetsmaling), men bare etter at papiret har pas-
sert varmebehandlingen. Paleggingen av asfalt kan pavirkes ved hjelp av en avskrap-
ningsmekanisme som befinner seg like etter asfaltbadet.

Maskinen har en normal kapasitet pa 300 [m/min]. Vi vil forsgke a holde stgrst mulig
gjennomsnittlig produksjonshastighet, samtidig som kravene til konstant impregne-
ringsgrad tilfredsstilles.

En sterk begrensning ligger i skiftemekanismen som legger det ferdig impregner-
te papiret over fra en oppviklingsenhet til den neste, nar den fgrste er full. Denne
skiftemekanismen fungerer ikke tilfredsstillende ved stgrre hastigheter enn 100 [m/-
min].

Benytter vi oss av en regulering av impregneringsgraden basert utelukkende pa en
tilbakekopling fra tetthetsmaleren over en regulator til avskrapningsmekanismen, vil
det resulterende reguleringssystemet fa meget liten bandbredde pa grunn av den store
transportforsinkelsen (oppholdstiden) i varmebehandlingsenheten. Resultatet er at vi
for & holde kravene til impregneringsgrad ikke kan kjgre papirhastigheten hurtig ned
fra 300 [m/min] til 100 [m/min] og opp igjen nar skiftemekanismen skal i funksjon.
Figur 9.84 a) viser hvordan vi er tvunget til & betjene papirhastigheten i et slikt tilfelle.

300
200
100

vV A

300
20 | U \ \ |
100 + /

- . t

T

Midlere papirhastighet er altsa vesentlig lavere enn 300 [m/min], hvilket vil si at pro-
duksjonstiden (T) for en rull ferdig papir er vesentlig stgrre enn maskinens produk-
sjonskapasitet skulle tilsi. Figur 9.84 b) viser hvordan vi gnsker a kjgre hastigheten
ned og opp raskere, for derved a gke produksjonskapasiteten. Dette kan oppnas ved
hjelp av foroverkopling.
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Figur 9.85
Foroverkopling
gitt ved (9.117)

Vi antar at asfaltbadet har temperaturregulering og at asfalten derfor har konstant
temperatur og dermed konstant viskositet. Derved vil mengden asfalt som pafgres
papiret, bare vere en funksjon av papirhastigheten v og avskrapningstrykket som er
gitt ved stillingen av avskrapermekanismen u. Impregneringsgraden x vil da vere gitt
av

x= f(u, v) (9.116)

Denne relasjonen inneholder altsa ingen vesentlige dynamiske ledd, idet impregne-
ringsgraden er bestemt umiddelbart etter at papiret forlater avskrapningen, selv om
tetthetsmaleren ikke kan male dette fgr lenge etterpa.

Funksjonen (9.116) kan bestemmes eksperimentelt ved a male v, u og x under sta-
sjonzre forhold. Fordi vi gnsker en konstant impregneringsgrad, i det minste pa hver
papirkvalitet, kan vi finne den ngdvendige foroverkopling fra v til u av

u=g(v, xp) (9.117)

der x¢ er den gnskede impregneringsgraden.

Figur 9.85 viser sammenhengen fra (9.117). Denne foroverkoplingen kan realise-
res ved at en maler papirhastigheten ved hjelp av et elektrisk tachometer med en
trinse som rider pa papirbanen. Tachometerspenningen fgres til et ulineert elekt-
risk nettverk, som gir ut en elektrisk spenning proporsjonal med den gnskede u. En
servomekanisme (antydet i figur 9.83 med et ventilsymbol) sgrger for betjeningen av
avskrapermekanismen. Pa grunn av variasjoner i asfaltkvalitet, papirporgsitet etc. vil
vi ikke oppna den beste presisjonen med et slikt arrangement. En tilbakekopling fra
tetthetsmaleren, som jo bestemmer impregneringsgraden som i virkeligheten er opp-
nadd, vil na kunne benyttes til a justere foroverkoplingen som antydet i figur 9.83.
Denne justeringen kan besta enten i at den beregnede kurven i figur 9.85 forskyves
parallelt med en av aksene eller “vris”. Regulatoren i tilbakekoplingen vil vi velge
som en Pl-regulator med integraltid omtrent lik “tidskonstanten” i avskrapermeka-
nismen.

u i

100 200 300 v
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EKSEMPEL 9.20 9.6.2.  Forholdsregulering

Den lgsningen som er beskrevet i dette eksemplet er typisk for en lang rekke industri-
elle prosesser. Den kan blant annet anvendes ved regulering av valsespalt, valsetrykk,
strekk og hastighet i valseverk, basert pa maling av tykkelsesvariasjoner i emnet (plate
eller band) et stykke fgr dette kommer fram til valsene. En slik foroverkopling, kom-
binert med en regulering basert pa tilbakekopling fra dimensjonsmaling etter valsene,
vil kunne gi ngyaktig regulering bade for hurtigere og langsomme variasjoner i emnets
egenskaper.

|

Det er apenbart av blant annet utledningen omkring figur 9.79 at kravet til overens-
stemmelse mellom den ideelle foroverkoplingen og den virkelige foroverkoplingen
er ganske store dersom vi skal oppna en vesentlig virkning. I mange prosesser vil
prosessparametrene endre seg sa mye at foroverkoplingen blir mistilpasset og den
gnskede virkningen uteblir. Et alternativ er selvsagt a gjgre foroverkoplingen adaptiv
(selvtilpassende), men en slik lgsning blir mer komplisert enn det som her er skissert.

En fordel med foroverkopling framfor tilbakekopling er at det ikke oppstar noe stabi-
litetsproblem. Stabilitet av en lukket tilbakekoplingsslgyfe er som kjent en vesentlig
hindring for blant annet a oppna stor bandbredde (dvs. hurtighet).

9.6.2 Forholdsregulering

En ofte foreckommende form for reguleringssystem som godt kan betraktes som en
anvendelse av foroverkopling, er sakalt forholdsregulering. Slik regulering kommer
til anvendelse i tilfeller der to eller flere strgammer av faste stoffer, veesker eller gasser
til enhver tid bgr sta i et bestemt forhold til hverandre. Slik er det for eksempel ved
regulering av olje - og lufttilfgrselen til en oljebrenner som hgrer til en dampkjel, eller
ved dosering av syre for ngytralisering av en base i en kjemisk prosess.

EKSEMPEL 9.20: Bruk av forholdsregulering

Figur 9.86 viser noen vanlig forekommende utforminger av forholdsregulering som
f.eks. ofte benyttes for a regulere tilfgrselen av ulike stoffer til en reaktor av den typen
som er beskrevet i eksempel 3.6. Problemet er at vi gnsker gp = kgs. Den enkleste
lgsningen, visti figur 9.86 a), anvender to ventiler som er direkte mekaniske forbundet,
og som apner og stenger parallelt. For a oppna et godt resultat med denne lgsningen
kreves det imidlertid hgy presisjon ved framstilling av ventilene.

I figur 9.86 b) er en strgmningsregulator innf@rt 1 B-rgret, og dennes referanse styres
fra en maling av gq.

Den sikreste Igsningen har vi i figur 9.86 c¢) der begge strgmmene er regulert indi-
viduelt, og referansen for strgmningsregulatoren i rgr B er styrt fra malingen av g4.
Referansen for strgmningsregulatoren i A-rgret antas a komme utenfra. Denne refe-
ransen vil ved fyringsregulering vere den som angir padraget.
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Figur 9.86
Forholdsregulering

Dersom forholdstallet £ ikke alltid kan vare konstant, men ma justeres langsomt
ut fra malinger senere i prosessen, vil vi kunne benytte et system som antydet i fi-
gur 9.86 d). Ved fyringsregulering vil det for eksempel kunne vare aktuelt a fore-
ta gassanalyse i rgykgassen for bestemmelse av CO/CO,-forholdet og gjennom en
Pl-regulator justere forholdstallet k. Derved kan en ideell forbrenning oppnas under

sterkt varierende last og med forskjellige kvaliteter pa brennoljen.

4B
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9.6.3.  Foroverkopling (fra referansen) i fglgesystemer

9.6.3 Foroverkopling (fra referansen) i folgesystemer

Figur 9.87
Foroverkopling
fra referansen

Det som er beskrevet foran for prosessreguleringssystemer, kan ogsa gjgres gjeldende
for felgesystemer. Foroverkoplingen vil i et fglgesystem tas fra den stgrrelsen som
er den viktigste pavirkningen pa systemet, referansen yg. Det kan selvsagt ogsa vere
aktuelt a nytte foroverkoplinger fra eventuelle forstyrrelser v pa samme mate som
beskrevet i foregaende avsnitt.

Figur 9.87 viser en mulig struktur for foroverkopling i et monovariabelt fglgesystem
karakterisert ved en hovedslgyfe (tilbakekopling) med regulator 4,(s). Det er ogsa
tatt med en blokk 7 (s) som representerer en eventuell intern tilbakekopling, som er
sveert aktuelt i nettopp fglgesystemer. Foroverkoplingen utgjgres av transferfunksjo-
nen /i 7(s) mellom referansen yo og padraget u.

- h/(s)

Yo ~ u y
hr(s) h”(s)

F—-—=n

_': hy(s) :" ;

[ |

Hensikten med den interne tilbakekoplingen kan, som beskrevet i avsnitt 9.5, vare
a modifisere prosessens transferfunksjon 7, (s) slik at den blir gunstigere for hoved-
slgyfen. I det fglgende vil vi analysere systemet uten og med slik tilbakekopling.

Figur 9.87 viser at siden et ideelt fglgesystem tilsikter y = yo, vil den ideelle forover-
koplingen, nar vi ser bort fra virkningen av tilbakekoplingen, matte bli

hy(s) = 9.118)

hu(s)
Denne foroverkoplingen kan selvsagt ikke realiseres i1 praksis, men den er et gunstig

utgangspunkt for dannelse av tiln@ermelser.

Det er hensiktsmessig & illustrere virkningen av foroverkopling pa den typen fglge-
systemer som er mest aktuelle; servomekanismer.



9. Syntesemetoder for linezre reguleringssystemer EKSEMPEL 9.21 418

EKSEMPEL 9.21: Foroverkopling i en servomekanisme

Figur 9.88
Servomekanisme
med foroverkopling
fra referansen

Figur 9.88 viser et blokkdiagram for en servomekanisme, der prosessen utgjgres av
en integrasjon (pol i origo) forarsaket av integrasjonen mellom hastighet og posisjon,
en pol med tidskonstant 77 som i hovedsak skyldes motorens mekaniske treghet,
og en pol med tidskonstant 7> som i hovedsak skyldes motorens elektriske treghet.
Penneskriveren i eksempel 9.8 er et eksempel pa et slikt system.

y

hy(s)

Yo u 1

Dersom y og yq er rotasjoner, er det forholdsvis lett a instrumentere deres deriverte
ved hjelp av tachometergeneratorer. Det er derfor sveert vanlig a utruste en slik servo-
mekanisme med en intern tilbakekopling fra et tachometer. Denne tilbakekoplingen
vil 1 enkelte tilfeller bare vere en konstant ;.

Vi skal sammenlikne resultatene som kan oppnas dersom regulatordelen i servome-
kanismens hovedslgyfe antas a vere en konstant k,, og:

1. Ingen tilbakekopling fra tachometeret og ingen foroverkopling
2. Tilbakekopling fra tachometeret k; og ingen foroverkopling
3. Tilbakekopling fra tachometeret k; og foroverkopling

Vi antar 1 det fglgende at 7, < 0.177. Dette vil 1 praktiske tilfeller vere forholdsvis
realistisk. De tre tilfellene som er nevnt, blir da:

Tilfelle 1:
Siden 7; < 0.177, kan vi se bort i fra tidskonstanten 7> ved dimensjonering av regu-
latorforsterkningen, k.. Vi har da et system som svarer til det i eksempel 9.1.

T+ 71T,

Likning (9.21) gir k, = 1/T;. (Stabilitetsgrensen er K,,;; = e )
112

1
1+ Tis+Ti(T) + T)s? + T2 Tas?

M(s) (9.119)
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EKSEMPEL 9.21 9.6.3. Foroverkopling (fra referansen) i fglgesystemer

Figur 9.89
AFF-diagram
for M(s)

Vi kan finne en tilnzerming til M(s) siden 7> < 0.17; (slik vi gjorde i eksempel 9.8).

Y (5) ! ! (9.120)

214+ TDos
0 >
g 1+2§i+<i>

o1 o1

Vi multipliserer ut nevneren i (9.120) og justerer parameterene @y; og ¢ slik at de to
leddene av hgyeste orden blir lik de tilsvarende leddene 1 (9.119). De aktuelle para-
metrene blir da @y; = 1/7} og { = 0.5. Fglgesystemets bandbredde er blitt omtrent
lik wp; = 1/Ty.

Figur 9.89 viser et AFF-diagram for M(s) nar 71 = 1 og T, = 0.1. De heltrukne
kurvene viser de virkelige karakteristikkene mens de stiplede kurvene gjengir tilner-
melsen.

[dB] 30

0 T AN » 0-dB-linje
-10

20 +

100 1000
o [rad/s]

0.01 0.1

_90°

-135°

—-180°

—225°

0.01 0.1 1 10 100 1000

o [rad/s]
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Tilfelle 2:

Ved dimensjonering av den indre slgyfen har vi et system som svarer til det i eksem-

pel 9.2. Likning (9.24) gir da
T

=7
Den modifiserte prosesstransferfunksjonen (inklusiv intern tilbakekopling k;) blir,
nar vi benytter (9.121),

ky (9.121)

1 1 1

- - T\ T
S((l+T]S>(1+T2S>+kI‘) 1+kts<1—f—T2S—|—1_l|_IiS2)
1

hu/(s)

(9.122)

Siden 7> < 0.177, vil 1/(1+k;) =~ 1/k;. Vi kan derfor finne fglgende tilneermelse til
h(s)

! (s) ~ — LK

N — 9.123
s(14 TosT2s?) ( )

Regulatortransferfunksjonen 4,(s) = k, benyttes na i hovedslgyfen. Vi antar at den
doble polen i &’ (s) kan betraktes separat, slik at M(s) tilnermet blir

y 1 1
< (s) ~ (9.124)
Yo 1y K (14 Tos + T7s?)
kr
Dersom
kr 1
kT

(det vil si for forholdsvis sma verdier av k,) er (9.124) en rimelig tiln@rming, fordi
poleni —k, /k; ikke virker seerlig inn pa den doble polen. Gker vi k,, vil dette systemet
med en rimelig stabilitetsmargin kunne fa en bandbredde omtrent lik 0.8(1/73). Vi
legger merke til at stabilitetsgrensen na er blitt

T+ 71>
T

Krkrit = (1 + kt)

som kan finnes ved bruk av Rouths kriterium.
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EKSEMPEL 9.21 9.6.3. Foroverkopling (fra referansen) i fglgesystemer

Figur 9.90
AFF-diagram for
hu'(s) og M'(s)

Figur 9.90 viser et AFF-diagram for h,’(s) og M'(s) nar Ty = 1 og T, = 0.1. De
heltrukne kurvene viser de virkelige kurvene mens de stiplede kurvene gjengir til-
narmelsene.

Ved a sammenlikne figur 9.89 og 9.90 ser vi at bruk av intern tachometertilbakekop-
ling har gitt en gkning i systemets bandbredde pa ner en dekade.

Tilfelle 3:

Kombinasjonen av intern tilbakekopling over faktoren k; og foroverkopling med

hy(s) = ks (9.125)

skal vise seg a ha gunstige egenskaper. Foroverkoplingen i (9.125) betyr at vi, for
eksempel ved hjelp av et tachometer koplet til referansebevegelsen yq, genererer et
signal proporsjonalt med hastigheten av referansen yo og med samme vekt k; som vi
har brukt i tilbakekoplingen fra den malte hastigheten pa motoren.
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10 |

0

» 0-dB-linje

-10 r

,20 L

-30

001 o1 100 1000 o [rad/s]
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-180°
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-270° i i i ?
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Analyserer vi sammenhengene 1 figur 9.87, finner vi

pa 5) = hu(s)hy(s) | hu(s)hy(s)
Y0 1+h0(s) 1—|—h()(s)

s (9.126)
_ AOMYS
- (” hr<s>)M< )
der
M(s)= -2 _}LO}E(S)ES) 9.127)

som i dette tilfellet er gitt av (9.124). Setter vi den valgte foroverkoplingen fra (9.125)
inn i (9.126), blir resultatet

y 1
=) —— 9.128
Yo ( 1+ Tos+ T7s? ©-128)
uansett hvilken verdi som velges for forsterkningen k,, sa sant denne ikke er for liten.
Vi ser at det resulterende systemet far en bandbredde lik 1/7; som er det beste vi hittil
har oppnadd.

Vi kunne selvsagt ved bruk av (9.123) 1 (9.118) ha kommet fram til en foroverkopling
som gir et enda gunstigere resultat, nemlig

hi(s) = kes(1 4 Tas + T5's?)

(9.129)

= kts + ktT2S2 + kt T22S3
Denne foroverkoplingen betinger imidlertid i tillegg til hastighetsmalingen pa refe-
ranseinngangen at vi ogsa bestemmer akselerasjonen og akselerasjonens deriverte.

Dette kan vere noe vanskeligere i praksis.
|

Lgsningen vi far ved a bruke tachometerforoverkopling kan ogsa tolkes som et sys-
tem med hastighetsstyring (fglgesystemets hastighets-tilbakekoplingsslgyfe har has-
tighetsreferanse). Posisjonsslgyfen som kan ha en relativt lav forsterkning, brukes
primert til a finjustere posisjonen i henhold til posisjonsreferansen. En slik betrakt-
ning leder oss til en mer enhetlig beskrivelse av kombinasjonen av intern tilbakekop-
ling og foroverkopling i fglgesystemer.

Vi tar da utgangspunkt 1 en dynamisk prosess beskrevet av

X = Ax+bu (9.130)
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9.6.3. Foroverkopling (fra referansen) i fglgesystemer

Figur 9.91
Fglgesystem med
tilbakekopling

Figur 9.92
Elementert blokk-
diagram for den
dynamiske
prosessen

For a gjgre sammenlikningen med det foregdende enkel, antas prosessen a ha bare en
padragsvariabel. Alle tilstandsvariablene antas malbare, det vil si y = x. Skal vi fa den-
ne prosessen til a fglge en referanse, er det selvsagt rimelig at referansen er en vektor
som refererer til hele tilstandsvektoren. Vi antar derfor en referansevektor xop som angir
det gnskede forlgp av hver enkelt av prosessens tilstandsvariable. Avviket mellom refe-
ransevektoren og tilstandsvektoren (xo — X) kan na brukes til & generere padraget idet vi

velger strategien
u=k’ (xg—x) (9.131)

der kT = [k, ka, ..., ky]. Et fglgesystem i henhold til dette er vist i figur 9.91.

X, u X X
k > b

A <

Tar vi som eksempel en prosess bestaende av en likestrgmsmotor som driver en last av
samme type som vist i figur 9.39, vil matrisene i (9.130) bli av formen

01 0 0
A=10 0 1|, b=|0

Oaz as b

Et elementart blokkdiagram for fglgesystemet vil da bli som vist i figur 9.92.

a
03 [
*10 k1 ; x3[| xz[l |
A
*20 o k
*30

Siden x1, x og x3 representerer henholdsvis posisjon, hastighet og akselerasjon av pro-
sessen, ser vi at lgsningen bestar av tilbakekoplingsslgyfer fra hver av disse stgrrelsene.
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Siden x19, x20 0g x3¢ er referanser for de samme stgrrelsene, har vi realisert en kombina-
sjon av foroverkopling og tilbakekopling. Foroverkoplingsfenomenet ligger i at elemen-
tene 1 Xq alle kan avledes av hverandre.

Setter vi (9.131) inn i (9.130), finner vi
x = (A —bk")x+bk’x,

- . (9.132)
= Ax+ Bxg

som er differensiallikningen for det lukkede fglgesystemet. Matrisen A som karakterise-
rer det lukkede fglgesystemet, vil for eksemplet i figur 9.92 bli

0 1 0
A=1] o0 0 1
—bky —bky+ary —bks—+aj
~ (9.133)
0 1 0
=10 0 1

|—00 —O01 —02

Vi ser altsi at det med tilbakekoplingsmatrisen k” er mulig & korrigere selektivt elemen-
tene 1 den nederste linjen 1 A. Systemer av en form som beskrives av (9.132) og (9.133)
har vi tidligere behandlet i avsnitt 3.5. Vi fant da ut at konstantene o, ¢&¢; 0og 0 utgjgr
koeffisientene i1 systemets karakteristiske likning, som 1 dette tilfellet vil vare

A+ mpAr oA +ap=0 (9.134)
Fglgeegenskapene til systemet 1 figur 9.92 kan vi undersgke ved Laplacetransformasjon
av (9.132).
Vi finner da

x(s) = (sT—A) " 'Bxy(s) (9.135)

Innsetting av de aktuelle matrisene gir

ss+opsta s+ 1 0 0 0
X (s) ! 2 0 0 0
—\ 5 ) = —
x0T Pttt as+ o % Shos s
— Qs —ais—og s*| |bky bky bks
ki ky ki
b
— 9.136
$3+aps?+ars+ o ski o sky - sks ( )
S2k1 S2k2 S2k3
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9.6.3.  Foroverkopling (fra referansen) i fglgesystemer

Med dette uttrykket kan vi 1 detalj studere alle mulige kombinasjoner av interne til-
bakekoplinger, med og uten foroverkopling.

Kombinasjon 1:

Har vi for eksempel begge de interne tilbakekoplingene i tillegg til hovedtilbakekop-
lingen, men ingen foroverkopling fra hastighet og akselerasjon, ma vi sette

xlo(s)
xp(s) = 0 (9.137)
0
Bruker vi denne i (9.136), finner vi
bk

x1(s) (s) (9.138)

- s34+ 0ps? +ays+ Ocox10
Siden oy = bk, kan vi skrive dette som

x1(s) = !

(1+wil> <1+2g&+ (%)j x10(s)

der ;, ay og ¢ kan innstilles ved hjelp av tilbakekoplingene ki, k> og k3.

(9.139)

Kombinasjon 2:

Tar vi 1 bruk foroverkopling, 1 fgrste rekke bare fra hastigheten av referansen, vil vi i
(9.136) matte benytte

x10(s) x10(s) 1
Xo(s) = | xa0(s) | = [sx10(s) | =x10(5) |s (9.140)
0 0 0
Resultatet blir
l+]2s

d Si0(s)
() (v (3))

Vi legger merke til at vi ved hensiktsmessig valg av tilbakekoplingene ki, k> og k3

(9.141)

x1(s) =
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kan forme transferfunksjonen i (9.141) slik at vi oppnar bedre fglging enn det vi
kunne med (9.139).

Kombinasjon 3:

Tar vi til slutt med foroverkopling fra akselerasjonen av referansesignalet, finner vi

x10(s) 1
Xo(s) = |x20(s) | =x10(5) | s (9.142)
x30(s) 2
som brukt i (9.136) gir
k ks,
12053
+ kls—f— kls

x1(s) = (s) (9.143)

K10
s s s
(1o 2) (oot (2)
] o o
Bruk av akselerasjonsforoverkopling gir derfor muligheter for ytterligere forbedring

av fglgeegenskapene idet det er kommet inn enda et nullpunkt i transferfunksjonen.
Polene er de samme 1 alle de tre tilfellene.

9.6.4 Prediktiv foroverkopling

Foroverkopling er serlig viktig i tilfeller der padraget er beheftet med forsinkelse
eller begrensninger pa andre mater slik at det Ignner seg a utnytte kunnskap vi har
om forstyrrelser som vi vet kommer. I fglgesystemer er dette serlig aktuelt nar det er
mulig & prediktere framtidig forlgp av referansen yy(¢). Slik vil det veere nér sjafgren
1 en bil ser framover og i tide kan ta hensyn til en sving som kommer.

EKSEMPEL 9.22: Sleping og dybdestyring av undervannsfarkost

En tilsvarende problemstilling har en ved sleping av en undervannsfarkost bak et
overflatefartgy. Undervannsfarkosten er utstyrt med automatisk regulering av verti-
kalposisjonen, pa basis av en ekkoloddmaling av avstanden til bunnen (ca. 3 m), og
vertikalstyring ved hjelp av en motordrevet propell (egentlig to vertikalthrustere, se
figur 10.10). Dette systemet er skissert i figur 9.93.

Problemet er at vertikalhastigheten av undervannsfarkosten er begrenset pa grunn
av begrenset motoreffekt. Det betyr at dersom det kommer en bra stigning i bunn-
profilen, ma vertikalbevegelsen starte tidligere jo mindre den maksimale vertikale
hastigheten er for a unnga kollisjon med bunnen.
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Figur 9.93 Overflatefartoy
Sleping av
undervanns-
v &
farkost
Slepetau Ekkolodd
Onsket bane | H?yde- .
- reieranse = 0

Siden overflatefartgyet er utstyrt med ekkolodd, kjenner vi imidlertid det framtidige

forlgpet av bunnprofilen, som vist i figur 9.93. En rett linje kan trekkes som tange-

rer den gnskede banen, til enhver tid. Nar vinkelkoeffisienten til denne tangenten er

lik forholdet mellom den maksimale vertikalhastigheten vymax 0g farkostens hori-

sontalhastighet vj,, ma vertikalthrusteren kjgres med maksimal hastighet for & unnga

kollisjon med bunnen. Denne “prediktor’-baserte Igsningen er antydet i figur 9.94.
Figur 9.94
“Predikator”-basert > gf:dgli?;r
regulering av dyb-
den til en farkost
Regulator ¥ Thruster Farkost
— S
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9.7 ESTIMATORBASERT REGULERING
9.7.1 Forenklet “tilstandsestimator” ved regulering av prosess med stor forsinkelse

Figur 9.95
Prosess med to
kaskadekoplede
systemdeler

Vi vil ofte finne at det i praksis er vanskelig a fa arrangert malinger sa “tidlig” i pro-
sessen som gnskelig. Dette er illustrert i figur 9.95 a), der det er vist en monovariabel
prosess som bestar av to kaskadekoplede systemdeler med transferfunksjonene /4 (s)

og hy(s).

X u x y
|
|
|
|

le hr h1 h2 .
_______ 4

2 s

hy(s) kan vi tenke oss er av minimum-fase-type (for eksempel &1 (s) = K/(1+Ts)),
mens /1, (s) er av ikke-minimum-fase-type (for eksempel h;(s) = e~ ).

Vi forestiller oss for enkelhets skyld at alle prosessens forstyrrelser er representert
ved en felles pavirkning v som virker inn pa samme sted som padraget u.
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9.7.1.  Forenklet “tilstandsestimator” ved regulering av prosess med stor forsinkelse

Den stgrrelsen vi egentlig gnsker a regulere er x som vist i figur 9.95 b), men siden x
ikke er malbar, er vi henvist til 4 lage tilbakekoplingen som vist stiplet fra malingen y.
Dette vil ikke vere noe problem dersom forsinkelsene i 4, (s) er sma. Er de derimot
store, har vi et problem. Det kan i noen grad omgas ved a benytte strukturen som er
vist 1 figur 9.95 c).

Her er det bygget en estimator som bestar av en matematisk modell av prosessen,
og som arbeider i parallell med den virkelige prosessen. Modellen er drevet av pa-
dragssignalet u og en stgrrelse ¥ som spiller rollen som et estimat (tilnermelse) av
den virkelige prosessforstyrrelsen v. Ved hjelp av transferfunksjonene £ (s) og ha(s)
i modellen genereres det na estimater av stgrrelsene x og y, som gis betegnelse hen-
holdsvis £ og y. Estimatet § av den egentlige malingen subtraheres fra malingen y
og differansen genererer gjennom elementet med transferfunksjon k(s) estimatet ¥ av
forstyrrelsen.

Den tilbakekoplingen fra x i figur 9.95 b) som ikke kan realiseres pa grunn av at x ikke
er malbar, erstattes na med tilbakekopling fra estimatet £ som vist i figur 9.95 ¢).

Denne strukturen er en forenkling av en mer generell struktur som vi kan komme fram
til for multivariable prosesser (se avsnitt 10.5) pa basis av teori for optimal tilstands-
estimering og optimal regulering. Vi skal her bare drgfte den forenklede monovariable
Igsningen.

I en undersgkelse av systemet i figur 9.95 c) antar vi fgrst for enkelhets skyld at /2 (s) =
hi(s) og ha(s) = hy(s). Det vil si at vi er i stand til & modellere den fysiske prosessen
perfekt. Senere skal vi se pa innvirkningen av eventuelle forskjeller mellom modell og
system.

Nar modellen er perfekt, finner vi for systemet i figur 9.95 ¢)

x(s) = My (s)x0(s) + 1 ()(1 = My (5)M, (5))v(5) (9.144)

der
i L

0g
M,(s) = 1 _]i(]izf)l}if Zl)zfgsz) = fglgeforhold for estimeringsslgyfen (9.146)

Siden A (s) er en minimum-fase-transferfunksjon, vil vi kunne realisere en regule-
ringsslgyfe som beskrevet i (9.145), som har svert hgy bandbredde (det vil si at
M,(jo) ~ 1 til meget hgy frekvens). Dette medfgrer at (9.144) antar formen

x(s) = x0(s) + A1 (s)Ne(s)v(s) (9.147)
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der
1

" T+ k(s)h (s)ha(s)

Dette resultatet ma sammenliknes med det vi ville ha fatt med systemet basert pa
den stiplede tilbakekoplingen 1 figur 9.95 b). I denne tilbakekoplingsslgyfen ville
regulatoren matte fa ngyaktig den samme transferfunksjonen som den tilsvarende i
estimeringsslgyfen, nemlig

Ne(s) (9.148)

h(s) = k(s) (9.149)
Med denne regulatoren innsatt ville vi ha fatt
1
x(s) = F(S)ME(S)XO(S) + hy(s)Ne(s)v(s) (9.150)

Forskjellen mellom (9.147) og (9.150) er fgrste leddet. Der ser vi at fglgeresponsen er
perfekt i den estimatorbaserte lgsningen (figur 9.95 ¢) ), mens den ordinzre lgsningen
(figur 9.95 b) stiplet) er beheftet med transferfunksjonen M,(s), som pa grunn av
ikke-minimum-fase-funksjonen /; (s) vil ha meget lav bandbredde. Det siste leddet i
de to Igsningene & (s)N,(s)v(s) er identisk.

De to lgsningene oppfgrer seg med andre ord likt med hensyn pa responsen til
forstyrrelsen v, men forskjellig med hensyn pa xo

Det har interesse a se mer i detalj pa transferfunksjonen M, (s) for fglgeforholdet for
estimatoren og tilbakekoplingen stiplet 1 figur 9.95 b).

Gar vi ut fra at hy(s) = K/(1+Ts), ha(s) =e ™ og k(s) = K,(1+ Tis)/(Tis) og
velger T; = T, finner vi for slgyfen

K,Ke ™
hoe(s) = ——— 9.151

Oe (S> Ts ( )
w30 for denne slgyfen vil bli ;g9 = 7/(27). Fordi amplitudekarakteristikken faller
med vinkelkoeffisient (—1), kan vi velge & innstille parametrene slik at vi far en
kryssfrekvens @, = wg0/2 = m/(47). Siden slgyfeforsterkningen ved @, skal vere
lik 1, finner vi |ho.(j@)| = K,K /(T ®;) = 1 som gir K,K/T = 1t /(471)
Da finner vi

T e—TS

_ hoe(s) _ 47 s
Me(s) = § honl) o = (9.152)

4t s
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I (9.152) kan vi sette inn approksimasjonen

T
1—=s
e —2 9.153)
1+ ES

for a fa et tilneermet uttrykk av M, (s) som en rasjonal transferfunksjon. Da finner vi

M,(s) = (9.154)

der

T T T
1+§S 1—§S 1+§S
M,(s) = e S e 0159
1+2C—+(—> S 1+2§—+<—)
2 o o o

Setter vi (9.155) inn 1 (9.150), finner vi for systemet i figur 9.95 b) (stiplet)

1—|—Es
x(s) = 2 —0(8) + I (Ne(5)()

1+2ci+(—
@\ @

1

(9.156)

xo(s) +h(s)Ne(s)v(s)

~
~

14+ —71s
T

Resultatet i (9.156) ma sammenliknes med resultatet i (9.147).

Vi ser at forskjellen er dramatisk til fordel for den estimatorbaserte lgsningen nar vi
gnsker en endring i referansen x.
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9.7.2 Estimatorbasert regulering — Otto-Smith-regulator

Gitt en prosess med en stor tidsforsinkelse 7. Vi skal na finne en bedre lgsning enn
den vi fant i eksempel 9.6.
hy(s) = hy(s)e™™ (9.157)

Gitt en reguleringsslgyfe med en regulator 7)., se figur 9.96.

Figur 9.96

T L o e ™
Fra figuren har vi:
h.(s)h s
Y __mlm(s)e™ (9.158)
Yo o 1+h(s)hi(s)e™™
Vi setter dette uttrykket lik
hr(s)hl (S) —1Ts
— e 9.159
5 Iy (5)h1 () ©-19)
dvs, vi haper at det er mulig & finne en A4.(s) slik at vi kan behandle problemet som
om transportforsinkelsen var utafor den lukkede slgyfen. Da kan vi velge &,(s) som
en vanlig seriekompensatorer basert pa strukturen Dvs. vi kan se bort fra e~ i valget
Figur 9.97
9 Yo ( )_ ’ h, > h - 4
av h,(s). Vi prgver altsa
h:’(s)hl(s)eirs — hr(S)hl (S) e*‘L’S (9160)
L+nH.(s)hi(s)e™™  1+h(s)hi(s)
stryker vi fellesledd pa begge sider, far vi
n h
I‘(S) — r(s) (9161)

L+n(s)hi(s)e™™  1+h(s)hi(s)
Hvis vi lgser dette med hensyn pé A.(s):

H(s)(1+hy(s)hi(s)) = he(s)(1+Hy(s)h1 (s)e™™) (9.162)
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RL(s)(1+hy ()1 (s) — he(s)h1(s)e” ™) = hy(s) (9.163)

finner vi til slutt o )
H(s) = r\s 9.164
r(s> 1+hr(S)h1<S)<1 _e,Ts) ( )

Dette svarer til en struktur som vist i Figur 9.98

Figur 9.98 S h/
: () o : s y
—O—0 h, hye
Yo A — : \— :
| - ) |
Denne kan med litt omstrukturering omgjgres til systemet vist i Figur 9.99.
Figur 9.99 :'**””*”f———————””w”,,,,ﬁ:
| 1 oY
H% hi’ o ) . hlc
i hl e

Ved perfekt overensstemmelse mellom y og ¥ som er estimert via en modell 1 parallell
med prosessen A (s)e” ™, ser vi at reguleringsproblemet forenkles til det vi gnsket;
en seriekompensator £, (s) bare basert pa prosessdelen /; (s), som ikke inneholder en
transportforsinkelse! Figur 9.99 viser at vi har endt opp med et tilfelle av noe som det
finnes mange varianter av i reguleringsteknikken: Estimatorbasert regulering. Denne
forutsetter at den parallelle modellen ikke avviker for mye fra prosessen man skal
styre. Estimatorbasert regulering realiseres oftest basert pa tilstandsrommodeller, og
ofte for multivariable prosesser.
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EKSEMPEL 9.23: Regulering av fiberkonsentrasjonen i en papirmaskin

Figur 9.100
Regulering av “fla-
tevekten” til papir

En problemstilling som illustrert 1 figur 9.95, har vi i en papirmaskin der en viktig
oppgave er regulering av konsistensen (fiberkonsentrasjonen) i den svart fortynnede
fibersuspensjonen som tilfgres maskinenes innlgpskasse for a oppna en spesifisert
“flatevekt” av det endelige papiret. Dette er illustrert i figur 9.100.

Flatevekt

l referanse Xg
h

- 9

Maling av

Innlops- flatevekt y
kasse
u 4,( 5{
Y
Vatparti Torkeparti
Tykk
masse
Vann X es
hy = h2 =e
1+Ts

Papirmaskinens varparti (tilfgrselspumpen, innlgpskassen, fgrste del av wirepartiet)
kan gjerne representeres med en 1. ordens transferfunksjon (A (s) = K/(1+ T's))
mens tgrkepartiet (pressparti, tgrkesylindre etc.) utgjor en stor transportforsinkelse

(ha(s) =e™™).

I moderne papirproduksjon gnskes en hyppig omstilling av papirkvaliteten (flatevekt,
etc.) etter kundespesifikasjon. Et system som skissert i figur 9.100, med regulering
av konsistensen for innlgpskassen pa basis av maling av flatevekten etter tgrkepar-
tiet, vil fa sveert lav bandbredde (w;gp lav). Derfor vil vi som fglge av en omstil-
ling av settpunktet (referansen) for eksempel for flatevekt fa produsert store mengder
ubrukbart papir mens systemet svinger seg inn som vist i figur 9.101. Ved bruk av
en Otto-Smith-regulator vil omstillingen forega svert mye raskere som vist i figur
9.102. Dette resulterer 1 gkt produktivitet for prosessen.
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Flgur 9.101 fe/m’] A
Endring av sett- Settpunkt x, Flatevekt pa papir y(7)
punktet for 50 | \ . _
flatevekt
40
Ubrukbart papir
30 + | ]
20 A
10 ~
2t 4t 6t 8 10t 12t 14t t
Figur 9.102 le/m’] A
Endring av sett- Settpunkt x,, Flatevekt pa papir (/)
punktet for flate- 501 oL
vekt med !
estimatorbasert :
regulering 40 1
Ubrukbart papir
30 +
k .
20 +
10 ~
2t 41 61 8t 10t 12t 14t ¢
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9.8 PARAMETRISK OPTIMERING AV SYSTEMER MED GITT STRUKTUR

Det finnes en betydelig teori for optimal dimensjonering av multivariable regule-
ringssystemer, og strukturen for en slik Igsning blir antydet i avsnitt 10.5. En beslek-
tet, men forenklet problemstilling, far vi ved a ga ut fra en gitt struktur karakteri-
sert ved et sett parametre, og sa med en optimaliseringsprosedyre finne fram til de
gunstigste verdiene av disse parametrene. For a fa dette til ma en definere en objekt-
funksjon (objektfunksjonal) som gir et mal for systemets godhet. Det optimale sett av
parametre er da det som gir en ekstremalverdi (maksimum eller minimum avhengig
av formuleringen) for denne objektfunksjonen.

9.8.1 Kvadratisk objektfunksjon

Vi kan formulere objektfunksjoner pa mange mater, men ikke alle egner seg like
godt for analytisk behandling. Sarlig interesse knytter det seg til objektfunksjoner
som 1 det multivariable tilfellet har formen

L(x, u) =x’' Qx+u’Pu (9.165)

der Q og P er matriser.

I et skalart tilfelle vil en tilsvarende funksjon kunne anta formen

L(x, u) = ox? + Bu? (9.166)
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Likning (9.165) og (9.166) er skalare stgrrelser som gir et momentant mal for viktige
prosessvariables utslag. Beregner vi integralet av dette momentane malet over et visst
tidsintervall (for eksempel fra O til o) eller gjennomsnittsverdien, far vi det som
betegnes med en objektfunksjonal. Et enkelt eksempel pa en slik er

J= [ (ox*+Bu?)d (9.167)
/

Objektfunksjonalen i1 (9.167) er serlig interessant, fordi vi kan bestemme verdien av
integralet ved hjelp av Laplacetransformasjon. I avsnitt 4.2.1 finnes en rekke regler
for bruk av Laplacetransformasjon. Vi skal i det fglgende benytte oss av (4.14), (4.20)
og (4.23).

Bruk av (4.14) og (4.23), gir

oo t
/g(t)dt = lim /g(t)dt = lims& =g(s=0) (9.168)
t—oo s—0 S
0 0
Bruk av dette resultatet sammen med (4.20), gir
0 T+ jeo
9.169
[rosn0d =5 [ Acw 9.169)
0 Y—Jjee

For det spesielle tilfellet at vi i (9.169) har fi(¢) = f2(t) = f(¢), finner vi

[rara=s [ semsoman= [IrGo)fdo @170

0 —Jjoo 0

idet det er antatt at Y = 0. (Nar venstre del av (9.170) eksisterer, kan vi tillate oss a
sette Y =10.)

(9.170) kalles Parsevals sats.

Vi ser at venstre side i (9.170) er av samme form som (9.167). Vi kan derfor benytte
oss av Laplacetransformen til de tidsforlgp som inngar under objektfunksjonalens
integral og har derved overfgrt problemet fra a vaere en integrasjon i tidsplanet til a
vare en integrasjon langs hele den imaginare akse 1 det komplekse plan. Integralet i
midten i likning (9.170) kan bestemmes ved hjelp av residusatsen (avsnitt 4.4.1).

Nar f(¢) er kjent og dens Laplacetransform er en rasjonal funksjon med poler (sin-
gulariteter) 1 venstre halvplan, vil integranden til hgyre 1 (9.170) vare karakterisert
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Figur 9.103
Polene til integran-
den pé hgyre side i
(9.170) nér f(s) er

en rasjonal
funksjon

ved poler som vist 1 figur 9.103. Integralet langs den imagin®re aksen kan, dersom
integrandens tallverdi gar mot null nar argumentet gar mot uendelig, erstattes med et
kurveintegral rundt hele venstre halvplan som antydet med halvsirkel A, eller rundt
hele hgyre halvplan som antydet med halvsirkel B. Uansett om vi velger integrasjons-
bane A eller B, vil resultatet bli det samme.

A Im
A ‘ B
» | A
A
X | X
Re
X X

Velger vi integrasjonsbane A, vil integralet bli lik summen av residuene i polene til
f(s). Velger vi integrasjonsbane B, vil verdien av integralet bli summen av residuene
i polene til f(—s).

Vi illustrerer dette med et enkelt eksempel.

EKSEMPEL 9.24: Beregning av tidsintegral

Dersom f(t) = e” og a < 0, finner vi

f(S)f(—S) = (s—a)(l—s—a) 9.171)
som gir
i 1 1
F2(t)dt =res f(5)|s=a = (s —a) = —— (9.172)
0/ (s—a)(—s—a)ls=a 2a

Dette svaret kan kontrolleres ved 4 integrere tidsfunksjonen f2(¢).
[
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Ved analytisk behandling av reguleringssystemer vet vi imidlertid at det ofte vil vare
brysomt a bestemme polene for et lukket system hvis dette er av hgyere orden enn
tredje. Hvis f(s) er en rasjonal funksjon, er vi imidlertid sa heldige at det er mulig a
uttrykke integralets verdi som funksjon av den rasjonale funksjonens polynomkoef-
fisienter. Denne metoden gar som fglger:
Vi antar (s)
p(s
f(s) === (9.173)
) q(s)

der p(s) og ¢(s) er polynomer i s, og polynomet p(s) er av en grad lavere enn poly-
nomet ¢(s), altsa

p(s) = puo18" 4 puoas 24+ P15+ po (9.174)
q(s) = qus" +qn1s" "+ qis+qo (9.175)

Da kan integralet i (9.170) skrives

joo
L pls) p(=s)
Jio) = d 9.176
g znj_j/w a(s) a(—5) " 170

Indekset n star for graden til polynomet i nevneren.

Tabell 9.4 gir verdiene av integralet som funksjon av koeffisientene i de to polyno-
mene opptil n = 5. Stgrre tabeller finnes i Newton, Gould, Kaiser (1957).

Vi har na verktgyet som trengs for analytisk optimering av et system med gitt struktur
pa basis av en objektfunksjonal av typen (9.167). Et eksempel vil demonstrere dette.

EKSEMPEL 9.25: Analytisk optimalisering av folgesystem

Figur 9.104
Den dynamiske
prosessen

Figur 9.104 viser et blokkdiagram for et enkelt fglgesystem der vi har valgt a benytte
oss av seriekompensasjon med en forsterkning K. Tilbakekoplingen fra hastigheten
X, utgjgres av den naturlige dempningen i systemet. Problemet er a finne den verdi-
en av K som minimaliserer en hensiktsmessig objektfunksjonal nar referansen y(t)
antar en realistisk form.

Yo e X X X, =y
2 2 1
@, K T‘ )

© o=

N
©“
“
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TABELL 9.4 Kvadratiske objektfunksjoner

Verdi av (9.176) for forskjellige n
2
Po
J
M 2q0q1
7, Piqo+ P
@ 2904192
I p3qoq1 + (P7 —2pop2)qoqs + Péa2qs
®) 29093(—q0g3 +q192)
I P3(—adas + q0q192) + (P — 2p1p3)q09194 + (PT — 2pop2)q093da + P(—a143 + 429344)
@ 2q094(—q043 — 4394 + 919293)
T
A, (p3mo+ (P — 2papa)my + (p3 — 2p1p3 +2popa)ma + (p? — 2popa)ms + pima)
der
L ) L )
mo = —\(gq3m; —qimp s m3 = —\(ga2my — q4m;
Js) sl q s q
my=—qoq3+q1q2 my = %(6]27713 — qamy)
my =—qoqs+qiqs . As=qo(qims—qzm3+qsm;)

Vi velger a studere objektfunksjonalen
J= / (0 (1) + B3 (1))t (9.177)
0

Det fogrste leddet under integraltegnet er et mal for fglgeavviket. Vi ser at positive
avvik veier like mye som negative avvik. Videre ser vi at store avvik veies sterkere
enn sma avvik. Det andre leddet i integralet ivaretar et gnske om a begrense akselera-
sjonen x(t) til prosessen. Ogsa her vil positive verdier veies like mye som negative
verdier, og store akselerasjoner veies forholdsvis sterkere enn sma akselerasjoner.
Forholdet mellom vekten pa fglgeavviket og akselerasjonen er gitt av faktorene o og
B, der vi gjerne kan velge a = 1.
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Grunnen til at vi gjerne vil ha med et ledd av typen x% (¢) eller en annen tilsvarende
intern prosesstgrrelse i objektfunksjonalen, er at denne gir et mal for den dynamiske
pakjenningen pa prosessen. Et eksempel pa dette har en ved styring av en bil. Det
er riktignok viktig at bilen fglger veien med lite posisjonsavvik, men det er ogsa
viktig at sideakselerasjonene ikke blir for store fordi det ellers vil vare ubehagelig
for passasjerene. Vi finner derfor ved kjgring av bil a matte foreta et kompromiss
mellom sideavvik og akselerasjon og bgr avpasse farten slik at totalresultatet blir
akseptabelt.

For systemet i figur 9.104 finner vi

e(s) =N(s)yo(s) (9.178)
i2(s) = s7ho(s)N (s)yo(s) (9.179)
der |
0g
K

Vi velger a optimere systemet for et referansesignal av typen

Yoo

= 9.182

yO(S> S(1—|—T()S) ( )
som er et mykt sprang med amplitude ygy og tidskonstant 7j. Vi finner da
Tyoos + Yoo

= 9.183

) = T (T +To)2 1 (ToK - 1)s 1K ©.183)
K

a(s) Y008 (9.184)

T TTos + (T +Tp)s2 + (TopK + 1)s+ K

Disse rasjonale funksjonene har begge samme polynom i nevneren, og polynomene
i tellerne er av 1. orden. Det blir derfor enkelt & beregne integralet av typen (9.176)
ved hjelp av tabell 9.4.

Vi finner
Yoo T’K+(T +To) + BK?

2 K(KTZ+T+Tp)

Ja) (9.185)
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Objektfunksjonalens verdi som funksjon av K, er vist1i figur 9.105. Vi ser at forlgpet
ved sma verdier av K blir omtrent omvendt proporsjonalt med K, mens forlgpet ved
store verdier av K blir omtrent proporsjonalt med K.

Vi vil fa en minimal verdi av objektfunksjonalen ved en middels stor verdi av K.
Denne bestemmes av

o _ (9.186)

dK '
som gir en fjerdegradslikning i K. Figur 9.105 viser tydelig at dersom vi ikke legger
noen vekt pa akselerasjonen, det vil si ved a velge B = 0, vil den optimale forsterk-
ningen bli K = . Hvordan det da gar, har vi tidligere undersgkt i eksempel 4.12, og
resultatet er vist 1 figur 4.27 og 4.28. Systemet vil bli sterkt oscillatorisk, men vil al-
likevel (bedgmt ut i fra den valgte objektfunksjonalen) bli det optimale. Figur 9.105
viser ellers at jo mer vekt vi legger pa akselerasjonen, det vil si B > 0, jo lavere vil
den optimale verdien av K bli.

Figur 9.105 A
Objektfunksjona- Ty =5
len som funksjon T =1
av K
02+
g B
K720+ T+T,
B =05
0.14 /
K+ (T+Ty) +BK
K(KTG+ T+ Ty)
1 2 3 4 5 6 K

Eksemplet viser at det er ganske lett, bade prinsipielt og med hensyn til numerisk
beregning, a fa et kvantitativt mal for objektfunksjonalen i form av den type uttrykk
som er gitt i (9.185). Det er en kurant oppgave & skrive et datamaskinprogram for
utregning av slike uttrykk, selv for systemer av forholdsvis stor kompleksitet. Det
som imidlertid ikke er sa enkelt, er a Igse likninger av typen (9.186) analytisk. For
praktiske systemer vil det derfor vaere aktuelt a anvende en numerisk sgkemetode for
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a finne fram til optimale parametre. Det finnes en rekke slike metoder tilgjengelig.

I det foregaende eksemplet var det bare en parameter (K) som skulle optimeres. I et
praktisk tilfelle kan en tenke seg at flere parametre skal innstilles til sine optimale
verdier. Disse parametrene kan samles til en parametervektor, for eksempel k. Den
optimale parametervektoren bestemmes da ved hjelp av gradienten til objektfunksjo-
nalen med hensyn pa parametervektoren

=0 (9.187)

T
M _ | ol d]
Jk | dk Jka ok,

9.8.2 Objektfunksjon basert pa systemets frekvensrespons

Figur 9.106
Eksempel pa
p(t) og q(1)

I Balchen (1958) er det utledet en metode som kan ha endel fordeler framfor den som
er demonstrert i avsnitt 9.8.1.

En objektfunksjonal svarende til den i (9.167) som kunne vere interessant, er

[}

J= / 1x(1) dr (9.188)

0

der x(t) for eksempel kan vere reguleringsavviket i et tilbakekoplet system som vist
i figur 9.104, eller en annen avledet stgrrelse. Slik uttrykket star i (9.188), kan det
ikke finnes noe analytisk svar pa en enkel mate. Vi kan imidlertid skrive

()|

(0] = x() 7

= x(t) sgn x(t) = x(t)p(t) (9.189)

der funksjonen p(t) vil veere en “firkantbglge” med amplitude +1 som vist i figur
9.106.

~
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Dersom denne firkantbglgen er tilnermet periodisk med konstant frekvens, er det
rimelig a tilneerme den med en sinussvingning med samme frekvens, det vil si samme
nullgjennomgangspunkter. Vi erstatter altsa p(¢) med en ny funksjon

q(t) = sin(ot + @) (9.190)

der w er frekvensen og « fasevinkelen for den sinussvingningen som best tiln@&rmer
den riktige firkantbglgen. Vi far da en ny objektfunksjonal definert slik

J(@, @) = / x(1) sin(@r + a)dr (9.191)
0

Siden uttrykket i (9.191) er mindre eller i beste fall lik uttrykket i (9.188), vil vi
sgke den kombinasjonen av @ og & som gj¢r J(®, ) = maksimum. Dette gir den
sinussvingningen ¢(¢) som best tilneermer p(z).
Vi skriver na ot ol or ol
JOtajo o= j0t =]
sin(or + o) = 26, © (9.192)
J

som innsatt i (9.191) gir

1 . 7 . . 7 .
J(o, a)=— | &% [ x(t)e!dt —e/* | x(t)e ! dt (9.193)
(o froemaen]
Da 5
/ g(r)dr = lim g(s) (9.194)
5 s—
der
g(s) =L(g(r))
og )
L(x(1)e™®) = x(s F jo) (9.195)
finner vi {
T, @) = 72(e"x(—jo) —e " x(jo))
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Figur 9.107
Spektral represen-
tasjon av Fourier-
transformen

Vi innfgrer videre .
x(&j0) = |x(jo) |4

som gir
J(o, a) = |x(jo)|sin(o — Zx(jw))

Denne funksjonen far sitt maksimum med hensyn pa o nar
sin(a — Zx(jw)) =1

og
|x(jw)| = maksimum
Funksjonen
x(jo) = F(x(t))

er Fourier-transformen av x(¢). Vi ser at den nye objektfunksjonalen er uttrykt som
maksimalverdien med hensyn pa @ av Fourier-transformens tallverdi. Altsa

J(-) = maxg|x(jo)| (9.196)

Fourier-transformen av en tidsvariabel finnes direkte av dens Laplacetransform ved
a erstatte variabelen s med jw. Figur 9.107 viser hvordan objektfunksjonalens verdi
finnes som maksimalverdien av |x(jo)]|.

(o)l 4

|x2max|

|x3max‘

|xlmax|




9. Syntesemetoder for linezre reguleringssystemer 446

Figur 9.108
Blokkdiagram for et
monovariabelt sys-
tem med enhets-
tilbakekopling

En oppsummering av de forskjellige objektfunksjonalene J; som er definert hittil, vil
gi

. e

Ji :/xz(t)dt: %/\x(jwﬂzda) (9.197)
0 0

= [ |x(r)|dt (9.198)
/

J3 = maxy|x(jo)| (9.199)

En rekke andre typer objektfunksjonaler kan defineres, men de skal ikke behandles
her.

Objektfunksjonalen J3 i (9.199) baserer seg som sagt pa Fourier-transformen x(j®)
av respons-funksjonen x(t). Men responsen av et system finnes av systemets trans-
ferfunksjon multiplisert med eksitasjonens Laplacetransform. Ser vi for eksempel pa
systemet i figur 9.108 og gnsker & optimalisere med hensyn pa avviket (e(s), e(z))
ved a endre parametre i /(s), finner vi som kjent

e(s) = — 59006) = Nl (9.200)

N

Yo(s) e(s) »(s)
ho(s)

Vi ma na velge hvilken form eksitasjonen yo(s) (yo(¢)) skal ha fordi resultatet av op-
timaliseringen uansett hvilken type objektfunksjon vi velger, vil vare helt avhengig
av hvilken eksitasjon vi har brukt. Vi kan for eksempel velge yo(s) = 1 hvilket betyr
at yo(t) = 0(t) = enhetsimpuls.

I sa fall vil vi for systemet i figur 9.108 fa

J3 = maxgle(jw)| = maxy|N(jo)| (9.201)

Dette resultatet er svert interessant fordi det direkte viser betydningen av kriteriet
vi tidligere har brukt en rekke ganger nar vi har tegnet stedkurven for i et Nichols-
diagram og bestemt verdien av . Vi kan med andre ord si at 4 innstille et tilbakekoplet
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systems parametre slik at vi oppnar et minimum av [N (j®)|max, svarer til & optimali-
sere systemet med hensyn pa objektfunksjonalen J3 nar systemeksitasjonen yo(z) er
en enhetsimpuls.

Hadde vi valgt et enhetssprang yo(s) = 1/s i stedet for en enhetsimpuls, ville vi ha
funnet de optimale parametre ut fra & minimalisere

J3 = maxg

[
—N( Jw)' (9.202)

Hvis vi har en parametervektor

vil vi altsa sgke etter
mink (maxe|N(jo)yo(jo)|) (9.203)

EKSEMPEL 9.26: Minimalisering av avviket ¢(t) ved bruk av J;

Vi velger i systemet i figur 9.108 med slgyfetransferfunksjon

1
ho(s) = e (9.204)
l

Vi vil optimalisere dette systemet ved bruk av objektfunksjonalen J3 pa avviket e(t)
nar eksitasjonen yy(7) er et enhetssprang. Parameteren som skal justeres, er k; = 7; /7.
Figur 9.109 viser sammenhengen mellom J3 og 7;/7 der optimum tydelig framgar
ved T

~ =35[dB]~ 1.5

T
Dette resultatet er funnet ved hjelp av stedkurver i et Nicholsdiagram, og det er derfor
hensiktsmessig a framstille resultatet med dB-skalaer. Stabilitetsgrensen for dette

systemet er gitt av

T, 2

< =Z=_39[dB]
T y

hvilket betyr at vi har funnet fram til et system med forsterkningsmargin AK = 7.4
[dB]. Dette er rimelig.
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Figur 9.109
Sammenhengen
mellom J3

og Ti/t

Jy [dB] A

20+

i
b
o
S
s
o)
©
a3

' [dB]

Etter at ovenstaende metode var presentert i 1958, er den blitt generalisert til bruk for
multivariable systemer der en frekvensresponsmatrise representeres med sin ‘“‘stgrste
singuleerverdi” 6(jw). Objektfunksjonalen blir da

J3 = maxy6(jo) (9.205)
Dette kriteriet er i moderne litteratur gitt betegnelsen H. (uttales H-uendelig, eng.
“H-infinity”).

Singul@rverdianalyse behandles 1 avsnitt 10.6.
|

9.8.3 Regulatorinnstilling ved numerisk optimalisering

Man kan bruke programvare for a stille inn regulatorparametre “optimalt”. Vi skal
studere en optimal innstilling av regulator for likestrgmsmotoren gitt i eksempel 7.3
og 7.4. En rimelig transferfunksjon for likestramsmotoren fra rotorspenningen u til
vinkelposisjonen y, er gitt i likning (7.19),

1
(1 +Tas)(1+Tis)

hy(s) (9.206)

Vi velger a regulere likestrgmsmotoren med en PD-regulator,

he(s) = K(1+Ts) (9.207)
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Systemet med regulator far da transferfunksjon
(1+Tys)
s(1+Trs)(1+Tys)

Fra eksempel 7.4 er T] = 0.5 og T» = 1/30, med valgte verdier K =40 og T; = 1/6
(T; = T). Betrakt avviksforholdet

ho(s) = (9.208)

1
N(s) = —— 9.209
() =17 ho(s)’ (©.209)
med fglgeforholdet
ho(s)
M(s) = 0% 9.210
) = T ho(s) ©-210)

og identiteten M + N = 1 for monovariable systemer. Avviket e(s) i et tilbakekoblet
system er proporsjonalt med N(s),

e(s) =r—y=N(s)r—N(s)h,(s)v, (9.211)

hvor r er referansen og h, er transferfunksjonen fra forstyrrelsen v. Ideelt er det der-
for gnskelig at [N(jw)| er liten opp til hgyest mulig frekvens. Videre er det gnskelig
at resonanstoppen i [N (jw)| er liten, da dette betyr at det lukkede system har tilstrek-
kelig stabilitetsmargin'. Fra absoluttverdien av A,

K 1+ T, fo(jw
o |1+ jhLol[1+jTio|  |n(jo)
kan absoluttverdien av N(j) utledes til
: 1 [0l
N w - - —
MU= T Gol = fmo+ad
0*(1+T70?)(1+ 77 0?)
= (9.213)
(K— (T1 + Tz)a)z)z + (KTd(D + (D(l —T Tza)Z))z
La
V()] = max [N (jo) 0214

IDessverre kan ikke regulatoren tunes slik at [N (j®)| holdes lav over alle frekvenser, fordi |N(j®)| er fundamen-
talt begrenset av Bodes integral,

/ In|N(jo)|do =0,
0

for stabile systemer.
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altsa stgrste verdi av |[N(jw)| over alle frekvenser. Det er gnskelig med lav abso-
luttverdi |[N(jw)| for a fa lite oscillatorisk tidsrespons, og begrense den maksimale
feilen max |e(jw)| (fra likning (9.211)), altsa gnsker vi & minimere ||N(j®)||-. Men
problemet med & minke ||[N(j®)||~ er at bandbredden til systemet minker. Gene-
relt er det gnskelig med hgy bandbredde, da hgy bandbredde gir mindre stigetid og
hurtigere regulering, siden hgyfrekvente signaler lettere passerer gjennom systemet.
Béandbredden til et system kan defineres pa flere vis. En vanlig definisjon, som i regu-
leringsteknikkboka, er frekvensomradet opp til kryssfrekvensen @, dvs frekvensom-
radet hvor hp(@.) > 1. Bandbredden til et tilbakekoblet system kan ogsa defineres i
form av N(jow) og M(jw). Vi bruker fglgende definisjon av bandbredden g for
N(jo) Skogestad (2005):

Lukket slpyfe bandbredde g for N(jo) er frekvensen hvor |N(jo)| forst krysser

\/LE ~ —3dB nedenfra.

Bandbredden wp for N(jw) vil som regel vere ner ., men litt mindre (dvs,

wp < ;). Nar vi snakker om bandbredde, bruker vi wp og ®, litt om hverandre.
Basert pa diskusjonen over, er det tydelig at avveininger ma gjgres i design av en
regulator. I et forsgk pa a finne optimale verdier av K og Ty i forhold til ytelseskrav
for systemet, kan vi spesifisere et optimeringsproblem. For slgyfetransferfunksjon
(9.208) gnsker vi a beholde virkningen av den rene integratoren for a fjerne stasjo-
nart avvik. Hvis produktet K7, blir for stort, opphgrer virkningen av integratoren %
(hvorfor?). Vi burde derfor ikke velge K og 7y slik at dette produktet blir for stort. En
mulighet er a stille inn 7 slik at virkningen av den stgrste tidskonstanten 7} forkortes
vekk, da denne representerer den tregeste dynamikken i systemet. Vi kan da kreve at
T; < T;. Samtidig gnsker vi sa stor bandbredde som mulig, men at ||[N(jo)||~ er
gvre begrenset av en konstant N, Dette gir oss et optimeringsproblem, som vi kan

skrive slik
I’II(L’:}X wp (9.215a)
s4d
s.t!
IN(j®)|] < N™ (9.215b)
I, <T (9.215c¢)

Et vanlig krav er at N <6 dB. Optimeringsproblemet (9.215) kan implemente-
res i MATLAB og Igses med innebygde numeriske algoritmer. Siden begrensningen
(9.215b) er ulinear (gitt av likning (9.213) og (9.214)), har vi i dette tilfellet brukt
funksjonen fmincon som lgser generelle uline@re optimeringsproblem. Figur 9.110
viser [N(j)| for optimerte verdier av K og T, for henholdsvis N = 1.5 og

Is.t. = subject to = "under betingelse av at”, “med bibetingelser”.
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9.8.3.  Regulatorinnstilling ved numerisk optimalisering

Figur 9.110
IN(jw)| som
funksjon av K og
Nmax_

Figur 9.111
Sprangrespons for
eksempel 7.4
sammenliknet med
optimerte verdier
for K og T;; med
N™™ =1.5.

N™* = 1.1, sammenliknet mot de verdier som er brukt i eksempel 7.4. Begrensnin-

=30~
=

INGo)l, K =40, T, =1/6

Forsterkning [dB]

=== |N(jo)}, optimal K og T, ,N™ =1.5

= = =IN(o)|, optimal K og T, CNTH =1

770 1 1 1
10 10° 10" 10°
Frekvens [rad/s]

gen (9.215c¢) forer i begge tilfeller til at 7; = T;. Lgsningen av optimeringsproblemet
(9.215) for N™** = 1.5 gir K = 32.7 og @wp = 17.4 rad/s, og responsen av |[N(jo)| gir
tydelig bedre bandbredde, men noe hgyere resonanstopp enn verdiene brukt i eksem-
pel 7.4. Dersom vi derimot velger N = 1.1, far vi K = 4.46 og wg = 3.88 rad/s,
altsa mindre resonanstopp, men vesentlig darligere bandbredde. En annen ulempe med
a velge N = 1.1 er at [N(jo)| blir hgyere for lave frekvenser. Dette resulterer i at
stasjoner forsterkning |ho(jw — 0)| i systemet blir darligere, og systemets evne til a
motvirke (tilneermet) konstante forstyrrelser blir darligere.

1.4
! ! K=40,T, = 1/6
. max __
2k - Optimal K og Td ,N =15
/7 \
/
| Nl m———==
I
§ 0.8 [ II B
|
I
oat | A
/
/
0.2 |- I N -
/}
0 ; ; ; ; ;
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Tid
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Figur 9.111 sammenlikner sprangresponsen for eksempel 7.4 med det samme syste-
met med optimerte verdier for K og T, basert pa N"** = 1.5. Den gkte bandbredden
for den optimerte regulatortuningen gir tydelig mindre stigetid, kjappere respons og
lavere oversvingning, men pa bekostning av at sprangresponsen blir noe mer oscilla-
torisk, som svarer til en litt hgyere resonanstopp i |N(jo)|.

Konklusjon:

Eksemplet viser at det er mulig a finne optimale verdier for regulatorparametere ved
a Igse et numerisk optimaliseringsproblem, men at disse parameterne fortsatt vil av-
henge av hvilke (tildels motstridende) krav den som designer regulatoren setter til
ytelsen av systemet.
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9.9. Robust regulering

9.9 ROBUST REGULERING

Figur 9.112
Multiplikativ
usikkerhet

Under behandlingen av systemspesifikasjoner (se avsnitt 9.2) innfgrte vi noen enkle
kriterier for “stabilitetsmargin”:

* Fasemargin y
* Forsterkningsmargin AK
* [N(j®)|max

Disse tre stgrrelsene, som alle kan avledes av reguleringsslgyfens frekvensrespons
ho(jw), gir effektive mal for det regulerte systemets robusthet.

Nar vi analyserer et reguleringssystems stabilitetsforhold og ytelse benytter vi en
modell av systemets “prosess” h,(s) og “regulatoren” h,(s). Til sammen utgjgr disse
ved seriekompensasjon slgyfetransferfunksjonen hg(s) = h,(s)h,(s). Prosessmodel-
len h,(s) uttrykker var nominelle kunnskap om de mange systemelementene og vil
alltid vaere gjenstand for usikkerhet. Typiske kilder til slik usikkerhet er:

* Fysiske fenomener som er utelatt i modelleringen (umodellerte fenomener)
* Ulineariteter forenklet ved linearisering

* Endringer i prosessparametrene pa grunn av endringer i omgivelser (tempera-
tur, hastighet) og arbeidspunkt

Usikkerhet i prosessmodellen kan representeres pa ulike mater. Vi skal se pa multi-
plikativ perturbasjon som er illustrert i figur 9.112. Slgyfetransferfunksjonen kan
uttrykkes som

ho(s) = ho(s)(1+1(s)) (9.216)
der

ho(s) : nominell slgyfetransferfunksjon (%o(s) = h,(s)h,(s))
[(s) : ustrukturert usikkerhet

ho(s) : resulterende slgyfetransferfunksjon

> /(s)

Yo y
O—>| hy(s)

—O
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Figur 9.113
Multiplikativ
usikkerhet

Usikkerheten beskrives gjerne 1 frekvensplanet slik at

1(jo)| < |ln(o)] (9.217)

hvor en typisk |/,,(®)| er vist i figur 9.113. Dette betyr at enhver [(jow) som tilfreds-
stiller (9.217) er tillatt. Merk at det er vanlig & skrive [,,(®) i stedet for /,,(j®), da [,,
er en reell funksjon.

Robust regulering behandler en regulators evne til a regulere et system med usik-
kerhet til forskjell for nominell regulering som behandler en regulators evne til a
regulere uten usikkerhet. Robust stabilitet vil si at et system er stabilt for alle tillatte
ho(s). Robust ytelse vil si at et system har en gnsket ytelse for alle tillatte /g (s).

Figur 9.113 viser et typisk valg for /,,(®). Den sier at usikkerheten er liten ved lave
frekvenser, @ < 2. Videre kan vi lese fra figuren at usikkerheten er helt domineren-
de for @ > 6. En slik usikkerhet kan begrunnes som fglger. Ved lave frekvenser er
den nominelle modellen god da de fleste viktige fenomener inkluderes. Ved hgye
frekvenser er det typisk stor usikkerhet i den nominelle modellen pa grunn av at
hgyfrekvente umodellerte fenomener er utelatt.

1, [dB] 20
10 |

0 r

-10

20 ‘ ‘ ‘
0.1 1 10 100 1000

(o)

Figur 9.114 viser et polart diagram (Nyquist-diagram) med et eksempel pa en stabil
ho(j®)
1+ hy(jo)
sjoner som fglge av [,,(®), angitt. Dette gir “usikkerhetssirkler” ved hver frekvens

o. Legg merke til at radiusen pa sirkelen gker med gkende frekvens.

frekvensrespons ho(j®) (det vil si er stabil). Videre er mulige perturba-

Betingelsen for robust stabilitet av systemet i figur 9.114 er at alle tillatte /g (jo) skal
ha det samme antallet omsirklinger av det kritiske punkt (1+ jO) som det nominelt
stabile systemet.
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9.9. Robust regulering

Figur 9.114
Frekvensrespons
forbundet med
usikkerhet framstilt
i Nyquistdiagram

A Re
/ T
ho(jo,) \
f ' i ~ \ >
1+,0 / ‘[m(wz)| Im
4 /
4 /
ho(oy) /o<, /
/ /
‘lm(ml)| / /
7
Systemet i figur 9.112 har et fglgeforhold
- (1+1(s))ho(s)
Mi(s) = 9.218
&) = T T 1)) (-218)
Dette kan omskrives til
- 1(s)M(s) 1
M(s) = ———2— (1 +—— 9.219
O =1ieme e 0219
der . ( )
o(s
M(s) = ————— 9.220

er det nominelle systems fglgeforhold. Vi ser av (9.219) at vi kan tolke omskrivingen
som en ny ekvivalent tilbakekoplingsslgyfe som har slgyfetransferfunksjon /(s)M(s).
For at denne slgyfen, som svarer til den opprinnelige, skal vare stabil er det tilstrek-
kelig at!

(jo)M(jo)| <1 (9.221)

Vi benytter her det sikalte ‘Small-gain® teoremet, se for eksempel Skogestad og Postlethwaite (1996). Det forut-

settes at I(s)M(s) er apen slgyfe stabil.
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Figur 9.115
[1/ln(@)],
M (jo)] og
IM;(jo)| i
AFF-diagram

Dette er oppfylt dersom
(@) |M(jo)| <1 (9.222)
eller
M(jo) < —— 9.223)
(@) '

Dette betyr at vi har robust stabilitet dersom det nominelle systemets fglgeforhold
|IM(jw)| er mindre enn den inverse av den maksimale ustrukturerte usikkerheten

|m(®@)].

Figur 9.115 viser et eksempel pa resultatet i (9.223).

[dB] 20 ) T
o o
0
-10
- My (jo
M, ()| Moo
-20 . Muligens ustabil -
Garantert stabil
30 L
—40 i i
0.1 1 10 100 1000

(o)

Vi tenker oss at M| er basert pa en regulator 4,1 og M, pa en annen regulator 4, hvor
bade h,| og h,; stabiliserer det nominelle system /g (j®). Usikkerheten er definert av
In(w) 1 figur 9.113.

M;(j) er robust stabil med en gitt ustrukturert usikkerhet /,(®), mens et annet
system M, (j®) med den samme usikkerheten ikke er robust stabilt. Dette systemet
kan altsa bli ustabilt.

Siden den ustrukturerte usikkerheten /,, (@) normalt vil veere gkende med gkende fre-
kvens som illustrert i figur 9.113, finner vi at det kritiske frekvensomradet med hen-
syn til stabilitet vil vaere fra M(j)’s resonansfrekvens og oppover. Nar det gjelder
systemets ytelse, har vi tidligere gitt spesifikasjoner til [N(j)| ved lave frekvenser
og oppover til rundt |N(j®)|max- Men siden

IN(jo)| ~

1
ho(j®) ’
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9.9. Robust regulering

Figur 9.116
Krav som stilles til
|ho(je)| mhp.
ytelse og stabilitet

Figur 9.117

Nicholsdiagram

nar |ho(jo)| > 1, og

M(jo)| = |h(jo)|

nar |ho(j®)| < 1, finner vi & kunne oppsummere hvilke krav som ma stilles til
|ho(jo)| ut fra bade ytelse og stabilitet som vist i figur 9.116.

30
%,
0 7,
%,
10 T ytelseskrav //Z
7
0 é/ T R
7 R
] Z Stabilitetskrav 0-dB linje
10 o) 7,/
7,
7,
20 | 7,
%,
-30 N
0.1 1 10 100 1000 10000 (O]

En tolkning av Nyquistdiagrammet vist i figur 9.114 kan gis ved hjelp av en tilsva-
rende framstilling 1 et Nicholsdiagram som vist 1 figur 9.117.

| -1 [dB]

Kritiske punkt
(—180°, 0 [dB])
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Figur 9.118
Eksempler pa sted-
kurver for hy(jo)

i AF-diagram

Det som 1 figur 9.114 er usikkerhetssirkler, vil 1 figur 9.117 vare “deformerte sirkler”
av samme form som finnes i Nicholsdiagrammets sentrum. Usikkerheten [, (®) er
en relativ stgrrelse siden den multipliseres med hg(j®). Det er derfor riktig & angi
In(®) i [dB]. En usikkerhet p4 |1,,| = —6 [dB] svarer til en mulig variasjon i |/2o(j®)|
pa £50%. En usikkerhet pa |I,,| = +20 [dB] gir tilsvarende en mulig variasjon pa
£1000%.

I eksemplet i figur 9.117 er det angitt “usikkerhetssirkler” for hver frekvens svarende
til det som er illustrert i figur 9.114. Av dette ser vi direkte betydningen av [N (j®)|max-
kriteriet som tidligere er innfgrt. Men den nye tolkningen i figur 9.117 gir noe mer enn
IN(j®)|max-kriteriet. Na kan vi nemlig se hva konsekvensen med hensyn til stabilitet
vil veere ved for eksempel en gkning av usikkerheten |/,,(®)| ved w; til O [dB] (det vil
si 100% usikkerhet) som vist stiplet 1 figur 9.117. Den stiplede konturen svarer til en
|N| = 0 dB-kontur i et Nicholsdiagram. Vi ser at systemet na kan bli ustabilt fordi den
stiplede konturen omslutter det kritiske punktet (0 [dB], — 180°).

Det er nyttig a vite hvilke fenomener som gjgr en tilbakekoplet slgyfe “robust” med
hensyn pa stabilitet. Som vi ser av usikkerhetssirklene i figur 9.117, har usikkerheten
[(jw) et bidrag bade i amplitude |/(jw)| og i fase ZI(jw). Hvilken virkning som er
mest alvorlig, avhenger av det aktuelle systemet.

Figur 9.118 viser en del eksempler pa stedkurver for hg(jw) i et amplitude/fase-
diagram.

\h0| [dB] 4
30T
20 +
10 +
®
i
Kritiske A <7
0 punkt % ,7 B
11‘89‘:/ 790"/’ 0° Zho [°]
-~ = /l T
E / c
/ l
-10 + !
1]
{
)
|
1
=20 | |

Stedkurven A som representerer A (s) = 1/(T's) (ren integrator), er robust med hensyn
pa endringer i amplitude. Den har en amplitudemargin pa +oo [dB]. Fasemarginen er
90°.
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9.10. Sluttverdiregulering

Stedkurven C representerer en ren transportforsinkelse /o (s) = Ke™ ™. Vi ser at den
er helt ufglsom for usikkerhet i fasen ZI(j®), men svert fglsom for amplitudeusik-
kerhet |/(jw)|. P-regulering av en ren transportforsinkelse er ikke serlig vellykket
(som vist i kurve C). PI-regulering som vist i kurve D, er heller ikke sarlig vellykket,
men ren [-virkning (integral) som vist i kurve E, er ner det beste som kan oppnas nar
prosessen er en ren transportforsinkelse eller en annen ikke-minimum-fase transfer-
funksjon.

De resultatene som er utledet foran, basert pa en ustrukturert usikkerhet 1,(s) gir
gjerne konservative (pessimistiske) kriterier. Robust regulering er utfgrlig behandlet
1 Skogestad og Postlethwaite (1996).

9.10 SLUTTVERDIREGULERING

Figur 9.119
Stykkevis konstant
padragsvariabel

I dette avsnittet skal vi kort bergre et problem som er noe forskjellig fra de som er
behandlet i foregaende avsnitt. Problemet kan kort formuleres slik:

Hvordan skal en endre padraget u(¢) for at en prosess, karakterisert ved
x = Ax + Bu, skal bringes fra tilstanden x(#y) ved begynnelsestidspunktet f til
en gitt sluttilstand x(z;) ved et gitt sluttidspunkt 7;?

Det motsatte problemet, & bestemme sluttilstanden til systemet nar padragsvektoren
er kjent, har vi behandlet tidligere. Vi vet at

X(t;) = eA0)x(10) + / AG"Bu(1)dr (9.224)

En generell behandling av dette problemet hgrer ikke hjemme her, men vi skal se
hvordan problemet kan gis en enkel Igsning dersom vi tillater oss a anta at padrags-
vektoren har en slik form at den er stykkevis konstant 1 tidsintervallet fra f til ¢, slik
som vist for en av padragsvariablene i figur 9.119

u; A

NA\'
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Vi har tidligere 1 avsnitt 3.3.2 utledet et uttrykk for hvordan tilstandsvektoren utvikler
seg i et slikt diskret tilfelle. Kaller vi tidsintervallet i figur 9.119 for T og innfgrer
t—to=kT ogt;—tg = NT, kan vi med bakgrunn i (3.38)(3.38) skrive

x((k+1)T) =F(T)x(kT)+D(T)u(kT) (9.225)
der F(T) = eAT =kjentog D(T) = A~! (eAT —T)B = kjent. Vi kan nd benytte (9.225)
en rekke ganger for a beskrive utviklingen av tilstandsvektoren og finner
x(T) = Fx(0) +Du(0)
x(2T) = Fx(T) + Du(T) = F*x(0) + FDu(0) + Du(T
(2T) =Fx(T)-+ Du(T) = F*x(0) + FDu(0) + Du(7) 0226
X(NT) = F'x(0) + F¥"'Du(0) 4 ... + Du((N — 1)T)
Den siste av disse likningene uttrykker sluttilstanden x(N7 ) som funksjon av begyn-
nelsestilstanden x(0) og padragsvektoren i alle de sma tidsintervallene.

Tenker vi oss alle de ukjente verdier av padragsvektoren samlet i en stor vektor

u(0)
u(7)
Uy = (9.227)
u(N—-1)T)
og innfgrer vi matrisen
Cv=|F"-ID F¥-2p .. D| = kjent (9.228)
kan vi skrive siste linje i1 (9.226) som
X(NT) = F¥x(0) + CyUy (9.229)

Forste ledd pa hgyre side i (9.229) utgjgr bidraget til sluttilstanden av begynnelsestil-
standen x(0), mens det andre leddet er bidraget fra padragsvektoren. Vi legger merke
til at matrisen Cy er kjent og avhengig av hvor mange sma intervaller N vi har inndelt
tidsrommet i. Siden x(0) er kjent, kan vi like gjerne skrive (9.229) pa formen

SX(NT) =x(NT) — F'x(0) = CyUy (9.230)
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EKSEMPEL 9.27 9.10. Sluttverdiregulering

Likning (9.230) skal Igses med hensyn pa Uy. Dette er mulig sa sant
rang Cy =n (9.231)

der n er dimensjonen av tilstandsvektoren. Kravet i (9.231) overensstemmer med kra-
vet til styrbarhet av systemet og er helt analogt til det som er presentert i (5.4) i kapittel
5. Det er selvsagt logisk at systemet ma vare styrbart for at vi skal kunne bestemme
padragsvektoren i de forskjellige tidsintervallene. Lgsningen av (9.230) er ikke enty-
dig. Det finnes en rekke Uy som vil tilfredsstille likningen. En Igsningsmetode er a
bruke en optimaliseringsprosedyre, som gir minimum av stgrrelsen UL Uy. Dette er et
mal for energien i padraget. Lgsningen vil ha formen

Uy = CL(CyCEH)~18x(NT) (9.232)

P4 grunn av (9.231) vil |CyCL| = det (CyCY) # 0 og derfor eksisterer (CyCL) ™. Vi
kan overbevise oss om at (9.232) er riktig ved a premultiplisere pa begge sider med
Cy. Vi far da direkte uttrykket i (9.230). Uttrykket CX, (CyC%) ™! = CJ kalles ofte den
pseudoinverse av Cy.

Et eksempel vil illustrere bruken av resultatet i likning (9.232).

EKSEMPEL 9.27: Sluttverdiregulering av motorisert lopekatt

Figur 9.120
Lgpekatt med last

Figur 9.120 viser en forenklet skisse av en Igpekatt med motordrift som skal forflytte
en last som er festet til Igpekatten via en wire.

X3
X4

whd "

/ ]

S

XI

X2
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Figur 9.121
Elementert blokk-
diagram for
systemet

Vi kaller posisjonen og hastigheten til lasten i forhold til en fast vegg henholdsvis x;
og x,. Lgpekattens posisjon og hastighet i forhold til den samme veggen kalles hen-
holdsvis x3 og x4. Massene av last og lgpekatt betegnes henholdsvis m og my, og r
angir lengden av wiren. Figur 9.121 viser et elementart blokkdiagram som beskriver
balansene i dette systemet nar vinkelutslaget til wiren er lite, slik at tan @ ~ sin ¢.
@verst til venstre i blokkdiagrammet finner vi spenningen u som tilfgres lgpekattens
elektriske motor. Motoren er en likestrémsmotor med konstant felt der ankerets elekt-
riske tidskonstant antas svert liten. Ankerstrommen framkommer som netto anker-
krets spenning dividert med ankerkretsens motstand R. Ankerstrgmmen multiplise-
res med momentkonstanten K7 og gir akselerasjonskraften som virker pa lgpekattens
masse. Motorens induserte motspenning er gitt av lgpekattens hastighet x4 multipli-
sert med K. Mot den akselererende kraften fra motoren virker reaksjonskraften fra
wiren.

—_

‘5
oQ
—C)

O

Xy X1

G =

Kraften i wiren virker pa den andre side akselererende pa massen til lasten som vist
nederst i diagrammet. Det antas a vere en viss luftdempning proporsjonal med has-
tigheten x, og en konstant f.

Kraften som virker pa lasten og Igpekatten er lik

X1 — X3

migtan @ <~ mygsinQ =mg (9.233)
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som vist i diagrammet. Vi setter na opp differensiallikningene for systemet ut fra figur

9.121.

X1 = X2
X2 = _gxl - im + §x3

reem. o r (9.234)
X3 =X4

mg o _mg  KKr o Kr
4 Rmy

mor mor Rmy

Vi setter inn tallverdier for et realistisk system med en elektrisk motor av stgrrelse
ca. 5 kW, masse i stgrrelsesorden noen hundre kilo og wirelengde ca. 5 m og far en
systemmodell av formen

der

X = Ax+bu (9.235)
0 1 0 0
2 —0.0033 2 0
A—
0 0 0 1
0857 0  —0.857 —6.04
0
0
b=
0
0.093

En undersgkelse av egenverdiene til matrisen A vil vise at dette systemet er sterkt
oscillatorisk. Lasten vil overlatt til seg selv svinge med en periode ca. lik 4.4 [s]. Vi
benytter oss na av den metoden som er beskrevet i foregaende avsnitt. Vi antar da at
bade vogn og last befinner seg i ro inne ved veggen til & begynne med. Dette gir

Sé bestemmer vi at systemet skal bringes til sluttilstanden x(NT') = [5 05 0

x(0)=0

T

ved hjelp av periodevis konstante padrag. Dette vil si at vi gnsker a bringe bade last
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og vogn til ro 5 [m] ut fra veggen ved hjelp av N skritt 1 Igpet av tiden NT. Problemet
er undersgkt for NT =4 [s]ogmed N =4, N =8 og N = 16.

Resultatene er vist i figur 9.122. @verst i figuren ser vi hvordan padraget (det vil si
spenningen) som tilfgres motorens ankerkrets ma endres i de tre tilfellene. Det er her
karakteristisk at ved a velge flere skritt (16, 8 og 4), far vi mindre utslag i padraget
uttrykt ved en lavere verdi av den forbrukte padragsenergien som er gitt av

N—1
UyUy = Y o(iT) (9.236)
i=0

De tre nederste kurvesettene 1 figur 9.122 viser forlgpet av de 4 tilstandsvariablene
ved henholdsvis 4, 8 og 16 skritt. Vi ser at for N = 4 vil vognen en kort periode ga
bakover. Det vil den ikke gjgre nar N = 8 og 16.

Ut i fra det siste kurvesettet (N = 16) far vi en ide om hvordan u(r) og x;(¢) ville sett
ut i det kontinuerlige tilfellet (N — oo).

Figur 9.122 b Padrag u
Kurver som viser 200 [V] +
padrag og tilstan-
der som funksjon |

av tiden for : )
Y- 8 skritt

forskjellige N Bl
orskjellige 00 Tl A I-

-= AR ~ 1 16 skritt

4 skritt

N =4 NT = 4
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10.1 INNLEDNING OG MOTIVERING

Vi har tidligere i boka stgtt pa multivariable systemer. Et multivariabelt system er et
system hvor antallet padrag og/eller antallet prosessutganger er stgrre enn én. Den
kjemiske reaktoren i eksempel 9.16 og turbinene i eksempel 9.17 er eksempler pa
multivariable systemer. Dette kapitlet skal forstas som et oversiktskapittel da temaet
multivariable systemer er meget omfattende. Vi skal i1 et innledende eksempel se
nermere pa reaktoreksemplet.

EKSEMPEL 10.1: Multivariabel regulering av en kjemisk reaktor

Reguleringssystemet som er vist i figur 9.74, kan skjematisk beskrives som i figur
10.1, dersom fglgende er oppfylt:

Figur 10.1 .
gur 10 Yo ¢ Regulerings- " Kjemisk

En skjematisk >
beskrivelse av den - system reaktor
regulerte reaktoren
ifigur 9.74
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Figur 10.2

Et multivariabelt til-
bakekoplet system
med vektoriell
forstyrrelse

» Dimensjonen til prosessutgangen er 7 og padragsdimensjonen er 4.
* V1, 2, V3, Y4 benyttes til & beregne u; (hgytrykksdamp).

* ys benyttes til & beregne u,.

* ye benyttes til a beregne u3 (ventil som styrer tilfgrsel av stoff B).

* y7 benyttes til a beregne u4 (ventil som styrer tilfgrsel av stoff A).

Det finnes selvsagt mange andre mater a kople prosessutgangene til padragene pa.
Den valgte lgsningen representerer en mulig reguleringsstruktur. Valg av regulerings-
struktur er en svart viktig del i enhver syntese av et multivariabelt reguleringssystem.

Vanligvis velges en enkel reguleringsstruktur, forutsatt at spesifikasjonene for det re-
gulerte systemet kan tilfredstilles. Den enkleste strukturen far vi nar reaktoren kan
betraktes som en samling av uavhengige (ukoplede) monovariable systemer. Da vil vi
konstruere regulatorsystemet ved a bruke 4 monovariable regulatorer. Reguleringssys-
temet i figur 9.74 bestar av 3 monovariable regulatorer. Den 4. slgyfen blir monovaria-
bel dersom den benytter en av prosessutgangene yi, y2, y3, y4 til a beregne u;. Referert
til strukturen i figur 10.2 vil regulatoren H,(s), som i dette tilfelle er en 4 x 7-matrise
(en prosesstransfermatrise) ha fire elementer forskjellige fra null.

I noen tilfeller er det viktig for ytelsen av et reguleringsystem at alle prosessutgange-
ne kan pavirke alle padragene. For reaktoreksemplet betyr dette at y;, ..., yg inngar
i beregningen av u, og de tre andre padragene. Dette gir en meget kompleks regu-
leringsstruktur, og betyr at matrisen H,(s) i figur 10.2 vil veere full (den har ingen
null-elementer).

|

Eksemplet ovenfor indikerer at analyse og syntese av multivariable reguleringssys-
temer er vesentlig mer komplisert enn for monovariable systemer. Det er derfor en
stor fordel om en, i alle fall tilnermet, kan betrakte et multivariabelt system som en
samling av uavhengige (ukoplede) monovariable systemer. Dette gjgres ofte ved kon-
struksjon av industrielle reguleringssystemer. Nar dette ikke er mulig, ma vi ha meto-
der som tar hensyn til krysskoplingene i prosessen. Det finnes et omfattende teoretisk
grunnlag for dimensjonering av generelle multivariable systemer. Vi skal imidlertid
her begrense oss til relativt elementare betraktninger.

Vi vil studere tilbakekopling i multivariable systemer pa tilsvarende mate som i av-
snitt 7.2. Analogt med figur 7.5 foreslar vi et tilbakekoplet system av en form som er
vist i figur 10.2.

———————————

| |
| H) |
| |
|
L ‘ H,(s) u: H,(s) —'y—
r | u
|

___________
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10.1. Innledning og motivering

Forskjellen mellom figur 7.5 og 10.2 er at stgrrelsene y, yo, € og u som forekommer i
figur 10.2 er vektorer, mens de tilsvarende stgrrelsene i figur 7.5 var skalare. Stgrrel-
sene H,(s), H,(s) og H,(s) er transfermatriser der elementene er transferfunksjoner.
Vektorene y, yo og e har samme dimensjon. Vi skal i dette avsnittet forutsette at ogsa
u har den samme dimensjon, noe som ikke var tilfelle i eksempel 10.1. Dette betyr at
H,(s) og H,(s) blir kvadratiske matriser. Vi setter ingen betingelser pa dimensjonen
til v.

H,(s) og H,(s) kan beregnes fra en tilstandsrombeskrivelse.

Xx=Ax+Bu+v
(10.1)
y=Cx
Laplacetransformasjon gir
y(s) = C(sI—A)"'Bu(s) + C(sT— A) " lv(s) (10.2)
=H,(s)u(s) + H,(s)v(s) '
Innsatt regulatoren
u(s) = Hy(s)(yo(s) —y(s)) (10.3)
1(10.2) gir
_ ~1
y(s) =(1+ Hy(5)H, ()~ Hu () (5)3o(s) 104

+ (T+H, (s)H,(s)) " TH, (s)v(s)

I det monovariable tilbakekoplede systemet behandlet 1 avsnitt 7.2 innfgrte vi slgyfe-
transferfunksjonen /(s) som produktet av alle transferfunksjoner rundt tilbakekop-
lingsslgyfen. 1 dette produktet vil faktorenes orden vere likegyldig. I et multivaria-
belt system kan vi innfgre en transfermatrise for a karakterisere tilbakekoplingene.
Denne vil vare produktet av transfermatrisene til alle elementene i slgyfen. Men i
dette tilfellet er ikke faktorenes orden likegyldig. Vi vil derfor fa forskjellige slgyfe-
transfermatriser avhengig av hvilke punkter i slgyfen vi betrakter.

Vi innfgrer betegnelsen H(y)(s) = produktet av alle transfermatriser i tilbakekoplings-
slgyfen regnet fra y mot signalretningen og far

H{ (s) = Hy(s)H,(s) (10.5)

Videre innfgrer vi analogt til det som er gjort for det skalare tilfellet i avsnitt 7.2

N(s) = (T+Hy(s)) ! (10.6)
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og da vil (10.4) anta formen

(10.7)

som ledd for ledd tilsvarer uttrykket i (7.6).

Vi definerer stgrrelsen N”(s) som det multivariable systemets reguleringsgradma-
trise referert til vektoren y. M(s) er systemets fglgeforholdsmatrise.

La oss sa studere oppfarselen til vektoren u istedenfor y, i det tilbakekoplede syste-
met i figur 10.2.

Vi benytter et resultat fra avsnitt 7.2.1 som ogsa gjelder for multivariable systemer:
Transferfunksjonen mellom en vilkarlig pavirkning og en vilkarlig respons i et til-
bakekoplet system er lik transferfunksjonen uten tilbakekopling (mellom pavirknin-
gen og responsen) (for)multiplisert med stgrrelsen N”(s) (p angir responspunktet).

u(s) = N“(s)H,(s)yo(s) — N“(s)H,(s)H, (s)v(s) (10.8)

der vi tilsvarende definisjonene i (10.5) og (10.6) har
N“(s) = (I+H4(s)) ! (10.9)

0g
Hj(s) = H,(s)Hy(s) (10.10)
Vi merker oss her at rekkefglgen av faktorene 1 (10.5) og (10.10) er forskjellig.

Med litt matrisemanipulasjon kan det vises at

N“(s) = H, ' (s)N(s)H,(s) (10.11)

0g
N (s) = H, (s)N“(s)H, ! (s) (10.12)

Likning (10.11) kan veere nyttig dersom vi har konstruert systemet slik at N”(s) har
en spesielt gnsket form og vi gnsker a finne hva N“(s) blir.

Tilsvarende det som er beskrevet i avsnitt 7.2.4 kan det for et multivariabelt til-
bakekoplet system vere av interesse a finne det tilbakekoplede systemets dynamiske
egenskaper nar tilbakekoplingen er dynamisk, som vist i figur 10.3.
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10.2. Stabilitet og respons

Figur 10.3
Multivariabelt sys-
tem med dynamisk

tilbakekopling

H,(s)

H,(s)

Vi finner at
y(s) = (I+H;(s)Hy(s)) " TH; (s)r(s) (10.13)

Antar vi at H, I eksisterer (forutsetter at dim r = dim y), vil vi kunne skrive (10.13)
slik

y(s) = [(T+H (s)Ha(s)) " "Hi (s)Ha(s)|Hy ' (s)r(s)

10.14
— M(s)Hy | (5)r(s) 1019

Dette uttrykket tilsvarer ledd for ledd det vi har funnet i (7.22). Vi ser at dersom

M(s) =~ 1

vil vi oppna at
y(s) =~ Hy ! (s)r(s) (10.15)

hvilket tilsvarer det vi har funnet i (7.23).

10.2 STABILITET OG RESPONS

I de foregdende avsnittene har vi stort sett bare behandlet stabilitet av monovariab-
le tilbakekoplede systemer. Det er imidlertid apenbart at en med utgangspunkt i en
tilstandsrom-beskrivelse ogsa kan bruke de algebraiske kriteriene til bestemmelse av
plasseringen av multivariable systemers egenverdier, og dermed fa stabilitetskriterier
for slike systemer.

De metoder som tar utgangspunkt i systemkomponentenes transferfunksjoner er fore-
lgpig begrenset til monovariable systemer. I dette avsnittet skal vi ga videre og be-
trakte multivariable systemer med transfermatriser.

Vi benytter oss da av den notasjonen som er introdusert i avsnitt 10.1 og gar ut fra en
konfigurasjon som vist i figur 10.2.

Bestemmelse av de inverse matrisene i (10.6) og (10.9) leder til

_ adj (T+Hy(s))
 det (I+H(s))

N’ (s) (10.16)
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10.2.1

Figur 10.4
Blokkdiagram over
prosess med to
padrag, to malinger
0g to separate
regulatorer

0g
_adj (I+Hg(s))

N“(s) =
()= Gt (I+H(s))
Stabilitet av det tilbakekoplede systemet i figur 10.2 vil n4, tilsvarende det vi har fun-
net for monovariable systemer, vaere gitt av formen pa matrisen N”(s) eller N“(s).

Systemet vil vare stabilt dersom det polynomet i s som forekommer i nevneren i
N () eller N*(s), har sine rgtter i venstre halvplan. Det kan vises at

_ h(s)
P()(S)

(10.17)

det(T+H)(s)) = det(I+HY(s)) (10.18)

der Py(s) og Py(s) er polynomer i s. Py(s) er det polynomet som skal ha rgtter i venstre
halvplan. P;(s) kan gjerne kalles det lukkede multivariable systemets karakteristiske
polynom. Tilsvarende er Py(s) det dpne multivariable systemets karakteristiske poly-
nom.

Disse begrepene forklares enklest ved a ga tilbake til monovariable systemer og da
spesielt (8.29) og (8.30) og forklaringen 1 forbindelse med (8.44).

Nar polynomet P»(s) er bestemt med koeffisienter som avhenger av systemets para-
metre, kan vi benytte Rouths kriterium eller Hurwitz’s kriterium til & finne betingelser
for stabilitet av hele systemet.

Bruken av denne metoden er i prinsippet svert enkel, men vil for selv relativt enk-
le systemer ofte lede til forholdsvis store algebraiske uttrykk der vi lett kan miste
oversikten. Som oftest vil det i systemer beskrevet med ordinre differensiallikninger
(rasjonale transferfunksjoner) vare lettere a bringe systemet pa tilstandsform og sa
bestemme det totale multivariable systemets karakteristiske polynom ut fra uttrykket

det(A —AI) =0 (10.19)

Stabilitet og respons av et 2 x 2 multivariabelt system med diagonalregulator

Et s@rlig enkelt spesialtilfelle som det kan vaere verd a se pa, oppstar dersom prosessen
har to padrag, to malinger og to separate regulatorer som vist i figur 10.4.

h,i(s) -

H, (s)
Y20 u, Y2

? h,,(s)
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10.2.1.  Stabilitet og respons av et 2 x 2 multivariabelt system med diagonalregulator

Prosessmatrisen vil ha formen

H,(s) = (10.20)

og regulatormatrisen

H,(s) = _ (10.21)
0 huls) 0 ho(s)

Sammenhengen mellom inngangene og utgangene i figur 10.4 kan vi skrive slik

Y1 Mn MIZ Y10
y= _ = My, (10.22)

Y2 le Mzz Y20

M(s) = (I+H)(s)) " "H)(s) (10.23)
og

Hy (s) = H, (s)H,(s) (10.24)

Ved endel manipulasjon av likningene kan det vises at

_ 1-YM,

Myi=M————=MK 10.25
1 T YMM, 1K ( )

_ 1—YM,

My =Mr,— = MHK. 10.26
2 T yma, 2 K> ( )

- hi2  NiM,

Mpyp=——"-—"— 10.27
2 1 —YM M, (10.27)

_ h NoM

My =22 271 (10.28)
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der
hi12hy
Y = (10.29)
hi1ha
hiih;
M; = 10.30
Y 1+ hih ( )
0g
N; = ! (10.31)
C 1+ hihg '

Stgrrelsen Y i (10.29) er et mal for graden av krysskopling i prosessen, mens
M;, =1, 2, er fglgeforholdet vi ville fatt i den gvre og nedre tilbakekoplingsslgyfen
i figur 10.4 dersom det ikke hadde vart noen krysskopling i prosessen (¥ = 0).

Inspeksjon av (10.25) viser at fglgeforholdet M;; for systemet med krysskopling i
prosessen kan avledes av fglgeforholdet M| uten krysskopling multiplisert med en

korreksjonsfaktor Kj.
Nar vi skriver .

My (s) = My (s)K(s) (10.32)
og )

M22<S) = Mz(S)Kz(S) (1033)

ser vi at betingelsen for stabilitet av det totale systemet blir at ingen av funksjonene
M, (s), Ma(s), K;(s) og K»(s) kan ha poler i hgyre halvplan.

Dette betyr at de systemer som ville oppsta hvis man ser bort fra krysskoplingen ma
veere stabile, og dessuten ma faktoren (1 — Y (s)M;(s)M;(s)) ikke ha nullpunkter i
hgyre halvplan. Vi ser at denne faktoren gar igjen i alle utrykkene (10.25)-(10.28).

Siden faktoren Y (s) i (10.29) er uavhengig av regulator-transferfunksjonene, kan vi
med fordel uttrykke den nye stabilitetsbetingelsen ved at (—1/Y (s) + M;(s)Ma(s))
ikke skal ha nullpunkter i hgyre halvplan.

Denne stabilitetsbetingelsen kan vi undersgke ved hjelp av Nyquists stabilitetskrite-
rium ved a sette s = j@. Stgrrelsen 1/Y (jw) blir da et bevegelig (frekvensavhengig)
kritisk punkt svarende til punktet (—14 jO) i det ordinzre Nyquist-kriteriet.
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10.2.1.  Stabilitet og respons av et 2 x 2 multivariabelt system med diagonalregulator

Figur 10.5
1/Y (jw) og

My (jo)M(jo)
i amplitude/fase-
diagram

En hensiktsmessig tolkning av dette far en ved a bruke et amplitude/fase-diagram
som vist i figur 10.5 der det er inntegnet stedkurver for 1/Y (j®) og produktet

M;(jo)M,(jw). Dersom det kritiske punktet hadde vert fast (1/Y = konstant) som
antydet ved punkt A i figuren, ville betingelsen for stabilitet vert at stedkurven for
M;(jo)M,(jw) ikke skulle omslutte dette punktet. Men nar det kritiske punktet be-
veger seg som funksjon av @, blir den korrekte tolkningen av stabilitetsbetingelsen
at punktet ikke ma “fanges” av stedkurven for M; M, nar @ varierer fra O til oo.

Systemet antydet i figur 10.5 vil altsa vare ustabilt dersom frekvensskalaen langs
1/Y (jw) er slik at det kritiske punktet blir “fanget”. For & oppna stabilitet, ma derfor
stedkurven for M) (jw)M,(jw) trykkes nedover som antydet stiplet i figur 10.5. Det
vil i dette tilfellet si at de to isolerte reguleringsslgyfene, som oppstar nar henholdsvis
den nedre slgyfen og deretter den gvre slgyfen settes ut av funksjon, ma justeres til
stgrre stabilitetsmargin (mindre resonans).

A Amplitude [dB]

T 20

Mindre
resonans + -16
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EKSEMPEL 10.2: Blanding av vannstrommer

Figur 10.6
System for regule-
ring av vaskestrgm
0g vanntemperatur

Et velkjent eksempel pa et 2 x 2 multivariabelt system er det som er gitt figur 10.6.
Figuren illustrerer et reguleringssystem for blanding av to vannstrgmmer, en varm og
en kald. Hensikten er a holde konstant utgangsstrgm g3 og utgangstemperatur 0.

30
lll hl O
() -
0,4, Y17 43
(T,
0y 93 ()
Yy = 63
(7))
u, 039
hy O

Nar vi formulerer en enkel matematisk modell for dette systemet, antar vi at de to
reguleringsventilene er line®re, har konstant trykkfall og drives av motorer med iden-
tiske tidskonstanter (77). Videre antas at maleelementene for vaskestrgm og tempe-
ratur er lineere og har like store tidskonstanter (7). Vi antar na at systemet er i et
stasjonart arbeidspunkt og at variablene gir sma endringer omkring dette arbeids-
punktet. Selve blandeprosessen antar vi er momentan, mens de dynamiske virknin-
gene er konsentrert i ventilmotorene (7}) og i maleelementene (73). Den stasjonare
massebalansen for systemet er relativt grei a sette opp. Vi finner da for vaeskestrgm-
men

q3 =491+ q2 (10.34)
d d
o993 _ %43 _ (10.35)
dgi Iqo
Energibalansen pavirkes kun av inngangs og utgangsstrgmmene.
0191+ 62g2 = 63(q1 +q2) = 63¢3 (10.36)
0;=6,—1 1,12 (10.37)

q1+q2 q1+q2
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Av (10.37) finner vi
893 . 91 92

da (@ +q2)2((611 92) —4q1) @ +q2)2( q2)
(10.38)
_(61—6)q2 _ (61— 62)g2
(91 +q2)? 43
26; (61 —292)611 (10.39)
dq2 4

Legg merke til at de partiellderiverte ma beregnes fordi at de gir oss forsterkningen i
arbeidspunktet. Med den notasjonen som er innfgrt foran for systemets transferfunk-
sjoner, finner vi da

aQ3 1
hii(s) = 10.40
() = g T+ Tio) (1 + o) (1040)
06s 1
ho1(s) = 10.41
210 = S T 1) (1 + Tos) (1041
86]3 1
hia(s) = 10.42
208) = 5 T+ T1s) (14 Tos) (1042
063 1
hy(s) = 10.43
208 = 5 T T (1 + 1) (1043)
hvor vi husker at skriver seg fra dynamikken i ventilen og skyldes
+Tis 14+ Ths
dynamikken i maleinstrumentet. Som eksempel er Ay (s) = )A(S% gitt av dynamik-
uiLs
ken i den gverste ventilen, dynamikken i temperaturmaleelementet og forsterkningen
(10.38).
Som eksempel velger vi na referanseverdiene (settpunktene) for reguleringssysteme-
ne

q30 = 20 [l/min] og 93() =50 [OC]
og antar forsyningsvannets temperaturer

6, =90 [°C] og 6, = 10 [°C]

Vi far da de nominelle verdiene av veskestrémmene

g1 = 10 [I/min] og g = 10 [I/min]
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Disse verdiene innsatt i (10.38) og (10.39) gir

06; 80-10 06s 80-10
dqi 400 g 400
Uttrykkene i (10.38) og (10.39) kan omskrives ved bruk av uttrykket i (10.36) og vi
finner 96 oo
2= (10.44)
dq1 930
0g
00 63— 06
SR (10.45)
g2 930

idet vi har satt inn referanseverdiene for utgangstemperatur og utgangsstrgm.

Vi kan na innsette (10.35), (10.44) og (10.45) i (10.40)-(10.41) og ser at temperatur-
reguleringsslgyfen vil fa varierende forsterkning avhengig av settpunktene for de to
slgyfene og temperaturene pa inngangsvannet, mens strgmningsreguleringsslgyfen
vil ha konstant forsterkning.

Ved innsetting av de valgte eksempelverdiene finner vi graden av krysskopling.

o /’llz(s)hzl(s) . 91 — 930 - 90 — 50 o

Y(s)= = = =
( ) hll(s)hzz(s) 92—930 10—50

—1 (10.46)

Vi antar na at 77 > T, og at de to reguleringsslgyfene har PI-regulatorer som er inn-
stilt med integraltid 7; = T} og forsterkning K,, som er justert slik at den relative
dempningen i hver slgyfe blir { =0 —5. Vi vil da fa

1

Mi(s) =My(s) = ———
1(s) = Ma(s) 11 Tos + 1257

(10.47)

(10.46) og (10.47) gir som resultat stedkurvene vist i figur 10.7.

Vi ser av denne figuren at systemet er akkurat pa grensen til ustabilitet fordi stedkur-
ven M| (jw)M,(jo) gar gjennom det kritiske punkt 1/Y (jw) = —1. Dette skyldes at
de to reguleringsslgyfene er innstilt til en relativ dempning ({ = 0.5) som er for lav.
Figur 10.8 a) viser sprangresponsen til dette systemet. Vi kunne ha oppnadd stabili-
tet hvis regulatorenes parametre var justert slik at hver slgyfe hadde mer enn kritisk
dempning (§ > 1). Dette oppnas ved & redusere forsterkningen i hver slgyfe med
en faktor 4 eller mer. Bandbredden i reguleringsslgyfen vil derved bli redusert til
halvparten.



479 EKSEMPEL 10.2 10.2.1.  Stabilitet og respons av et 2 x 2 multivariabelt system med diagonalregulator

Figur 10.7
1/Y(jo) og

M (jo)M>(jo)
i amplitude/fase-
diagram

A Amplitude [dB]
-%/,91:60° t12
L 110
T8
16
Pa stabilitets-
grensen T4
\
+2
Fase [°]
N . 12
Stabil
-4
-6

En annen arsak til instabiliteten er at de to slgyfene har identisk frekvensrespons og
derved sine resonanstopper ved samme frekvens. Hvis en slgyfe hadde vart hurtigere
enn den andre, ville ikke de to resonanstoppene blitt addert ved det kritiske omradet
rundt /MM, = —180°. En av slgyfene (for eksempel M>) innstilles til resonans ved
en lavere frekvens (ved & senke regulatorforsterkningen med 6 [dB]). Den andre slgy-
fen gis sin resonans ved en hgyere frekvens (ved a gke regulatorforsterkningen med
6 [dB]). Resultatet av dette er vist 1 den prikkede kurven i figur 10.7. Sprangresponsen
er visti figur 10.8 b).

Det “kritiske punktet” er 1/Y (s) = —1 i figur 10.7 som utledet i likning (10.46). Men,
som vi ser av likning (10.46), er punktet avhengig av temperaturene pa forsyningsvan-
net og referanseverdien for temperaturen i blandingsvannet. Antar vi na at vi beholder
de samme betingelsene som i eksemplet ovenfor, bortsett fra temperaturen 6 i varmt-
vannsforsyningen, vil vi fa

1 10-50 40
Y(s) 6,—-50  6;—50

(10.48)

Velger vi eksempelvis 6; = 60[°C], far vi

b
Y(s)

Dette bringer det kritiske punktet i figur 10.7 langt nok over M| M,-kurven til a sikre
stabilitet. Rent fysisk betyr senkningen av temperaturen 1 varmtvannsforsyningen at
det vil stremme mer vann gjennom varmtvannsventilen enn kaldtvannsventilen, hvil-

ket medfgrer en dekopling av de to reguleringsslgyfene. Sprangresponsen er vist i figur
10.8 ¢).

— —4 = (12[dB], — 180°)
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Figur 10.8
Sprangresponser
a)l/Y(s)=—1
b)1/Y(s) =—1,
men forskjellig
resonans-
frekvens i de
to slgyfene
¢) 0; endret slik at
1/Y(s)=—4
d) 63y endret slik

at
1/Y(s) =-3

Et tilsvarende resultat ville vi ha fatt som vist i figur 10.7 dersom vi med de opprin-
nelige parametrene hadde endret referanseverdien for blandingstemperaturen 63 til
70 [°C]. Figur 10.8 d) viser sprangresponsen for dette tilfellet. Men det er ikke serlig
aktuelt a gjore dette dersom det for eksempel dreier seg om et dusjbatteri.

°C]
100

75

50

25

Opprinnelig system

°C]
100

75

50

25

0.5 1

0, = 60° [°C]

2 [s]

0.5 1

[°C]
100

75

50

25

Forskjellig resonans-
0, frekvens i de to sloyfene

[°Cl
100

75

50

25

0.5 1 1.5 2 [s]

Den konklusjonen som kan trekkes ut fra dette eksemplet, er at betingelsene for sta-
bilitet av et 2 x 2-system er ganske sammensatte og at en grafisk lgsning som vist i
figur 10.7 er til stor hjelp for a forsta de indre mekanismene.
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10.3 SERIEKOMPENSASJON AV EN MULTIVARIABEL REGULERINGSSLQYFE

Figur 10.9

Et multivariabelt til-
bakekoplet system
med vektoriell
forstyrrelse

Vi skal i dette avsnittet bare se pa en begrenset del av den omfattende problemstillin-
gen som seriekompensasjon av multivariable systemer er. Figur 10.9 viser systemet
som skal undersgkes. Det er det samme som vist 1 figur 10.2.

————————————————

|
|
I
— T = H\) I
I |
I |
I I
Yo e u Y
I
I
I

H,(s)

_______________

Prosessen antas karakterisert ved transfermatrisene H, (s) og H, (s). Problemet er a
bestemme seriekompensasjonsmatrisen (regulatormatrisen) H,(s) slik at det resulte-
rende lukkede systemet far visse foreskrevne egenskaper.

Vi baserer oss pa det som er utledet i avsnitt 10.1, og antar at vi er i stand til a
spesifisere en fornuftig slgyfe-transfermatrise H(y)(s) der

H} (s) = Hy,(s)H,(s) (10.49)

Vi kan da bestemme seriekompensasjonsmatrisen av

H,(s) = H, ' (s)H)(s) (10.50)

Dette uttrykk tilsvarer det vi tidligere har omtalt i (9.19).

Ved lgsning av (10.50) er det fgrst og fremst ngdvendig at Hy,(s) har en invers. Det
er dessuten, i likhet med det som er diskutert for monovariable systemer, ngdvendig
a ta hensyn til at det resulterende systemet skal vere teoretisk og praktisk realiser-
bart, ved valget av Hf) (s). Det ma derfor gjgres en del kompromisser. A foreta en
suksessiv utvikling av H,(s) pa basis av et fornuftig valg av Hy(s) etterfulgt av ngd-
vendige korreksjoner, er en primitiv, men brukbar metode. Problemet er i prinsippet
det samme som det vi har ved monovariable systemer.
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Vi kan for eksempel ikke fjerne virkningen av en pol i prosessen uten at vi innfgrer
derivatvirkning. Dette krever at det finnes stor nok effekt til a gke systemets hurtighet.

Ofte kan det vere gnskelig ved regulering av en multivariabel prosess a fa til en “de-
kopling” av de krysspavirkninger som finnes i prosessen. Krysspavirkningene be-
star av transferfunksjonene i prosessens transfermatrise som ligger utenfor matrisens
diagonal. Vi vil altsa tilstrebe en korrigert prosesstransfermatrise som er en diago-
nalmatrise. Dette vil i noen tilfeller vare relativt lett & realisere, om enn tilnermet,
ved hjelp av seriekompensasjon. Den resulterende dekoplede prosesstransfermatri-
sen kan sa benyttes som utgangspunkt for valg av en regulatormatrise som kan veere
en diagonalmatrise av ordinzre regulatortransferfunksjoner. Resultatet skulle altsa
bli et antall uavhengige monovariable reguleringsslgyfer.

Vi skal illustrere det som her er beskrevet med et eksempel.

EKSEMPEL 10.3: Undervannsfarkosten DAHABU

Figur 10.10
Undervannsfar-
kosten DAHABU

Vi skal studere undervannsfarkosten DAHABU som brukes til registrering av data fra
havbunnsubstratet (DAtainnsamling fra HAvBUnnsubstrat), som er vist i figur 10.10.
Farkosten slepes med en kabel bak et overflatefartgy og har automatisk regulering av
rullvinkelen ¢ og dybden under havoverflaten eller hgyden over havbunnen. Farkos-
ten har fire elektrisk drevne thrustere (propeller) hvorav A og B sgrger for rullvinkel-
og dybdestyring, C sgrger for sidestyring og D sgrger for bevegelse bakover. Vi skal
bare se pa systemet for rullvinkel- og dybdestyring.
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Figur 10.11
Elementeart blokk-
diagram for filol
farkosten
P - 1 - P ® ®
o>
6
Regulator

N
=
Y
e
)
N
—
QU
Y
 e—
.

foldl

Figur 10.11 viser et elementert blokkdiagram for farkostens respons pa thrustkref-
tene #1 og 1, fra vertikalthrusterne, henholdsvis A og B. Avstanden mellom A og B
er 2a [m] og treghetsmomentet omkring rotasjonsaksen er J [kgm?]. Rotasjonsvinke-
len betegnes med ¢ [rad] og det hydrodynamiske dempningsmomentet som oppstar
ved rotasjonsbevegelsen, beskrives med fi|@|¢ [Nm]. Differensiallikningen for ro-
tasjonsbevegelsen blir derved

¢;(—f1|¢|¢+(t1 —1)) (10.51)

Vi ser at fgrste ledd i denne likningen er kvadratisk i ¢ og vil derfor vare svert lite
nar rotasjonshastigheten er liten. Vi vil for enkelhets skyld se bort fra dette leddet for
derved a gjgre likningen linear og far

¢

=2t —1n) (10.52)
J
Tilsvarende betraktninger gjgres gjeldende for vertikalbevegelsen. Ogsa mot denne
bevegelsen vil det vaere en hydrodynamisk dempningskraft lik f2]d \d [N] der d [m]
er dybden (vertikalposisjonen) og d [m/s] er vertikalhastigheten. Betegner vi massen
av farkosten med M [kg], far vi et forenklet uttrykk for vertikalakselerasjonen

.. 1
d=— 10.
M(t1+tz) (10.53)
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Figur 10.12
Diagonalisering
i multivariabelt
system

Vi definerer systemets padragsvektor u og malevektor y som

u= Ly = (10.54)

y(s) =H,(s)u(s) (10.55)
der
a a
_ | Js2 U2
H,(s) = X ' (10.56)
Ms?  Ms?
Yo m : u : y
H, (s) ; > H, ,(s) > H,(s) |
______ o),

Av (10.56) ser vi at denne “prosessen’ har meget sterk krysskopling. Vi velger derfor
a realisere regulatortransfermatrisen i to trinn som vist i figur 10.12, der

H,(s) = H2(s)H,1 (s) (10.57)
H,(s) har til formal & diagonalisere prosessen, og vi gnsker at H,; skal vere en dia-

gonalmatrise. Vi betegner den modifiserte (diagonaliserte) prosesstransfermatrisen
H,(s), og finner

H, (s)m = H,(s)H,2(s) (10.58)
som gir
Ho(s) = H, ' (s)H,(5)m (10.59)
Vi kan na spesifisere
a4
H(s)m = |75 | (10.60)
0
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og far av (10.59)
1|11
H,»(s) = 3 (10.61)
-1 1

Med denne “krysskoplingsalgoritmen™ er prosessen blitt diagonalisert og transfer-
funksjonene pa diagonalen i (10.60) er “dobbelintegratorer”. Fra eksempel 9.5 vet
vi at det riktige valget av regulator da er en proporsjonal pluss derivatregulator (PD-
regulator), eller mer realistisk en proporsjonal pluss begrenset derivatregulator

14Ty 0
T
H(s)=| Talas (10.62)
0 14+Typs

r2 14+ apTys

Det vil ikke veere urimelig a velge o = op = 0.1 og kryssfrekvensene i de to resul-
terende dekoplede reguleringsslgyfer lik w.; = @, = @, og da finner vi

2
JV01
Ky = 2IV20 (10.63)
a
K2 = 0?MV0.1 (10.64)
1
T = Top = V10 (10.65)

(o

Det faktiske valg av @, vil vere serlig influert av thrusternes kapasitet (motoreffek-
ten). Dette problemet behandles 1 kapittel 12.

Figur 10.13 viser hvordan responsen blir i ¢(z) og d(¢) nar referansen @y(z) er et
sprang, mens do(t) holdes konstant. Det er dessuten vist hvordan padragene 7, () og
tr(t) utvikler seg. Til sammenlikning viser figur 10.14 hvordan de samme respon-
sene ville bli dersom vi hadde brukt en ren diagonal regulator (bare H,(s)) uten
“krysskoplingsalgoritmen” H,,(s).
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Figur 10.13
Rotasjonsvinkel
©(t), dybde d(t)

og thrustkreftene
11(t) og (1)

Rotasjonsvinkel
¢

2 4 6 8 [s]
0000
Thrustkraft 4
0
A
V 2 4 6 8 [s]
Figur 10.14 Rotasjonsvinkel

Rotasjonsvinkel
o(t), dybde d(t)
og thrustkreftene
t1(t) og t2(t) uten
bruk av “kryssko-
plingsalgoritmen”
H ) (s)

¢

10000

2 4 6 8 [s]
Thrustkraft 4

/t1

2 4 6 8 [s]

Dybde
d~d,
8 |
4
2 4 6 8 [s]
10000
b Thrustkraft B
2 4 6 8 [s]

Dybde

10000

Thrustkraft B

N4’
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10.4 FOROVERKOPLING | MULTIVARIABLE SYSTEMER

Figur 10.15
Multivariabelt
tilbake-

koplet system med
foroverkopling fra
forstyrrelsen

I forbindelse med figur 9.78 introduserte vi foroverkopling for monovariable syste-
mer. Vi skal na utvide denne teorien til a gjelde multivariable systemer.

Figur 10.15 viser hvordan foroverkopling kombinert med tilbakekopling kan utfor-
mes i et multivariabelt system for prosessregulering.

Prosess

—————————————

———————————

Det antas at noen eller alle av de mest vesentlige forstyrrelsene pa prosessen kan
males. Dette er egentlig litt ulogisk fordi vi tidligere har definert y som det sett av
malinger som utfgres pa prosessen. Vi skal derfor oppfatte y som det sett av prosess-
variable som danner utgangspunkt for bedgmmelse av prosessens driftstilstand, og
som sammenliknes med referansevektoren yg.

Hensikten med foroverkoplingen er a generere endringer i padraget u som motvirker
forstyrrelsenes pavirkning av prosessen, slik at resultatet blir ingen eller minst mulig
respons iy. Eliminasjonen av forstyrrelsers virkning kan bare oppnas for forstyrrelser
som er malbare.

Antar vi i fgrste omgang at tilbakekoplingen 1 figur 10.15 ikke er aktiv, blir responsen
til prosessen som fglge av forstyrrelsene:

y(s) = Hu(s)u(s) +H,(s)v(s)

= (H,(s)Hz(s) +H,(s))v(s) (10.66)

Vi forutsetter at foroverkoplingen utgjgres av transfermatrisen Hy(s).

Ideell foroverkopling oppnas dersom uttrykket i (10.66) kan gjgres lik null. Vi finner
da den ideelle foroverkoplingen

H/(s) = —H, ' (s)H,(s) (10.67)
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Matrisen H,,(s) ma vere inverterbar for at det skal eksistere en lgsning av (10.67).
En ngdvendig betingelse for inverterbarhet er at Hy,(s) er kvadratisk (det vil si at det
er like mange padrag som malinger). Det er derimot ikke satt noen betingelser til
antallet forstyrrelser.

10.5 OPTIMALREGULERING OG MODELLBASERT REGULERING

En vesentlig del av den moderne reguleringsteorien (utviklet etter ca. 1960) dreier
seg om syntese av multivariable reguleringssystemer. I denne forbindelse spiller til-
standsrombeskrivelse av systemer en viktig rolle hvor teorien for optimalregulering
er blitt langt utviklet. Vi presenterte noe teori i avsnitt 9.8. Multivariable regulerings-
systemers strukturer og parametre blir da bestemt ut fra en minimalisering av en
objektfunksjonal som er et kvantitativt mal for systemets prestasjon.

En fullstendig behandling av dette emnet hgrer ikke hjemme i1 denne boka. Vi skal
fra denne teorien bare gjengi strukturen av et av de viktigste resultatene. For en mer
fullstendig behandling refereres til Lewis (1986) og Anderson og Moore (1989).

Et av resultatene sier at et lineart dynamisk system beskrevet med

x = Ax+Bu (10.68)

som er brakt ut fra sin likevektstilstand x = 0, bringes tilbake mot denne likevektstil-
standen pa en “optimal” mate ved a la padraget u bli generert ved en liner transfor-
masjon av tilstandsvektoren

u=Gx (10.69)

I de enkleste tilfeller vil matrisen G ha konstante elementer.

Dette resultatet fordrer at alle elementene i tilstandsvektoren ma foreligge. Dersom
malingene er karakterisert ved

y =Cx (10.70)
der matrisen C er kvadratisk og kan inverteres (det vil si det C # 0), vil vi kunne
beregne

x=Cly (10.71)
Innsetting 1 (10.69) gir da
u=GCly (10.72)

Dette resultatet er vist 1 figur 10.16 der den siste 1gsningen er antydet stiplet.
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Figur 10.16
Et multivariabelt til-
bakekoplet system

Figur 10.17

Et multivariabelt til-
bakekoplet system
med estimator

Setter vi (10.69) inn i (10.68), far vi
x = (A+BG)x = Ax (10.73)

A er den matrisen som karakteriserer det resulterende multivariable tilbakekople-
de systemet. Egenverdiene og egenvektorene til denne matrisen er med a bestemme
hvordan tilstandsvektoren til det tilbakekoplede systemet skal svinge seg inn. Hvor-
dan vi i detalj bestemmer matrisen G for & oppna en “optimal” innsvingning, skal vi
som sagt ikke behandle her. Vi ngyer oss bare med a presisere at alle tilstandvariable
x ma vare med for a generere padragsvektoren u.

u X X y

> B —+—> C
|
|
|

J |
A 1
|

I

I

I

Dersom ikke alle tilstandsvariablene er malbare eller matrisen C ikke er inverterbar,
ma vi pa en eller annen mate skaffe oss et estimatr av tilstandsvektoren X. Dette kan
gjores ved hjelp av en struktur som er vist i figur 10.17, der en modell av prosessens
dynamikk lgper parallell med prosessen (en sanntidssimulator basert pa (10.68) og
(10.70)).

=~ " v // \\
/ s Prosess |——o(0O——= K
/ T~ -7 i |
/ T /
/
/ }\ X y /
l > B H ¢ > C
/
\ /
\ A /
\ /
s
\ e
\ G //
AN -
~ _
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Figur 10.18
En “optimal”
reguleringsstruktur

Ved hjelp av tilbakekopling gjennom matrisen K blir denne modellen tvunget til
a fglge prosessen, og dermed genereres estimatet X. Dette kalles tilstandsestime-
ring. Svert mye kan sies om dette emnet, men det hgrer heller ikke hjemme her.
Vi kan for eksempel finne fram til en “optimal” tilstandsestimator, og det finnes en
teori for bestemmelse av matrisen K for slike tilfeller (Kalman-filter). En alternativ
metode vil vaere a velge K slik at egenverdiene til estimeringsslgyfen, som er gitt
av egenverdiene til A 4+ KC. Disse velges gjerne betydelig stgrre (5-10 ganger) enn
egenverdiene til A +BG, som gir det tilbakekoplede systemets dynamikk med til-
standstilbakekopling. Vi kan na realisere et multivariabelt reguleringssystem ved a ta
en tilbakekopling gjennom matrisen G fra X istedenfor x (som ikke er malbar), og
under visse betingelser kan det vises at dette er den “optimale” lgsningen.

Betrakter vi det sammensatte systemet som ligger innenfor den stiplede konturen i
figur 10.17, ser vi at kombinasjonen av en tilstandsestimator og multivariabel tilbake-
kopling gjennom matrisen G utgjgr en dynamisk multivariabel regulator mellom y
og u.

Hvis malevektoren y er representativ for det vi gnsker a regulere (z = egenskapsvek-
tor og z =y), kan strukturen i figur 10.17 omformes som vist i figur 10.18.

Regulator
r- - - - - - - - - — — —/ 1
Yo ‘ ‘ u y
K O [I : G Prosess
- | |
| A+BG-KC |
der regulatorens transfermatrise blir
H,(s) = G(sI— (A+BG —KC)) 'K (10.74)

Vi ser at en prosess av orden n leder til en n-ordens regulator. Nar matrisene A, B og
C er gitte, kan G og K bestemmes, for eksempel ved hjelp av sakalt LQG-teori, som
er en kombinasjon av optimal regulering og optimal tilstandsestimering. MATLAB
har beregningsrutiner for dette formalet.
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10.6 SINGULARVERDIANALYSE AV LINEARE MULTIVARIABLE DYNAMISKE SYSTE-

MER

Et linezrt multivariabelt dynamisk system kan som vi har sett, karakteriseres ved
hjelp av systemets transfermatrise H(s) eller, ved innsetting av s = jo, med fre-
kvensresponsmatrisen H(jo). Dersom H(s) har r padrag som innganger og m ma-
linger som utganger, vil denne matrisen ha r x m elementer som er transferfunksjoner
hi;(s) (eller frekvensresponser 4;;(j®)). En slik representasjon er derfor svaert om-
fangsrik.

Ofte vil det vere tilstrekkelig for a fa en rask oversikt over et multivariabelt systems
ytelse a finne gvre og nedre grense av responsfunksjonene. For dette formalet er
singuleerverdianalyse et effektivt verktgy.

Vi skal illustrere metoden pa en frekvensresponsmatrise H(j®) og antar i fgrste om-
gang at den er kvadratisk (m = r), det vil si den har m? elementer. Vi finner H*(j®)
som er den transponerte og kompleks konjugerte av H(jw), og danner produktet

H*(jo)H(jo)
Dette produktet er en skalar matrise som er en funksjon av @, og har dimensjon

m x m. Denne matrisen kan karakteriseres ved sine m egenverdier A;(H*H) og enda
bedre med sine m singulerverdier

o;(H(jw)) = /A(H(jo)H(jo)) (10.75)

Alle 0;(jw) er positive reelle funksjoner av @ som kan sammenliknes med |4;;(jo)|.
Det kan vises at for alle |4;;(jw)| gjelder

|hij(jo)| < 6(jo) (10.76)

der 6(jw) = 6(H(jw)) er den stgrste singulerverdien til H(jo).

Nar det gjelder den minste singulerverdien o(j®) = o(H(jw)), har vi

[H(jo)u(jo) |2 _ [[y(jo) [

V= NGa) . uGe) I

der || u(jo) 2= ui(—jo)u(jo)+ ...+ u,— jou, jo.
(Det bgr bemerkes at
o(jo) < |hij(jo)|

ikke alltid er oppfylt, som illustrert med et eksempel lengre fram, i figur 10.21.)
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EKSEMPEL 10.4: Singulzerverdianalyse
Vi skal betrakte et system med blokkdiagram som vist 1 figur 10.19.

Figur 10.19 - i

Multivariabelt C‘/
system med

tre tilstander

X, Y2

1 -
125
[or

Dette systemet er beskrevet av fglgende likninger:

X1 = —2x1 tu

X0 = X1 — X2 — X3

X3 =5x —4x3+up (10.77)
yi=xp—ax; =xp —a(x; —xp —x3) = —ax; + (1 + a)xp + axs

Y2 =x3—bxy

som er en modell av typen vist i figur 10.20:

X=Ax+Bu+v
(10.78)
y=Cx
Figur 10.20 v
Blokkdiagram for (n)
et multivariabelt u B X c y
system (r) (n) (m)
A

Likning (10.78) gir
H,(s) =C(sI-A)"'B (10.79)
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Vi ser at det er lagt inn to negative foroverkoplinger for a illustrere virkningen av
ikke-minimum-fase (IMF) fenomener.

Dette forer til at

i 0 5 —4_ _O 1_ (1080)
—a (14+a) a
o | e
0 —-b 1

Vi finner elementene i H, (s) ved a bruke (10.79) eller direkte ut fra blokkdiagrammet

i figur 10.19.
4 140.255)(1 —as
hy =2 (s) = — ( )(1—as)
. 18(1+055) 1+2.0833.f+(£>2
' RN
1 1—as
L0 e
<1+2-O.833-§+<§> >
b
2, 5-—4b 5—4b°
h21=u—1(s): T —
1039 (1+2.0833-2+ (3)')
o ()
(1+2-O.833-§+(§> )

Frekvensresponsen /;;(j®) for disse nara =0 o0g b =0, er vist i figur 10.21 sammen
med 6(jw) og o(jm). Vi ser at 6(jw) gir en god representasjon av gvre grense for
|hij(jw)|. Men vi far ingen opplysninger om fasevinklene Zh;;(j®w) som jo er av
avgjgrende betydning for systemets oppfarsel.
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Figur 10.21
Frekvensresponsene
hij(jo) og singu-
leerverdiene 6 (jo)
og o(jw) nir
a=00gb=0

Figur 10.22
Frekvensresponsene
hij(jo) og singu-
leerverdiene 6 (j®)
og o(jo) nir
a=0.2og

b=04

Et tilsvarende diagram er vist i figur 10.22 dera = 0.2 og b = 0.4.

| | [dB]

Figur 10.22 kan genereres ved bruk av MATLAB-koden i figur 10.23.

—-80

1000

[rad/s]

0.1 -

100

1000

[rad/s]
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Figur 10.23
MATLAB-kode

© 0 N U R W N —

0.2;
0.4;
(-2, 0, O; 1, -1, -1; 0, 5, -471;
= [1, 0; 0, 0; 0O, 1];
[- (1+a), a; 0, -b, 11;
[0 0; 0, 0];
logspace( 1, 3, 1000);

s UOQ Wy oo
|

[ SV] = s 1gma (A, B,C,D,w); 4—' Beregner singulrverdiene som funksjon av frekvensen
[ ampo ’ fase0] = bode (A/ B,C,D, 1 ’ w) I"\| Beregner frekvensrespons fra input 1 |
[ampl, fasel] = bode(A,B,C,D,1,w);

‘\1 Beregner frekvensrespons fra input 2 |

semilogx (w, 20%x1ogl0(sv),w,20«x1logl0 (ampO(:,1)),"'-—",w,20x10ogl0 (ampO(:,2)),
'——',w,20x10ogl0 (ampl(:,1)),"'-—"',w,20x10ogl0 (ampl(:,2)),"'-=", '"linewidth'1.2)
grid

set (get (1, 'CurrentAxes'), 'YTick', [-80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 01])

set (get (1, 'CurrentAxes'), 'YLim', [-80 0])

Det er imidlertid mer interessant a undersgke stgrrelsen

N (jo) = (I+Hy(jo)) " = I+ H,(jo)H.(jo))™ (10.81)

som gir et uttrykk for hvordan en tilbakekopling rundt prosessen H, (j®) vil oppfgre
seg. Stgrste singulerverdi Gy(j®) av denne vil derfor vere en nyttig gvre skranke
for [IN’(jo)|.

Figur 10.24 viser kurver for 6x(j®) og oy (j®) nar vi for prosessen i (10.80) har
a =0 o0g b =0, og velger en regulator med transfermatrisen

K, TS 0
H — Pl Ths
r(s) =
0 K, T
P2 Ips

der K1 =5, T;1 =3 [s], Ko = 100 og Tj» = 0.3 [s].
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Figur 10.24
on(jw) og
oy(jo) med
a=00gb=0

Figur 10.25
On(jo) og
oy(jo) med
a=0.1og
b=0.2

on(o)

=20 T g :
: c_jw(f ®)
=30 1

—40

-50 : : : :
0.1 1 10 100 1000 10000

[rad/s]

Vi ser at Oy (jw) som er en gvre skranke for alle [N”(j@)|, gir et godt bilde av
systemets ytelse (se avsnitt 9.9). oy (j®) vil i dette tilfellet vere en nedre skranke
for alle [N’ (jw)|, men denne er av mindre nytte for oss.

Hvis vi sa setter a = 0.2 og b = 0.4 og beholder den opprinnelige regulatoren, far vi
fglgende forlgp for 6y (j®) og on(jO).

| | [dB] 10 M T
SN(j®):

oFr
-10 1
20 ;
,ch(jm)

=30 1

—40 T

-50 : : ' '
0.1 1 10 100 1000 10000

[rad/s]

Vi ser na tydelig at resonanstoppen i 6y (j®) er gket. Dette tyder pa at stabilitetsmar-
ginen er blitt darligere.

Robust regulering slik som denne kort ble beskrevet i avsnitt 9.9 for monovariable
systemer, kan utvides til multivariable systemer. Dette er detaljert behandlet i Skoge-
stad og Postlethwaite (1996).

Figur 10.25 kan genereres ved bruk av MATLAB-koden 1 figur 10.26. Fremgangs-
maten er annerledes enn ved generering av figur 10.22, siden vi ikke kan sette til-
standsrommatriser inn i sigma.
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10.7. Funksjonell styrbarhet (FS) av multivariable systemer

Figur 10.26
MATLAB-kode

10 sys_Hu = pck(A,B,C,D)

;
11 sys_hrl = nd2sys (Kpl*[Til 17,
12 sys_hr2 = nd2sys (Kp2«[Ti2 1],
13 sys_Hr = daug(sys_hrl,
14 sus_HO = mmult (sys_Hu, sys_Hr);
15 sys_N = minv (madd(eye(2),

16 N_jw =
17 sigma_N_w =
18 [sigma_N_dB] =

frsp(sys_N, w);
vsvd (N_Jjw) ;

20 vplot('liv,d', sigma_N_dB),

1 a=20.2; b =20.4;

2 Kpl = 5; Kp2 = 100;

3 Til = 3; Ti2 = 0.3;

4 A= [-2, 0, O; 1, -1, -1; O, 5, -41;
s B=1[1, 0; 0, 0; O, 11;

6 C = [-a, (1+a), a; 0, -b, 1];

7 D= [0, 0; 0, 01;

8 w = logspace(-1, 4, 1000);

9

sys_hr2) ;<——

sys_HO0));

Lager systemmatrise for prosessen |

[Til 0]); =

Lager systemmatrise for H,|;

[Tiz 01); =

Lager systemmatrise for H .,

Danner regulatormatrise |

<———————— Systemmatise for sloyfetransferfunksjonen |

-~

Systemmatise for avviksforholdet ‘

Frekvensrespons for avviksforholdet |

vebe ('20x1ogl0', sigma_N_w) ;

Beregner singularverdiene som funksjon av frekvensen

D

Tar 20 log,, av elementene i G (j©) |

grid

Plotter ovre og nedre singulerverdi |

I denne MATLAB-koden benyttes funksjoner fra p-tools.

10.7 FUNKSJONELL STYRBARHET (FS) AV MULTIVARIABLE SYSTEMER

Kravene til (tilstands) styrbarhet er behandlet i kapittel 5. For et monovariabelt sys-
tem er det lett & erkjenne at disse kravene er ungdig strenge i forhold til det som
kreves for a realisere et enkelt tilbakekoplet reguleringssystem, nemlig /,(s) # 0 for
alle s unntatt i systemets nullpunkter. (Dette er betegnet funksjonell styrbarhet (FS)).

I multivariable systemer er problemet betydelig mer komplisert fordi vi i slike sys-
temer har mange forbindelser /;;(s) mellom inngangene (padragene) og utgangene

(malingene/egenskapene).



10. Multivariable systemer 498

Problemet er a finne betingelser for at det er mulig a styre (pavirke) alle m utgan-
ger (m = dimy) av et system uavhengig av hverandre ved hjelp av systemets r
innganger (padrag) (r > m).

Rosenbrock (1970) har presentert fglgende betingelser for funksjonell styrbarhet
(functional controllability):

Et multivariabelt (r x m) system H,,(s) (r > m) er funksjonelt styrbart (FS) dersom
normal rang av H,,(s) er lik antall utganger m.

Normal rang av H,(s) er rang H, (s) ved alle verdier av s unntatt i et endelig antall
punkter som er nullpunkter av H,,(s).

Funksjonell ikke-styrbarhet (FIS) har vi nar et system ikke tilfredsstiller kravet til
FS.

Vi kan oppsummere noen resultater knyttet til FIS (Skogestad og Postlethwaite 1996):

* For et system pa tilstandsromform
H,(s) =C(sI-A)"'B

gjelder at H, (s) er FIS hvis
—rang B <m (inngangsredusert)
—rangC<m (utgangsredusert)
- rang (sI-A) <m (feerre tilstander enn utganger)

* En prosess H, (s) er FIS hvis og bare hvis minst en singulerverdi
on,(jo) = 0 for alle . Som et mal for systemets grad av FIS kan en, nar
r > m, bruke oy (j®).

* Vanligvis er FIS en strukturell egenskap ved prosessen og er derfor ikke avhen-
gig av spesielle parameterverdier i prosessmodellen.

* Et enkelt eksempel pa FIS er en prosess der ingen av padragene u; har noen
pavirkning péd en bestemt utgang y; (eller z;).

* Et annet eksempel pa FIS er nar en prosess har farre padrag enn utganger
(r<m).
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EKSEMPEL 10.5: FIS ved 2 x 2 system

2 x 2-systemet som vi studerte 1 avsnitt 10.2, har prosesstransferfunksjonen

h11 (S) h]z(S)
Hy(s) = (10.82)

h21 (S) hzz(S)

rang H, (s) = 2 dersom

det Hu(s) =hn (S)hzz(s) - hlz(s)hm (S)
= (ha(s)[1 ¥ (9] £0 (1059
_ hu(s)]’lm (S)

hi1(s)hoa(s)

Systemet er FIS dersom rang H,,(s) = 1. Dette oppstar nar Y (s) = 1.
|

hvor Y (s)
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INNLEDNING OG MOTIVERING

Reguleringssystemer realiseres i dag ved hjelp av datamaskiner som i sin natur funge-
rer tidsdiskret. I de foregaende kapitlene har vi gatt ut fra at prosesser og reguleringsut-
styr arbeider kontinuerlig, og at padraget settes ut i det samme tidspunkt som malingen
foretas. Men forsinkelser fra maling til padrag vil framkomme av forskjellige arsa-
ker. Den viktigste forsinkelsesfaktor skyldes diskret regulering. Det tas en maling av
en eller flere kontinuerlige variable med jevne mellomrom; de tastes (norsk-engelsk:
“samples”). Denne leses sa inn i en datamaskin der beregning foregar, og omgjgres
igjen til et kontinuerlig signal som sendes til et padragsorgan. I denne kjeden far man
en tidsforsinkelse som blir viktig nar taste-tidsintervallet (tastetid, “samplingstid”) er
forholdsvis stort i forhold til prosessens dynamikk. For a kunne analysere slike situa-
sjoner, skal vi derfor utvide teorien til a omfatte kontinuerlige systemer med tasting og
datamaskin i reguleringsslgyfen. Figur 11.1 viser problemstillingen. En monovariabel
og kontinuerlig prosess tastes med et tidsintervall 7. Malingen gjgres om til et binaert
tall av en analog-til-digital (A/D) - omsetter, og blir inngangsvariabel til en regulator-
algoritme i en datamaskin. Denne leverer resultatet til en D/A - omsetter, som ogsa
er et “holdeelement”. En slik elektronisk komponent sgrger for at det binzre tallet
som den mottar fra reguleringsalgoritmen, omsettes til en motsvarende analog verdi.
Denne settes ut til padragsorganet og holdes konstant inntil neste tastetidspunkt, da en
ny analog verdi settes ut.
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Figur 11.1
Monovariabel kon-
tinuerlig prosess
med diskret
regulator

Datamaskin 1 l |

il Tﬂ%ﬂﬂ & MLM
|

r(k7) e(k7) Regulator- u(sz D/A (holde- u(t)‘ Kontinuerlig
= algoritme element) prosess

»(0) / y(kT)
T

A/D

Vi har y(kT') = y(t)|;—xr. Nar tastetida T er gitt, skriver vi y(kT') som y[k]. Hakepa-
rentes [ | symboliserer diskret tid k — 1, k, k+ 1, ... . I det skraverte feltet er alle
signal tidsdiskrete (tastede), ellers er de kontinuerlige.

Men fgr vi tar for oss regulering med datamaskin som vist i figur 11.1, skal vi nevne
noen andre tilfeller hvor tasting av kontinuerlige signaler er ngdvendig.

EKSEMPEL 11.1: Avstandsmaling ved bruk av radar

Figur 11.2
Avstandsmaling
ved hjelp av radar

Ved bestemmelse av avstanden til et bevegelig mal ved hjelp av radar (figur 11.2),
vil informasjon om malets avstand bare foreligge diskret hver gang det sendes ut en
hgyfrekvent puls gjennom antennen i retning av malet, og nar dette reflekterer pulsen
til antennen. Hvis antennen til enhver tid peker mot malet, vil tastefrekvensen vare
relativt hgy, ca. 1000 pulser/s. Dersom antennen roterer eller beveger seg pa en annen
mate for a sgke over et stgrre omrade, vil det foreligge informasjon om et bestemt
punkt bare hver gang antennen peker i den bestemte retningen, for eksempel en gang
hvert tredje sekund. Dette fenomenet er selvsagt ikke tilsiktet, men det ligger 1 det
benyttede radarprinsippets natur. Vi ma derfor ta hensyn til det ved analyser der dette
fenomenet kommer inn.

Pad W\P W Senderpulser
- |
|

I —==
I I ! |
— l— o

' Ta . Tasteperiode (T) |

Y
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EKSEMPEL 11.2: Provetaking i kiemisk prosess
Figur 11.3

Forsinkelse som
fglge av transport
til analysested
og analysetid

Fysisk variabel

~V

1
Prove ‘ ‘ ‘ ‘
1 | | | >
— . Transport til t
[ analysestedet
|
Ferdig |
analyse‘ | ‘
| -
‘ | Analysetid o
e
—Total |«

forsinkelse

Mange maletekniske oppgaver, for eksempel kompliserte kjemiske analyser ved pro-
sessregulering, lar seg ofte best utfgre pa diskret basis. Det foregar da en mekanisert
prgvetaking (tasting) av mediet som skal analyseres. En kjemisk analyse, for eksem-
pel ved titrering eller spektroskopi, foregar i et mekanisert apparat hvoretter resultatet
framkommer etter noen tids forlgp som vist 1 figur 11.3. I et slikt tilfelle har vi 1 hgy
grad en diskret angivelse, men den vil ogsa vere tidsforsinket (ekvivalent med trans-

portforsinkelse i kontinuerlige systemer).
|
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EKSEMPEL 11.3: Pulsbreddemodulasjon

Figur 11.4
Pulsbredde-
modulasjon og
amplitude-
modulasjon

‘ \
| | |
\ \ \
| I \

|
| -
|
|
|

Puls-bredde-modulasjon

LT

~ Amplituder el
modulasjon

EKSEMPEL 11.4: Multiplekser

Figur 11.5 viser skjematisk en “multiplekser” i form av to synkroniserte velgere
(som oftest elektroniske) som kan kople et stort antall kontinuerlige (analoge) sig-
nalkanaler til et databehandlingsutstyr for innlesing og utlesing. Pa inngangssiden
vil det for datamaskinen vere en A/D-omsetter (analog/digital-omsetter) og pa ut-
gangssiden vil det tilsvarende vare en D/A-omsetter.

Figur 11.5
Inn- og utlesing
til datamaskin

Flere av de vanligst foreckommende
modulasjonsmetoder som benyttes i
maleapparater og for signalforsterk-
ning, vil medfgre en diskret angivel-
se av informasjonen. Pulsbreddemo-
dulasjon (figur 11.4) vil for eksempel
medfgre det samme diskrete fenomen
som radarantennen ovenfor.

(Men amplitudemodulasjon av en si-
nusformet baerebglge vil tilnermet gi
de samme fenomener som skal analy-
seres i det fglgende.)

Data-
maskin
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11.2 ANALYSE VED KONTINUERLIG TILNAERMING

Fra na av og i resten av kapittel 11 vil vi behandle reguleringstrukturer av den type
som er skissert i figur 11.1. Den enkleste maten a angripe diskret regulering pa, er
a betrakte den diskrete regulatoren som om den var kontinuerlig, for da kan hele
reguleringssystemet betraktes som kontinuerlig. Denne tilnrmede metoden gar som
regel bra hvis tastetida 7 er < 1/|A|max; altsa at den egenverdien som har stgrst
tallverdi er bestemmende (det er den som representerer de hurtigste svingningene i
prosessen). Men en bedre regel er gitt rett etter eksempel 11.5.

En diskret regulator er en rekursiv algoritme i en datamaskin. Vi skal na utlede en
regulatoralgoritme som svarer til en kontinuerlig PI-regulator. Siden en av de mest
vanlige regulatorer i industriell sammenheng er Pl-regulatoren, er det av interesse a
utlede en diskret variant. Dessuten er prosedyren for a finne andre diskrete regulator-
algoritmer (PD, PID, begrenset PI og PID, m.fl.), tilsvarende.

11.2.1 Diskret Pl-regulator

I det kontinuerlige tilfellet har vi for PI-regulatoren

1+ T;s
he(s) =K, Ts (11.1)
som i tidsplanet svarer til
1 t
u(t) =K, | e(t) + / e(6)do (11.2)
i
0

Vi skal utlede en diskret PI-regulator og starter med a dele integralet opp i to deler

t—T t
u(t) = K, e(t)—i—% e(o)dc—f—% [ oy (11.3)
"o W
(11.2) gir
t
u(t) 1
0= Tio/e(c)dc (11.4)

Andre ledd 1 parentesen 1 (11.3) kan derfor skrives som

u(t—T)

%, —e(t—T)
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mens siste ledd 1 (11.3) kan approksimeres med trapesintegrasjon som gir

% (g(e(t) elt— T)))

Med den diskrete notasjonen u(kT) = ulk] osv., far vi

ulk] = K, (e[k] + <”[’; U e 1]) AT ek — 1]))

T2
P (11.5)
— uk— 14K, (1 +%> el =K, (1 - %) elk—1]
eller
ulk] = ulk — 1]+ goe[k] + grelk — 1] (11.6)

Dette er en rekursiv algoritme som kan realiseres i en datamaskin.

Vi skal i avsnitt 11.2.3 se hvordan vi kan lage vilkarlige diskrete regulatorer.

11.2.2 Frekvensanalyse, kontinuerlig tilnaerming

Vi antar na at T er sa liten at (11.6) har samme egenskaper som en kontinuerlig PI-
regulator, og velger K, og T; basert pd en kontinuerlig syntesemetode, for eksempel
at et minimumskrav til fase- og forsterkningsmargin skal oppfylles. Dette kan best
forklares via et eksempel:

EKSEMPEL 11.5: Dimensjonering av kontinuerlig og diskret Pl-regulator

Anta
1

(1+Tys)(14 Drs)

hu(s) =

og tastetid = T i regulatoren.

Videre antas 771 = 1 og 7> = 0.1. Vi later som om alt er kontinuerlig, og starter med
a velge integraltid 7; = T, slik at slgyfetransferfunksjonen blir

Kp _ Kp

ho(s) = Tis(1+Ts)  s(140.1s)

(11.7)

Av Bode-diagrammet i figur 11.6 ser vi at K, = 1 /T, = 10 gir y =~ 50° og AK = oo,
noe som er tilfredsstillende.
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Figur 11.6
Bodediagram for
prosessen /1, (s)
med kontinuerlig
regulator

|hoGo)| [dB] 30
20 |

10 |

=20 |

0.1 1 10 100 1000

—45°
- \
—135° t -

V=D ¥
~180° ‘ ‘

0.1 1 10 100 1000
®

Sprangresponsene for y(z) og u(t) med kontinuerlig regulator og med denne regula-
torinnstillingen er vist i figur 11.7 med heltrukne linjer.

Men na er regulatoren altsa diskret. Figur 11.7 viser ogsa den virkelige sprangre-
sponsen nar den kontinuerlige prosessen styres med de valgte verdiene for K, og T;,
men na med diskret PI-regulator. Responsen er vist for to alternative valg av tastein-
tervaller, 7 = 0.05 og T = 0.1 = T5. Vi ser at det er risikabelt & bruke denne enkle
tilneermingsmetoden nar 7" gkes sa mye at den nermer seg den minste tidskonstanten
T; 1 prosessen.

Responsene i figur 11.7 med diskret regulator kan genereres med simulinkfilen i
figur 11.8, men vi ma huske a gi konstantene en verdi. Dette kan gjgres ved a lage en
parameterfil som kjgres i Matlab.
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Figur 11.7 y(t) A / T =0.1
Utgang og padrag S T=005
. . R B
ved kontinuerlig og : ; Kfltmuerhg regulator
diskret regulator 1 Sl
Ko T
— T =01, Kp dimensjonert ut fra tilneermelsen (11.8)
0.5
1 2 t[s]
u(t) A
S T = 0.1
T = 0.05
1
— Kontinuerlig regulator
T =0.1, Kp dimensjonert ut fra tilnermelsen (11.8)
2 t [s]
Figur 11.8
Simulinkvindu
Scope1
g0.z+g1 1 ]
—»JIL : > >
I z+1 T2'T1.52+T2+T1.5+1
Step Discrete Zero-Order Transfer Fen Scope

Transfer Fcn Hold

En bedre kontinuerlig tilneermingsmetode tar hensyn til den viktigste bivirkningen av
holdeelementet, nemlig en tidsforsinkelse. Som det framgar av figur 11.9, vil holde-
elementet tilnermet innebzre en tidsforsinkelse pa halve tastetida.
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Figur 11.9
Virkningen av 201 u[k] ° Virkelig u(?)
holdeelementet
15 ? e ()= ‘glattet’ u(r)
ideell, pllen ;
10 uoppnaelig u(?)
50 { I
% 5 10 n % 5 10 n
Et tilneermet ekvivalent kontinuerlig system blir da som vist i figur 11.10.
Figur 11.10 ;IO(S)
Det ekvivalente
kontinuerlige |
system r(t) e(t) Ts u(t 1 y(1)
~-O— PI - 3 @,
T e (L+Tys)(1+T,s)
Vi far .,
A Ke 2
ho(s) = ———— 11.8
0s) s(1+0.1s) (11.8)

Figur 11.11 viser Bodediagram for /g(s) med 7 = 0.1.

Vi mé na velge K, mindre for & fa rimelige stabilitetsmarginer. Den siste og fjerde
responsen i figur 11.7 viser at selv for stor tastetid 7 = 0.1, far vi akseptabel respons
med diskret regulator, nar vi har tatt tilnermet hensyn til holdeelementets virkning.

Nar dette er sagt, gnsker vi adgang til et begrepsapparat og metoder som gjgr det
mulig a analysere diskret regulering av kontinuerlige systemer eksakz. De resterende
avsnitt i kapittel 11 dreier seg om dette.
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Figur 11.11
Bode-diagram
for ho(s) med

T=0.1

lhoGjo)| [dB] 30

20 +

ny 0-dB-linje Kp = 5.18
0-dB-linje Kp =10

20 |

30 [ S I R A R YR EE I I R SRR F
0.1 1 10 100 1000

Zho(jo)  ~90°
1350 |
180° |
2050
~270° |

-315° |

-360°

0.1 100 1000

Fra figurene 11.9-11.11 ser vi at tastetida 7" bgr velges slik at fasebidraget til den synte-
tiske tidsforsinkelsen som vi putter inn for a approksimere virkninga av holdeelementet,
ikke bgr bli mer enn et par grader. Dette oppnas ved a kreve at ®.7 /2 < dy, der dy er
akseptabel reduksjon av fasemargin (i radianer). Vi far altsa

T <2dy /@, (11.9)

11.2.3 Diskret regulator ved hjelp av tidsforskyvingsoperator

Vi har tidligere sett i avsnitt 4.5.3 hvordan vi kan bruke operatornotasjon i kontinuerlige
systemer: derivasjon symboliseres med operatoren s. Dette tillater algebraiske manipula-
sjoner pa differensiallikninger som om s var en multiplikativ konstant.

For diskrete systemer kan vi tilsvarende innfgre tidsforskyvingsoperatoren, kalt z, slik at
zx[k] symboliserer x[k + 1], og z~ 'x[k] symboliserer x[k — 1].

Betrakt integrasjonen

x(1) = /u(c)dc (11.10)
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EKSEMPEL 11.6 11.2.3.  Diskret regulator ved hjelp av tidsforskyvingsoperator

En tilnermelse ved hjelp av trapesintegrasjon blir da, jfr. avsnitt 11.4.1,

Tl + uf— 1)) (L.11)

x[k] = x[k— 1]+ 5

der T er tastetida. Vi kan na benytte tidsforskyvingsoperatoren, og far

wahq*mmp (11.12)

x[k] =z~ \x[k] + >

Vi kan Igse dette m.h.p. x[k]:

T1+z! Tz+1
k k k 11.13
= (e )t = (355 )ui (113
(11.13) er altsa trapes-tilneermelsen til kontinuerlig integrasjon,
1
x(t) = —u(t) (11.14)
s

s er her den kontinuerlige derivasjonsoperator. Den diskrete tiln@rmelse til kontinuerlig

derivasjon blir da
2z—1
= k 11.15
= (357 ) (11.15)

som svarer til u(t) = sx(¢). Dette resultatet kan vi bruke for d lage en diskret regulator med

utgangspunkt i en vilkdrlig kontinuerlig regulator. Vi erstatter da bare alle forekomster av
—1
s 1 den kontinuerlige regulatorens transferfunksjon med 7?

EKSEMPEL 11.6: Utledning av diskret Pl-regulator ved hjelp av tidsforskyvingsoperator

Inngangsvariablen er avviket e[k|, utgangsvariabelen er padraget u[k|. Vi erstatter fgrst alle

s 1 den kontinuerlige PI-regulatoren med — Z—, og far
Tz+1

1+T(2Z_1)
ulk] =K Tz+1 (11.16)

p 2z—1
T =2—
Tz+1
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Vi multipliserer med 7' (z+ 1) i teller og nevner, og far

T(z+1)+2T;(z—1)
2Ti(z—1)

ulk] = K, e[k] (11.17)

Dette gir

2T;(z— 1ulk] = Kp(T (z+ 1) +2T;(z — 1) )e[k] <

ulle+ 1] — ulk] = f—;

ulk+1) = ulk] + K, ((1 +%) elk+1]— (1 - %) e[k])

som er samme resultat som det vi utledet i avsnitt 11.4.1. At vi har u[k + 1] pa venstre side
av likhetstegnet i (11.18) stedet for u[k] slik som i (11.5) gjor ingen forskjell. Det er bare
a dekrementere tida et skritt i alle ledd pa begge sider av likhetstegnet i (11.18), hvis man
foretrekker den ekvivalente formen (11.5).

|

Denne metoden kan anvendes uansett hvilken type kontinuerlig regulatorstruktur som er
utgangspunktet.

(Telk+ 1]+ Te[k] +2Te[k+ 1] — 2Tie[k]) <> (11.18)

Som vi ser, tillater operatoren z algebraiske manipulasjoner pa differenslikninger (som er
det samme som tidsdiskrete rekursive likninger) som om z var en multiplikativ konstant.

Merk ogsa at vi i likning (11.17) har noe som minner om en transferfunksjon, med fri
variabel z 1 stedet for s. Den diskrete transferfunksjon behandles i1 avsnitt 11.4.4.

11.3 FILTRE OG FILTRERING

Vi skal ta for oss fire slags analoge filtre: Lavpass, hgypass, bandpass og bandstopp (ogsa
kalt “notch” = “hakk”-filter pa engelsk). Fgrst viser vi hvordan filtrene kan konstrueres, sa
forklarer vi i avsnitt 11.3.6 om hvordan/hvorfor de er nyttige i reguleringssystemer.

11.3.1 Analoge og diskrete filtre

Et analogt filter realiseres ved hjelp elektroniske komponenter, og virker pa et kontinuerlig
tidssignal. Man kan derfor ogsa kalle det et analogt, elektronisk eller kontinuerlig filter. Et
slikt filter beskriver vi ved hjelp av en rasjonal transferfunksjon A(s).

Vi har ogsa (tids)diskrete filtre, som realiseres som en algoritme i en datamaskin. En PI-
regulator slik vi har presentert den i flere kapitler til n, kan betraktes som et analogt (tids-
kontinuerlig) filter, mens den tidsdiskrete utgaven introdusert i avsnitt 11.2.1 kan betraktes
som et tilsvarende diskret filter. For & komme seg fra analog til diskret filter, kan man
substituere for s i A(s) som indikert i avsnitt 11.2.3, og sé finne en rekursiv formel for det
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11.3.2.  Butterworth-filteret — et lavpassfilter

diskrete filteret som demonstrert i eksempel 11.6. Men diskrete filtre er ikke tema i denne
boka.

11.3.2 Butterworth-filteret — et lavpassfilter

Figur 11.12
Polene i et
BW-filter med
n=30gw =12

Dette er et av flere typer analoge lavpassfiltre. Det s&regne med BW-filteret er at frekvens-
responsen er maksimalt flat i passbandet, og at frekvensresponsen er monotont fallende i
stoppbandet — det er ingen “bulker” noe sted i frekvensforlgpet. Andre typer analoge filtre
kan ha brattere overgang mellom pass og stoppomrade, men da er prisen man betaler at det
blir bulker i frekvensforlgpet. Transferfunksjonen Ay (s) (“L” = “lavpass”) for et BW-filter
av orden n kan finnes ved en enkel geometrisk betraktning: de n polene ligger pa hjgrnene
1 en reguleer mangekant med 2n sider, der mangekanten er plassert slik at den ligger sym-
metrisk om Im-aksen, og hvor avstanden fra origo og ut til hvert hjgrne (= pol) er filterets
knekkfrekvens @.. Halvparten av disse polene ligger i venstre halvplan, og de utgjgr fil-
terets n poler A;. Se figur 11.12 hvor n = 3 og mangekanten da blir en sekskant. (Hvorfor
akkurat en slik beliggenhet av polene gir BW-filteret dets egenskaper, vises ikke her.)

| Im

n/3

Transferfunksjonen for BW-filteret blir

M) = A=) =) (11.19)

Den statiske forsterkninga for filteret er

o
=10 = (A (—Aa) ()

hi(s)| =1 (11.20)

Det siste fglger av at alle polene ligger enten kompleks konjugert eller pa den negative
reelle akse uansett n, og at de alle har tallverdi @,. iy (jO) = 1 er akkurat det vi krever av et
lavpassfilter. Figur 11.13 viser Bode-diagram for BW-filteret med n = 3 og 6. Vi ignorerer
faseforlgpet her.
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Figur 11.13
Frekvensrespons
for BW-filter med
n=3,60g o =10

mo Frekvensresponsen faller brattere

over knekkfrekvensen enn man
kanskje tror. Husk at amplitudeskalaen
er logaritmisk!

Magnitude [dB]

Phase [deg]

Merk at et fgrsteordens BW-filter, men n = 1, blir:

o 1/T 1
) = oA T ST (CT)  Tagd (11.21)

Nérn=1er ®, = 1/T. Vi kjenner igjen den mye brukte fgrste ordens transferfunksjonen.
Den elektriske kretsen i eksempel 2.2 er et 1.ordens BW-filter. Se ogsa figur 6.14 b). Men
dette filteret har en frekvensrespons som faller bare 20dB/dekade i stopp-omradet, mens 3.
og 6. ordens filtre faller med henholdsvis 60 og 120 dB/dekade, se figur 11.13. Vi gnsker

brattest mulig overgang til stopp-bandet, og det er argumentet for a bruke hgyere ordens
filtre.

11.3.3 Hoypassfilter fra Butterworth-filteret

Et hgypassfilter kan vi fa til ved a kreve at transferfunksjonen g (s)(“H” = “hgypass”) skal
ha samme amplitudeforlgp nar @ gar fra @, til oo, som Ay (s) har nar o gar fra o, til 0.
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Det oppnér vi ved 4 erstatte alle s-er i (1.1) med @?/s:

@
") = a2 s = I (@25 — o) (@25 — )

s"o
(02 — sA) (@2 —sA2)...(02 — sAy)

(11.22)

Frekvensresponsen for et slikt hgypassfilter med n = 6 er vist i figur 11.14:

Figur 11.14
Frekvensrespons for
hgypassfilter med
n==6og o =10

Magnitude [dB]

140
540

430

360

270

Phase [deg]

180

a0

11.3.4 Flere lav-ordens filtre eller et med hgy orden?

Na er det slik at lavere ordens filtre er enklere a realisere enn direkte implementerte hgyere
ordens filtre. Det blir ogsa mindre stgy (altsa “forurensing” som ligger oppa det korrekte
signalet) ved flere lavere ordens filtre i serie. Det er derfor hensiktsmessig a koble f.eks. tre
2. ordens filtre 1 serie istedet for et direkte implementert 6. ordens filter.
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11.3.5 Bandpass- og bandstopp-filtre

Figur 11.15
Frekvensresponser
for bandpass og

stopp-
filtermedn =06

Slike kan man konstruere ved a kombinere lavpass- og hgypass-filtre, som igjen er laget i
folge oppskriftene ovenfor. Metoden forklares enklest med eksempler:

Vi skal forst lage et bandpassfilter som slipper gjennom frekvensene mellom @y, = 10 og
oy = 100. Dette oppnas ved a koble et lavpassfilter med @, = 100 i serie med et hgypass-
filter med @, = 10. Merk den “motsatte” plasseringa av de to knekkfrekvensene.

Sa til et bandstoppfilter som demper frekvensene mellom @; = 10 og @y = 100. Dette
oppnas ved a koble et lavpassfilter med @, = 10 i parallell med et hgypassfilter med @, =
100. Se figur 11.15, som viser bandpass (stiplet) bandstopp (heltrukket) for n = 6.

Magnitude [dB]

Phase [deg]
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11.3.6.  Filtre i reguleringstekniske anvendelser

11.3.6 Filtre i reguleringstekniske anvendelser

Figur 11.16

Reguleringskrets
med filter

‘Lﬁmr, DEEP:DL W

r(kT) _e(kT) u(kT) D/A (holde- u(?) Kontinuerlig y(0) ﬁlter y(t)/ -

- algoritme element) prosess A/D

Regulator- y(kT)

Figur 11.16 er en utvidelse av figur 11.1. Den ubehandlede malingen y(¢) fra den fysiske
prosessen blir na filtrert fgr den samples. Slikt kan vere nyttig:

1. Nar det er hgyfrekvent mdlestpy overlagret malingen. Denne uttrykker ikke proses-
sens virkelige bevegelser og bgr fjernes/dempes med et lavpassfilter. Heldigvis er
malest@y ofte hgyfrekvent i forhold til prosessens dynamikk, slik at filterets knekk-
frekvens kan legges sa hgyt at dette ikke har forringende effekt pa reguleringsslgyfa.

2. Nar det er bevegelser i prosessen man ikke gnsker a regulere bort, men ignorere.
Et eksempel kan vare bglger innafor et gitt frekvensomrade, hvor man ikke gnsker
a begrense bevegelsene i det aktuelle frekvensomrade, men la fartgyet svinge med
bglgene. Da kan et bandstoppfilter vaere nyttig.

3. Nar malingen inneholder en konstant feil (“bias”), som man ikke gnsker a ha med
som grunnlag for reguleringa. Da kan et hgypassfilter vere aktuelt. Dette er en pro-
blemstilling som ofte dukker opp i navigasjonssystemer.

Merk til slutt at en hel reguleringsslpyfe kan betraktes som et filter. Anta at vi gnsker a
fjerne stasjonert avvik ved help av integralvirkning i regulatoren. Vi oppnar at transfer-
funksjonen

Z(s) = =N (s)hy(s) (11.23)

far en frekvensrespons hvor ’E(O)‘ =0, dvs. null stasjonart avvik, og at ‘E) er liten for
Vv 1%

lave frekvenser, men stgrre etter hvert. Med andre ord sa kan vi betrakte et reguleringssys-
tem med passende integralvirkning som et hgypassfilter som fjerner forstyrrelser som er
konstante eller lavfrekvente.
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11.4 DISKRET ANALYSE OG SYNTESE - Z-TRANSFORMASJONEN

Vi har til na omtalt metoder for a lage diskrete regulatorer som om de var kontinuerlige.
Denne type tilnerming er ikke alltid tilstrekkelig. Na skal vi presentere begreper og verk-
tgy som trengs for a utfgre matematisk eksakt analyse av kontinuerlige systemer som er
diskretiserte.

11.4.1 Diskret signal og system

Figur 11.17 viser hvordan et kontinuerlig system kan betraktes som et diskret system, nar
virkningen av holdeelement og taster tas med: En tallfglge u[k] pa inngangen fgrer til en
annen tallfglge y[k| pa utgangen. Pa samme mate som den kontinuerlige prosessen er gitt
ved sin transferfunksjon 4(s) - eller ekvivalent - sin impulsrespons A(z), sa er det diskrete
systemet gitt ved sin impulsrespons A[k] (eller sin diskrete transferfunksjon A(z), som vi
kommer tilbake til i avsnitt 11.4.4).

Figur 11.17 20 20 20 20
“Diskretisert” ulk] u(?) (1) yIk]
kontinuerlig 10 10 10 10
LTI-system
CAIRAE :
0 0 0 0
0 5 10 n 5 10 0 5 10

ulk] u(1) y(1) yIk]
— { Hold h(t) T

k]

Den diskrete enhetspuls 6 [k], se ogsa figur 11.18, er definert som:

1 ,k=0
Olk] = ’ (11.24)
0 ,ellers
Figur 11.18 3[k]
Diskret 1
enhetspuls Sk
=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 n

Hvis vi sender en diskret enhetspuls 8[k| inn pa holdeelementet, vil dette igjen sende en
firkantpuls Jp[k] inn pa det kontinuerlige systemet som vist pa figur 11.19.
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11.4.1. Diskret signal og system

Figur 11.19
Firkantpuls fra
holdeelement

k 5 h
1 S [Mho 1229 h(s) P(Q/T .M

5p(1)

T ¢

Den diskrete impulsresponsen A[k] er da det tastede signal av utgangen h,(f) pa den
kontinuerlige prosessen. Et generelt diskret padragssignal u[k] kan betraktes som et tog
av diskrete pulser. Hver slik padragspuls gir opphav til en respons pa utgangen. Vi kan
dermed bruke superposisjonsprinsippet og skrive

y[n] = u[0]A[n] + u[1]h[n — 1]+ ... + u[n — 1]A[1] + u[n]A[0]

= ih[n—k]u[k] = h[n] * uln] (112
k=0

Likning (11.25) er diskret folding, og svarer til kontinuerlig folding som ble introdusert
i avsnitt 2.4. Vi skal na finne h[k| nar den kontinuerlige prosessen er monovariabel og
gitt pa tilstandsromformen

X =Ax-+bu
T (11.26)
y=c¢'x

Fra (3.34) har vi da

11.27
VK = €' xI e
Hvor & =eA” og! § = A~1(®(T) - I)b
Impulsresponsen k| kan da finnes slik:
x[0]=0
x[1] = ®x[0]+6-1=46
X[2] = ®x[1] + Su[l] = D5+ 5.0 =D
x[3] = %6
x[k] = @*16 =
(11.28)

! Akkurat her bruker vi tilde (~) for 4 unnga sammenblanding med “8 [k]” som jo representerer diskret enhetspuls.
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Vi har dermed vist hvordan vi, ndr en kontinuerlig prosess (11.26) og tastetid T er gitt,
kan finne den ekvivalente diskrete prosess, gitt ved sin impulsrespons A[k].

(Hvis den kontinuerlige prosessen 1 stedet for (11.13) er gitt ved sin transferfunksjon
h(s), kan denne omgjgres til tilstandsrombeskrivelse ved for eksempel a bruke faseva-
riabel form, (4.82)).

11.4.2 z-transformasjon

Laplacetransformasjonen f(s) for et kontinuerlig signal f(¢) er som kjent

o)

1) = [ riear

0

For et diskret signal f[k] kan vi innfgre Z-transformasjonen' f(z), der

o)

fl2)=Y flkz* (11.29)

k=0

Z-transformasjonen er “tvillingen” til Laplace-transformasjonen for diskrete signaler
og systemer. z er en kompleks variabel pa samme mate som s. Vi snakker derfor om
“z-planet”, analogt med bruken av “s-planet” for det kontinuerlige tilfellet.

Z-transformasjonen har en rekke nyttige egenskaper som svarer til slike som Laplace-
tranformasjonen har for det kontinuerlige tilfellet?. Vi skal bare ta med de aller vik-

tigste her:
1. Linearitet
Z(afi[k] +bf2lk]) = afi(z) + bfa(2) (11.30)
2. Tidsforskyvning
Z(flk+1]) =zf(z) —zf[k=0] (11.31)
3. Reell folding
z (Z Siln— k]fz[’c]) = Z(filn] x f2[n]) = filzl f2[2] (11.32)
k=0

'Merk at vi ogsd her bruker smé bokstaver bdde i tidsplanet og i z-planet, dvs. f[k] og f(z), akkurat som med f(r) og
f(s). Fordelen i det diskrete tilfellet er at parentesene hjelper oss a skille f[k] og f(z) fra hverandre.

ZEgentlig er (11.29) den ensidige Z -transformasjonen fordi den bare gjelder for 0 < k < oo, ikke k < 0. Den svarer
til den ensidige Laplace-transformasjonen som vi bruker i denne lereboka. Det finnes dobbeltsidige versjoner av
bade L- og Z-transformasjonene.
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4. Sluttverdi

lim f[k] = lim(z — 1)(2) (11.33)
5. Begynnelsesverdi
f10] = lim £(z) (11.34)

Vi skal ikke fgre bevis for alle disse egenskapene; (11.30) og (11.34) er for eksempel
helt trivielle a bevise ut fra definisjonen (11.29).

Vi ngyer oss med to bevis:
Tidsforskyvning, (11.31):

[e] )

Z(flk+1) =Y flk+ 1]z %= Y flme 0"V

A
Reell folding, (11.32):

z (2 fi [n—k]fz[k]> -y (i fi [n—k]fz[k]> o
k=0 n=0

k=0

k=0

- ifZ[k] (i f1[n—k]z_(”—k)) ok
n=0

= £(2) Y, filmlz™" = flz] fild]

m=0

Her har vi kunnet endre pa summasjonsgrensene siden bade fi[n] =0 og f>[n] = 0 for
n<O0.
A
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11.4.3 Invers z-transformasjon

Den inverse z-transformasjonen’ er

1
K= ]f k-1g 1135
f1k] T f(2)z" dz (11.35)
jl=r
Der integrasjonen er en sirkel som omslutter alle integrandens poler.
Bevis:

Vi setter inn (11.29) i hgyresiden i (11.35), og er i mal hvis vi kan vise at den blir lik
FIK]:

—n k—1 . - 1 k—n—1 .
27”]{ (2 fln] dz> Z a’z-r;)—znj%f[n]z dz =
1 1 1 1 1
+2—Mf[k—2]%ZdZ+2—n_]f[k—1]de‘f‘%f[k]fgdZ‘Fz—n_]f[k‘f‘l]%Z—de—f—

Her er f[i|, i = ..., k, k+ 1, ... konstante m.h.p. integralene, og derfor satt utenfor
integraltegnene. Vi ser at alle ledd med i < k er analytiske innenfor enhver sirkel
|z| = r, og da blir disse leddene lik null. Alle ledd med i > k far en pol med multiplisitet
> 11 integranden:

L &
Ll &

Disse integralene kan lgses ved residuregning og blir

P )1 fori=k
T gk ik , |0 fori>k
Z:

Dermed blir bare ett eneste ledd # 0, nemlig leddet f[k]l_; = f[k].
A

Merk likheten med invers Laplace-transformasjon, likning (4.9).
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11.4.4 Transferfunksjoniz
Fra (11.27) og (11.31) har vi, nar vi z-transformerer pa begge sider:
7x(z) — zx[0] = ®x(z) + Su(z) =
X(2) = 2(dA— @)~ 'x[0] + (L — @) ' Su(2)

Hyvis vi forutsetter x(0) = 0, finner vi den diskrete transferfunksjonen /(z), gitt ved
¥(2) = h(z)u(z)

der _
h(z) =cl (ZA—®)7 1§

eller

B Tadj(zl—d))g i 4 +by

h(z7) —
(2) cdet(zI—CI)) Dtai N+ Fay

(11.36)
biz V.. +b,z"

- l4+aiz7t+...+a,z "

Vi har altsa funnet et rasjonalt uttrykk for den diskrete transferfunksjonen A(z).
Den andre varianten brukes oftest, og den skriver vi som h(z~!'). Den inverse z-
transformen til /(z) er den diskrete impulsresponsen %[k]. Vi kan med andre ord finne
h(z) som z-transformen til 4[k], men det er vanligvis ungdig tungvint.

Det er na lett 4 finne Igsningen i diskret tid, nar padraget u[k| er kjent. Vi multipliserer
ut den andre varianten av (11.36) og finner

(I4aiz '+ a2 "y() = bz ...+ bz Mu(z) (11.37)

og derav

¥(2) = —(a1z27 'y(2) + ...+ anz "y(2)) + b1z u(z) + ...+ bz "u(z)  (11.38)

Vi benytter tidsforskyvingsegenskapen og inverstransformerer ledd for ledd, og far

yvlk] = —ayylk—1]— ... —apylk — n] + bulk — 1] + ... + bulk — n] (11.39)

Denne utledningen er analog til den for A(s) i avsnitt 4.6.
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Dette betyr at den naverende verdien av prosessens utgang (y[k]) kan beskrives som
en lineer kombinasjon av n tidligere verdier av utgangen og n tidligere verdier av
padraget. Uttrykket i (11.39) egner seg derfor godt for utregning ved hjelp av en
datamaskin som lagrer 2n gamle verdier og multipliserer disse med tilsvarende koef-
fisienter.

Se ellers eksempel 11.13.

11.4.5 Stabilitet for et diskret system

Vi tar utgangspunkt i (11.27). For a studere stabilitet, er det tilstrekkelig a betrakte
det autonome systemet

x[k+ 1] = ®x[k] , x[0] =xp (11.40)

Fra (3.13) har vi (vi antar distinkte egenverdier i matrisen A):

L 0 - -0
0 A 0
A=M'AM=| - : : (11.41)
0 0 Ay
Likning (3.17) og (3.21) gir videre
eMT 0 0
0 el 0
A =M"leAM=M"'®d(T)M=| - : : (11.42)
0 0 e

Egenvektormatrisen (M) er den samme i begge tilfeller. Fra (11.42) har vi, nar vi
setter x = Mq:

Mqlk+ 1] = ®(T)Mq[k] =
qlk+1] =e*q[k] , q[0] =M~'xg

(11.43)
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11.4.5. Stabilitet for et diskret system

Figur 11.20
Innsvingnings-
forlgp avhengig
av egenverdiens
plassering

hvor r; = ‘e’w‘ og @y = LeMT.

Kravet for asymptotisk stabilitet blir 1 fglge (11.42) og (11.43) at alle egenverdier
pi til @, p; = X7, md ha |p;| = r; < 1, det vil si egenverdiene til ® ma alle ligge
innenfor enhetssirkelen.

Nevneren i transferfunksjonen £(z) blir
A —®| = (z—p1)...(z—pn) = (z—eMT)...(z —eMT) (11.44)

pa samme mate som nevneren i a(s) er

ST—A| = (5= A1)err(s — M) (11.45)

Figur 11.20 viser innsvingningsforlgpet for ¢[k] avhengig av om man har en pol pa
den reelle akse eller to kompleks konjugerte poler symmetrisk plassert rundt den
reelle akse. Bare gvre halvdel av z-planet er vist pa grunn av symmetrien.

0.8 038
0. 0.
\
[ \
, |
| ||'|' L L . Lo L, |
038 05 02 02 0.5 038

Hurtig innsvingning oppnas nar egenverdien ligger naer origo, mens dempningen blir
liten jo n@rmere egenverdien kommer enhetssirkelen. Egenverdier i venstre del av
enhetssirkelen gir den mest oscillerende innsvingningen.

Polene J; i det kontinuerlige systemet fgrer ved diskretisering til polene p; = e*7 i z-
planet. Matematisk kan vi uttrykke dette som at venstre halvplan i s-planet avbildes
innenfor enhetssirkelen i z-planet, mens hgyre halvplan avbildes utenfor. Se figur

11.21.
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Figur 11.21
Poler og nullpunkt-
eris-plan, ogi z-
plan for det tilsva-
rende diskretiserte
system

Linjer parallelle med den imagin@re akse i s-planet svarer til konsentriske sirkler om
origo i z-planet. Linjer parallelle med den reelle akse svarer til straler ut fra origo.
Merk at linjene i rutenettet fortsatt krysser hverandre med 90° vinkel unntatt i det sin-
gulare punktet origo. Dette er et eksempel pa en konform avbildning, hvor vinkler
forblir de samme ved avbildningen.

I figur 11.21 sammenliknes polene i s-planet og z-planet for en gitt 7. Det er vik-
tig a merke seg at polenes plassering i z-planet avhenger av tastetida T, for en gitt
kontinuerlig prosess.

-1 +j§
o s —plan
-0.5
—_— %O %—
x x ................

z—plan
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11.4.6. Frekvensrespons for diskrete systemer

11.4.6 Frekvensrespons for diskrete systemer

Figur 11.22
Diskret signal

Anta at et diskretisert system er gitt ved sin diskrete transferfunksjon 4(z). Vi forutsetter
na at systemet er asymptotisk stabilt, det vil si at alle poler i 4(z) er innenfor enhetssirke-
len. Vi skal na utlede frekvensresponsen til systemet, og vil gjgre dette pa en mate som
er helt parallell til det kontinuerlige tilfellet (avsnitt 6.2).

Vi tenker oss at systemet utsettes for et signal

ulk] = w [k] sin(wkT) (11.46)
. o 1 T . T
Figur 11.22 viser signalet'. I figuren er ® = T men @ kan ha enhver verdi 0 < @ < T
[ )
[ ) ( {
° ° ( ° J J ° 7(
Z-transformasjon av (11.46) gir
u(z) = Z ulklz ™% = Z (2—.)Z_k
k=0 k=0 J
(11.47)

k=0 k=0

Her har vi innfgrt Q = @7'. Q er proporsjonal med ®, og er en skalert, dimensjonslgs
frekvens som svarer til en skalert, dimensjonslgs tastetid 7 = 1. Ved a bruke Q i stedet
for w, blir var beskrivelse av diskrete signaler og systemer den samme, uansett fysisk
tastetid. For & komme tilbake til fysisk frekvens, bruker vi sammenhengen ® = Q/T.

De to leddene i (11.47) kan uttrykkes som to geometriske rekker, nar vi forutsetter |z| > 1:

1 1
_ 2j 2j
u(z) = 1—e/Q 1 [ _o jQy 1
. . 11.48
(2 e i) y ( )
2j ¢ (sinQ)z

(1—e@z7l)(1—e/0z 1) (z—e/?)(z—e7/®)

'ty [k] er den diskrete enhetssprangfunksjonen. Her brukes den for 4 indikere u[k] = 0 for k < 0.
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Fra (11.32) har vi y(z) = h(z)u(z), og y[k| = Z7 1 (y(2)).

1

ylk] = 2

j{ h(z)u(z)?* dz = Zres(h(z)u(z)zkil) | =z, (11.49)

|z|=r

der z; er polene til (z)u(z)z~'. N4 er vi interessert i responsen for “store” k, det vil si
nar de transiente komponentene har dgdd ut, noe som vil skje fordi 4(z) er stabil. Da kan
vi ignorere residuene som fglger av polene i /(z), og star igjen med de to residuene pa
grunn av polene i u(z). Likning (11.48) gir da:

y[k] = res(h(z)u(z)2" )|, _ejo +res(h(z)u(z)Z )|, oo =

e/ —e/? e/ —e /9
(sinQ)h(z)z" (sinQ)h(z)" _ 2 h(e/%)e/% — 2j h(e—I%)e—I%k
(z—e /%) o (z—e/®) Lo ef—e @ e/ —e/Q
7=¢/ =€

Vi setter h(e/?) = \h(ejQ)]ejéh(.ejQ) og benytter! at h(e/?) = h*(e /%), det vil si
[h(e™)| = |h(e/?)| og Lh(e /%) = —Zh(e/?):

o (Qk+Lh(e/)) _ o= j(Qk+Lh(e/Y))

y1k] = (&) 5

= |h(e’®)|sin(Qk + Lh(e/)) (11.50)

Vi ser altsd at det diskrete utgangssignalet blir en sinus med samme frekvens, men med
amplitude og faseforskyvning gitt av henholdsvis |h(e/?)| og Zh(e/?).

Med andre ord: Vi finner frekvensresponsen for et diskret system ved & substituere
z = e/ =¢e/®T i h(z). Dette er analogt med at frekvensresponsen for et kontinuerlig
system finnes ved a substituere s = jo i h(s).

EKSEMPEL 11.7: Frekvensresponsen for 1. ordens prosess

Gitt den kontinuerlige prosessen

1
14Tys

h(s) med T) = 4.48 (11.51)

I'Skisse til bevis: Sett opp et rasjonalt uttrykk i z, erstatt alle z med e/, Lag et annet uttrykk, hvor alle e/ er erstattet
med (efg)* =e¢~/2, Polynomene i teller og nevner blir da konjugerte, og kvotienten mellom konjugert teller og nevner
er ogsa konjugert, dvs. de to uttrykkene blir konjugerte av hverandre.
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EKSEMPEL 11.7 11.4.6.  Frekvensrespons for diskrete systemer

Figur 11.23
h(s)|s—jo o2
h(z) |z=ej“’T
med lineaer
frekvensskala

Prosessen! har fase- og amplitudeforlgp som vist ved de stiplede linjene i figur 11.23
og 11.24. Figur 11.23 viser responsene i linezr skala langs begge aksene. Figur 11.24
er en mer gjenkjennelig versjon (Bodediagram) siden bade frekvens og amplitude er
i logaritmisk skala.

Vi diskretiserer prosessen med tastetid 7 = 1 og T} = 4.48 og far

(1—e T/Ty 02

h = =
(2) z—e I/ 7-0.8

(11.52)

Fase- og amplitudeforlgpet for frekvensresponsen A (z = e/®T) er vist med heltrukket
linje i figur 11.23 og 11.24. Vi merker oss at overensstemmelsen mellom A(s = jo)
og h(z =e/®T) er best ved lave frekvenser. Dette er rimelig, da innflytelsen til holde-
elementet pa dynamikken blir minst nar inngangssignalet varierer langsomt.

Amplitude 1
0.8 |
0.6 -
04 L

‘
~ia

X
~

Frekvens [rad/s]

Fase 0°
—45° 1\
—90° B T e G e P -

—135° |

—-180°

10
Frekvens [rad/s]

~ia
Pﬂ

T\ =4.48 og T = 1, valgt slik her for & f4 runde tall i h(z), det gire~7/Ti = 0.8.
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Figur 11.24
h(s)ls=jo 02
h(Z)|z:e/‘”T

med logaritmisk
frekvensskala

Den dramatiske forskjellen inntreffer ved hgyere frekvenser. Vi ser at h(e/®T) blir
periodisk med periode 27 /T Dette sees tydeligst i figur 11.23 hvor frekvensaksen er
linezer. Det ligger ikke noen ny informasjon om 4(e/®T) i omridet mellom @ = /T
og @ =2x/T, fordi |h| er symmetrisk om @ = /T og Zh er antisymmetrisk om
o = 1/T. Dette er en fglge av samplingsteoremet, som behandles i avsnitt 11.4.7.

Amplitude [dB] 0
-10 | wwww

-20
_30 |

_40 : ‘ ‘ o
0.001 0.01 0.1 1 10 100
Frekvens [rad/s]

Fase 0°
—45° 1 h S|
—90° | : [EE ‘\\‘,\“*-—s?;“ MR
—-135° | : H
—-180° ‘ : ; :
0.01 0.1 1 10 100 1000

Frekvens [rad/s]

EKSEMPEL 11.8: Nyquists stabilitetskriterium for diskret system

Vi betrakter fortsatt prosessen (11.51). Figur 11.25 viser, for to verdier av T, Nyquist-
diagrammet for den kontinuerlige prosessen (den innerste kurven), den kontinuerlige
prosessen med en transportforsinkelse i serie lik 7' /2 (midterste kurve), og frekvens-
responsen for det diskretiserte systemet (ytterste kurve). Den innerste og den ytterste
kurven i venstre del av figur 11.25, er den polare representasjonen av hhv. det stiple-
de og heltrukne forlgp i1 diagrammene i figurene 11.23 og 11.24. I hgyre del av figur
11.25 har vi gatt noe opp i tastetid.

Den midtre kurven i begge delfigurer viser hva som skjer nar vi bruker metoden
i avsnitt 11.2, & analysere som om systemet var kontinuerlig, men med en kunstig
transportforsinkelse for a ta hensyn til tidsforsinkelsen som oppstar p.g.a. holdeele-
mentet.

Vi kan undersgke stabiliteten for diskrete systemer med Nyquists stabilitetskriterium,
akkurat som for kontinuerlige systemer.
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EKSEMPEL 11.8 11.4.6.  Frekvensrespons for diskrete systemer

Figur 11.25
Nyquist-
diagrammer for
kontinuerlig og
diskretisert
prosess, to
forskjellige
tastetider

T=1, h(z) = 0.2/(z-0.8) T=2, h(z) = 0.36/(z-0.64)

Betrakt det aktuelle eksemplet: Hvis vi har proporsjonalregulering og kontinuerlig
regulering, vet vi at dette systemet ikke kan bli ustabilt. Dette leser vi ut av Nyquist-
diagrammet ved at den innerste kurven aldri kan omslutte det kritiske punkt -1, uan-
sett hvor stor forsterkning vi har. Kurven vil for gkende K), bare vokse ut mot hgyre,
men aldri ga inn i v.h.p.

Ser vi pa forlgpet med transportforsinkelse, far vi bekreftet det vi vet, at en tilstrek-
kelig stor K, vil gi ustabilitet fordi det kritiske punkt da vil bli omsluttet.

De ytre kurvene' gir ogsi dpenbart ustabilitet for stor nok K,, og forsterkningsmar-
ginen er noe mindre enn den vi far ved den tilneermede analysen med transportfor-
sinkelse. Hgyre delfigur viser ogsa at forsterkningsmarginen gar ned nar T gkes, som
forventet.

Den ytre kurven er frekvensforlgpet av en diskret transferfunksjon,
(1—eT/M)

_ _ joT
h(z) = o T/T hvor z = ¢’ (11.53)

IFor dette 1. ordens systemet, vil Nyquistkurvene bade for A(s) og h(z) bli sirkler. Sentrum for sirkelen for /(z),
vil ligge p4 den reelle akse, i a/(1+a), der a = e~ 7/, Radius vil bli 1/(1+a). h(s) og h(z) er konforme av-
bildninger (inngar i kompleks funksjonsteori). Den spesielle klasse av konforme avbildninger som kan uttrykkes
som y = (az+b)/(cz+d), har den egenskap at rette linjer eller sirkler alltid avbildes som rette linjer eller sirk-
ler. Dette forklarer sirklene bade i det kontinuerlige og diskrete tilfelle i vart eksempel. Men merk at dette bare
gjelder for 1. ordens systemer. Det har heller ikke spesiell reguleringsteknisk betydning.
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Hvordan har det seg at vi kan bruke Nyquists stabilitetskriterium ogsa for denne?

— Den komplekse variable z beveger seg rundt enhetssirkelen i positiv dreieretning, og
dette gir kurven for /(z). Men enhetssirkelen er akkurat den banen som utgjgr skillet
mellom stabile og ustabile poler for et diskret system. Dermed spiller z langs enhets-
sirkelen ved stabilitetsundersgkelse av et diskret system, samme rolle som s gjgr nar
den gjennomlgper den imaginare akse ved stabilitetsundersgkelse av et kontinuerlig
system. Av dette fglger at Nyquists stabilitetskriterium kan brukes pa samme mate

for diskrete systemer, som det kan for kontinuerlige.
|

11.4.7 Tasteteoremet (“Samplingsteoremet”)

Anta at vi har et kontinuerlig sinusformet signal x(#) = sinot. Vi lager en diskret
utgave av dette signalet ved a taste det ved tidspunktene ..., (k—1)7, kT, (k+1)T, ...

x[k] = sin(wkT)

Tilfelle 1:

Anta at vi velger T slik at 7/T < @ < 27 /T. Vi definerer en ny frekvens
®=2n/T —.Dablir0 < ® < n/T.Vihar ® =27/T — & og dermed

x[k] = sin <<2T7t - c?)) kT) = sin(2wk — @KT)
Da har vi
x[k] = sin(27k) - cos(@KT ) — sin(@kT ) - cos(27mk)
= —sin(®kT)

Med andre ord: Etter tasting vil en kontinuerlig funksjon sin(@kT') ikke vere mulig
a skille fra en annen tastet funksjon —sin(@7), nar ©/T < @ < 2xn/T. Dette er
illustrert i figur 11.26, hvor T =1, @ = 57n/4 og @ = 37 /4.
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Figur 11.26 sin(w?) —sin(w?)
To sinussignaler
som er identiske i
tastetidspunktene
t
Tilfelle 2:
For 2w < @ < 37/T kan vi definere @ = @ — 27 /T slik at @ igjen oppfyller
0< ® < m/T.Da har vi
: _ | 2 o .
x[k] = sin ((a) + 7) kT> = sin(@kT +27mk) = sin(wkT)
Na er det etter tasting ikke mulig & skille mellom sin(@t) og sin(@rt). Se figur 11.27,
hvorT =1, ® =97 /4 og ® = /4.
Figur 11.27

To andre sinus-
signalersom er
identiske i

tastetidspunktene
Disse to tilfellene kan generaliseres til a gjelde alle frekvenser
2m—1)n/T < w <2mn/T og 2mr/T < 0 < 2m+1)n/T,derm=1, 2, ... Se
figur 11.28.
Figur11.28 m =1 m=2
Frekvensakse T
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Til nd har vi bare tatt for oss tasting av rene sinusformede signaler. Men i fglge
Fourier—analysen kan vi betrakte et vilkarlig signal som bestaende av en uendelig
sum av sinusfunksjoner med innbyrdes forskjellig amplitude og fase. Dermed kan vi
konkludere med at:

Kontinuerlige signaler som inneholder frekvenskomponenter over 7 /7 ikke kan re-
presenteres korrekt etter tasting, fordi slike frekvenskomponenter vil framsta som
ikke-eksisterende (falske) frekvenskomponenter under 7 /T. Vi ma altsé passe pa a
velge T sa liten at dette ikke skjer.

Dette er tasteteoremet (samplingsteoremet). Frekvensen w; = 27/T kalles taste-
frekvensen. For at et kontinuerlig signal skal kunne representeres korrekt, ma alle
frekvenskomponenter i det kontinuerlige signalet veere < @y /2 .

Tasteteoremet forklarer noe som skjer ved polenes forflytning i z-planet med gkende
T, for et diskretisert system. Betrakt figur 11.21, nedre del. @k T til polene mgtes pa
den negative reelle akse. Hva blir da 7? Har det noen mening a gke T ytterligere?
Stemmer din konklusjon med tasteteoremet?

11.5 ANALYSE AV DISKRETE SYSTEMER VED w-TRANSFORMASJON

Vi innfgrer na en ny variabel w slik at

T
1+ —w
D) - 2z—1
=—% detvilsiw=—=— 11.54
z 1_ZW Tz+1 ( )
2

1. Da vil enhver rasjonal transferfunksjon i z (teller og nevner er begge polynomer
i z) bli en rasjonal funksjon i w (dette fglger av (11.54)).

2. Videre vil w vere i venstre halvplan nar z er pa innsida av enhetssirkelen. En-
hetssirkelen i z-planet blir transformert til den imaginare aksen i w-planet og
innsiden og utsiden av enhetssirkelen blir transformert til henholdsvis venstre
og hgyre halvdel av w-planet (dette fglger ogsa av (11.54)).

3. w i vil spille samme rollen som s i A(s), nar T er liten i forhold til prosessens
dynamikk.

Egenskapene 1. og 2. ovenfor betyr at vi kan bruke all den teorien vi har lart blant
annet om stabilitet i s-planet ogsa i w-planet, f.eks. algebraiske stabilitetskriterier av
typen Routh/Hurwitz. Egenskap 3. (som blir nermere forklart og begrunnet nedenfor)
betyr at vi kan bruke Bode-diagram for analyse og syntese. Kort sagt, w-transformasjonen
er meget hensiktsmessig til analyse og syntese av diskrete reguleringssystemer, da vi
kan benytte de samme transferfunksjons-baserte metodene som er utviklet for konti-
nuerlige systemer.
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EKSEMPEL 11.9 11.5. Analyse av diskrete systemer ved w-transformasjon

Vi skal na begrunne egenskap 3. ovenfor, og sgker frekvensresponsen til /(w):

Fra (11.54), hgyre del, far vi

B 2z7—1
C Tz+1

w(w)

_2eT -1 2eTR-eT0TR 2 of ) s
- T TeioT {1 T ejoT/2 4 o—joT/2 _]T an 2 '

z=eJ

Hvis vi na definerer en ny variabel v slik at w = jv, far vi

2 oT vl oT
V= Ttan <7) N dvs. 7 =tan (T) (1156)

Av dette ser vi at frekvensresponsen til 2(w) framkommer ved a sette w = jv (i analogi
med s = jw for h(s)). Av (11.56) ser vi ogsa at v ~ ® nar 1/T er stor i forhold til w.
Vi ser videre at nar @ — m/T, sa gar v — oo. Dette er en konsekvens av tastingen
og uttrykker at signalkomponenter med frekvens over halve tastefrekvensen ikke vil
kunne reproduseres (jfr. tasteteoremet).

Konklusjonen blir da at vi kan framstille frekvensresponsen til et diskret system A(w)
ved a substituere w = jv, og at hjelpe“frekvensen” v vil vare nar virkelig frekvens
® sa lenge vi betrakter frekvenser godt under halve tastefrekvensen. Fordi (11.56) er
strengt monoton, svarer det en entydig verdi av v til hver verdi av @. Den eksakte sam-
menheng er gitt av (11.56). Vi kan bruke (asymptotiske) Bode-diagram til a skissere
forlgpet av amplitude og fase for #(w), og den eneste forskjell fra kontinuerlige syste-
mer blir at den sanne frekvensaksen blir strukket ut mer og mer, jo lenger vi kommer
mot hgyre, jfr. (11.56).

Merk at Nyquist-diagrammet (og -stabilitetskriteriet) ved bruk av /4 (w) i stedet for /(z)
blir akkurat det samme. Sammenhengene (11.54) har ingen betydning for formen pa
Nyquist-diagrammet, siden frekvensen ikke er en eksplisitt variabel i et polardiagram.

EKSEMPEL 11.9: “Frekvens”responsen for kontinuerlig og diskretisert prosess

Hyvis vi bruker (11.54) til & substituere for zi (11.52), far vi

B 1—-0.5w

Figur 11.29 viser frekvensforlgpet til 2(w) med w = jv. Det er akkurat samme fre-
kvensforlgp som for (11.52) i figur 11.24. Forskjellen er bare at skalaen langs fre-
kvensaksen na er logaritmisk i v, ikke i . Virkelig frekvens @ er ogsa vist. Vi ser
hvordan overensstemmelsen er meget god mellom v og  ved lave frekvenser, men at
v—ocondar ® — /T (Vihar T = 1 i dette tilfellet).
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Figur 11.29
h(s) og h(w)

Figur 11.30
MATLAB-kode for
generering av

h(w) fra h(s),

gitt T

Amplitude [dB] 0
~10 L

20

30 L ; EERREEY ‘ L i

—40 ; ; ; i

0.001 0.01 0.1 1 10 100 = hjelpe““frekvens”
v [rad/s]

0.01 0.0999 0.927 2.747 3102 = virkelig frekvens

o =2 arctan(/2)

Fase 0°
—45°
—90° | , LN T R

—135° |

—-180°

For h(w) med w = jv (heltrukne kurver i figuren), vil vi kunne bruke asymptoter for a
skissere forlgp for amplitude og fase. Som i figur 11.24 er frekvensresponsen til den
kontinuerlige prosess A(s) (gitt i (11.51)) tegnet inn stiplet. I denne frekvensskalaen
vil man ikke kunne bruke asymptoter for a skissere x(s), bare h(w).

Den vesentlige forskjell mellom A(w) og h(s) er leddet (1 —0.5w) i telleren. Dette
skyldes holdeelementet, og er omtalt nedenfor.
|

Ved hjelp av metoden som er beskrevet i 11.4.1 og 11.4.4 for a finne h(z), og deretter
innsetting av (11.54), kan vi finne i(w). Dette kan vi gjgre ved hjelp av MATLAB,
eller ved hjelp av metoden som er forklart i tabell 11.1 nedenfor. Fgrst til MATLAB,
hvor vi fortsatt bruker (11.51), dvs. A(s) = 1/(1 + Tys) med tastetid 7 = 1, som
eksempel:

1 T=1; Tl = -1/10g9(0.8);

3 den = [Tl 11 H } nevner i A(s) |

4 sys = tf(num,den);

5 [nz, dz] = c2dm(num,den,T);

6 [nw, dw] = d2cm(nz,dz,T, 'tustin');

7 SYysSw = tf (HW, dW) ; \ Tustins metode innebarer & substituere

venstre del av (11.53) for z
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11.5. Analyse av diskrete systemer ved w-transformasjon

Figur 11.31
% som funksjon
av T/T;

(“Tustins metode” er egentlig en metode for a lage et kontinuerlig system pa grunnlag
av et diskret, altsa & “ga den andre veien”. MATLAB viser derfor den resulterende
transferfunksjon som funksjon av s. Men det er altsa h(w) vi far ved a bruke
d2cm(..) pa denne maten.)

Sa til den andre, “manuelle”, metoden: Tabell 11.1 viser par av Laplace-transformerte
og w-transformerte transferfunksjoner for noen viktige monovariable systemer. Husk
at den w-transformerte gjelder for et system som inkluderer et holdeelement. Alle
de w-transformerte transferfunksjonene inneholder faktoren (1 —7w/2). Denne fak-
toren skyldes holdeelementet, og kan forstas enklest ved a betrakte figur 11.10 med
tilhgrende tekst. Tabell 11.1 viser at w-transformasjonen er en line@r transformasjon.

I en rekke av uttrykkene i tabell 11.1 finnes en faktor ¥; som er gitt av

T T
;= ——coth | — 11.58
=57 cot (57 (11.59

Vi ser at % — 1 nar T /(2T;) — 0, det vil si nar tastetida T blir kort i forhold til den
aktuelle tidskonstanten 7;. Figur 11.31 viser grafisk hvordan faktoren ¥; varierer med
forholdet 7' /T;. Nar T /T; < 0.1, kan vi med god ngyaktighet anta ; = 1. Dette gir en
betydelig forenkling av de forskjellige uttrykkene i tabell 11.1.

Y,‘ - T‘
Yi¥oT
100 !

10

1

0.1

0.01

0.001

0.0001

0.00001 R I
0.01 0.1 1 10 100

NN
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Vi skal na innfgre regulator i w-planet. Vi studerer dette ved a betrakte en diskret
Pl-regulator, gitt ved (11.5). Hvis vi na z-transformerer ledd for ledd i (11.5) ved a
benytte tidsforskyvingsegenskapen, og deretter setter inn (11.54) for z, finner vi

1+ Tw
I’lr(W) = Kp TW

(11.59)

(11.59) har samme form som transferfunksjonen for en kontinuerlig PI-regulator.
Denne, eller andre regulatorer, sammen med transferfunksjonen for den diskretiserte
fysiske prosess i(w), kan da brukes til & danne slgyfetransferfunksjonen

ho(w) = h(w)h(w). Dermed kan vi bruke Nyquist, Nichols- og (asymptotiske) Bode-
diagrammer til stabilitetsundersgkelse, analyse og syntese, helt tilsvarende det som
gjores for kontinuerlige systemer.
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TABELL 11.1 w-transformerte transferfunksjoner*

h(s) (kont. prosess) | h(w) (diskretisert kont. prosess med holdeelement)

h (S) + hy (S) hy (W) + hy (W)
hi(s)ha(s) h(w) # hi(w)ha(w)
T m
h(s)e ™S 1—Zw
(—)hlt 1 h(w) 7
m = helta 14y
2
T
1——w
0.1]1 772,fra1.2n§rT1—>0
T 14 (mel
oy | L+ 2" 2T
' T2S T T2W
14+ —w
2
T T
1— 1 h4+=(1-22
(e (w3 (7))
14+Tis l+nTiw
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=
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1| - =3
S
w
T
1 1—=w
1.2
14+ Tis 2

1+nTiw




11. Diskret regulering av kontinuerlige systemer

540

TABELL 11.1 w-transformerte transferfunksjoner*

h(s) (kont. prosess) | h(w) (diskretisert kont. prosess med holdeelement)
T
14+ Dos l—=w)|(1+Tw)
13| — 2
s
W2
14 Tis <l—§w> (%?_;?TZ)T]W
T (1+Tis) (14T 122
(1+7i5){1 +Ts) (I+nTiw)  (1+nTw)
T
15 1+ T3s <1—2w>(1+(T2+(7’1—1)T1)w)
s(1+Tys) w7 Tw)
T
<1 — 2w) (14+Bw)
14+ T3s
1. 14+mT 14+pT:
| ixtmiamy | T 1;”>( TYZ 2W)TT
i —%is 112
=T -
B=T; T T TI—TZ(YZ ")
T
2.1 12 I=Zw
s 2
T
2y 1 (1 - 2W> (1+(n—DTiw)
’ 1+ T
{1+ Tis) w(l+ %Tiw)
T T\ T
1 1— w1+ 12 (—7)w
23 (1+T15)(1+ Tzs) 2 h-T
s
: ? (1+nTiw)(1+pThw)
r 2
oy | 1tDs 1= 2w 1+ (L+(n—DT)w—(n—1)(T1 — ) Tiw?)
' 2(1+T,
L+ h) W21+ 9]
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TABELL 11.1 w-transformerte transferfunksjoner*

h(s) (kont. prosess) h(w) (diskretisert kont. prosess med holdeelement)

T
(1—2w> (14 Bw+Cw?)

1+ Tss w(l+nTiw)(1+nhw)
s(L+Tys)(1 4+ Tas) B=T3+(n-DT1+(p- 1D
T

C= T np(M—1) =i — 1) +n(T —1T3))
1— 1

25

(1-3w) (4 (= 07w (n = D7)

S2(1—|-T1S) W2(1+’}/1T1W)
som2.4medT, =0

3.1

1
3.2 som2.5med 75 =0
s(L+Ti5)(1 + Tos) 3

T
<1—2w> (14 Bw+Cw?)
(1+nTiw)(1+phw)(1+1Tw)
B=a(pTh+pBhG)+a(nhi+ph)+a(nh +nh)

C=a1phyh+anhpl+anhinh

33 (1+T1s)(1+1T2s)(1+T3S) <1_2> <1_£>

*Forste siffer i fgrste kolonne angir relativ grad, det vil si ordenen til nevnerpolynomet minus ordenen
til tellerpolynomet.
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EKSEMPEL 11.10: Bruk av w-transformasjon pa servomekanisme - stabilitet

Figur 11.32

Servomekanisme

Som eksempel pa bruk av w-transformasjon skal vi fgrst analysere en servomeka-
nisme med diskret regulering. Servomekanismen bestar som vist i figur 11.32 av en
motor som drives av en forsterker. Motoren trekker en last hvis posisjon (eller vinkel)
males av et maleelement (vi kan f.eks. tenke pa dette som et reguleringssystem for
en heisekran). Transferfunksjonen for den fysiske prosessen er gitt av

1
" Tis(1+Tas)

h(s) (11.60)

der 7, er tidskonstanten for motor med last. Vi tenker oss at regulatoralgoritmen er en
ren forsterkning. For enkelhets skyld inkorporerer vi den i faktoren 1/77 som ogsa
inneholder prosessens “fysiske forsterkning”. Dermed vil 1/7; uttrykke den &pne
slgyfes totale forsterkning og vere justérbar.

Den w-transformerte av transferfunksjonen i (11.60) finnes i tabell 11.1 i linje 2.2
som

(1 —§W> (1+(n —1)Taw)

ho(w) = e (11.61)

Datamaskin m/ regulator

r[k] e[k]
— reg. »{ Hold »|Forsterker

Motor

(1) Male-
element

Last

Vi har benyttet betegnelsen hg(w) fordi (11.61) utgjer den diskrete servomekanis-
mens slgyfetransferfunksjon.

Denne slgyfens stabilitet kan na undersgkes ved a se pa uttrykket

2 2
Tiw(l+p»Thw)

TT: T
(?’leTz— (12— 1)—2> w4+ (Tl +(p-1)h- —) w1
1+ho(w) = (11.62)
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EKSEMPEL 11.10 11.5. Analyse av diskrete systemer ved w-transformasjon

Bruk av Rouths kriterium gir betingelsene for at (11.62) ikke skal ha nullpunkter i
hgyre halvplan
2’}/2T1T2—(Y2— I)TTZ >0 (11.63)

21 +2(p— 1)L —T >0 (11.64)

Innfgrer vi her de dimensjonslgse stgrrelsene a = T /T, og B = T1/T>, finner vi ved
bruk av (11.58) betingelsene for stabilitet.

a e*—1
B>5 - ar (11.65)
o
1— 11.66
B>1-—— (11.66)

Innholdet av (11.65) og (11.66) er vist i figur 11.33. Vi ser at nar tasteperioden (7))
er kort, vil vi ha stabilitet nar § > a/2 eller T} > T /2.

Nar tasteperioden er lang, vil vi ha stabilitet nar > a/2—1leller T} >T/2—T

Vi legger merke til at det kontinuerlige systemet karakterisert bare ved uttrykket i
(11.60) vil vere asymptotisk stabilt for alle verdier av 771, mens det diskrete systemet
vil kunne bli ustabilt ved stor tastetid. Som forventet blir grensa for hgyeste for-
sterkning lavere nar tastetida er stor. Dette skyldes gkt fase-etterslep (tidsforsinkelse)
p-g.a. holdeelementet, og kommer til uttrykk i w-plan-analysen i form av faktoren
1 —(T/2)witelleren i (11.61). Denne faktoren gir et nullpunkt i hgyre halvplan og
representerer et “ikke-minimum-fase”-fenomen.

Vi kan, 1 likhet med det som gjgres for kontinuerlige systemer, studere “frekvensre-
sponsen” av uttrykket i (11.61). Vi velger tallverdiene T = T, = 1. Da finner vi ved
bruk av kurvene i figur 11.31

(1—0.5w)(1+0.08w)

h -
o(w) Tiw(1+ 1.08w)

(11.67)

Innsatt w = jv finner vi asymptotiske og eksakte “frekvens”karakteristikker som vist
i figur 11.34, for 7} = 1. Vi legger merke til at fasekurven gar gjennom -180° og vi
finner v g ~ 1.5. Den maksimale forsterkningen systemet kan tale, er ca. 7 [dB]. En
ngyaktigere verdi finner vi i figur 11.33 som

1 1
—=——=238=7.56[dB
T 042 [dB]
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Figur 11.33
Verdier av 8 p=

som gir stabilitet/

ustabilitet

,/ Stabilt \
§
P p=1-—2
) Ustabilt e —1
/
/
/7
¢ 1
™p = a1
_o ea—l
2 ea+1
3 4 5 6 T
a =L
T,
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“Frekvens”karak- 20 i
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11.6 BRUK AV W-TRANSFORMASJON VED SYNTESE AV DISKRET REGULATOR
EKSEMPEL 11.11: Diskret proporsjonal pluss begrenset derivat regulator

Vi skal se pa en kontinuerlig monovariabel prosess som bestar av to integratorer i
serie, som et fgrste eksempel pa bruk av w-transformasjon ved syntese av en diskret
regulator

ha(s) = (11.68)

Ifglge linje 2.1 1 tabell 11.1 vil den w-transformerte transferfunksjonen bli

T
hy(w) = —— = 2 (11.69)

w2

En diskret regulator med transferfunksjon 4,(w) vil nd sammen med uttrykket i
(11.69) gi den diskrete slgyfetransferfunksjonen

ho (W) = hr(w)hu (W) (11.70)

Problemet blir altsa som i det kontinuerlige tilfellet, & formulere en &,(w) som gir
en fornuftig hp(w) ut fra hensynet til stabilitet og respons. Likning (11.69) viser at
h,(w) ma vere av en type som gir positiv fase-korreksjon, for eksempel

1+ Tyw

hy(w) = Kp— 4%
(W) p1+aTdW

(11.71)

som er en diskret “proporsjonal-pluss-begrenset-derivatregulator”. Fgr vi gar videre,
skal vi se pa denne transferfunksjonens tolkning i z-planet ved innsetting av

21—71
= 11.72
Y T1+4+z71 ( )
Vi finner |
2T +T) — (21— T)z
h(z) =K, QL+ 1) = (214 =T)z (11.73)

QaT,+T)— (2T, —T)z

Vi velger T = 2aTy. Valget er ikke kritisk, poenget er bare at 7 ma vare “liten” i
forhold til de gvrige tidskonstanter i 4, (w). Med dette valget vil (11.71) gi
1+ Tyw
hy(w) :Kp—T (11.74)

1+ =
—|—2w
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Figur 11.35
“Frekvens”’karak-
teristikker

for ho(w)

Likning (11.74) sammen med (11.69) gir na den diskrete slgyfetransferfunksjonen

T
1——w
14T
ho(w) = KK — 2 2 (11.75)
w

Vi kan velge a studere (11.75) ved hjelp av amplitude/fase/*“frekvens”-diagrammer
og far da et resultat som vist i figur 11.35, nar 7' = 1. Velger vi for eksempel

T; = 10T, vil vi finne at fasemarginen blir stgrst ved “frekvensen”

v=0.303/T =3.03/T,.

Ved denne verdien av v vil fasemarginen vare ca. 54.5°. Velger vi a legge kryss-
“frekvensen” slik at fasemarginen er maksimal, finner vi forsterkningen i systemet

1
KpK =0.0289

[dB] 60
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40 L

30 [

20

10 [

0r

—10 +

-20

0.001 10 100
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—135° ¢

~180°
f
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-270° ‘ ‘ ‘ ‘
0.001 0.01 0.1 1 10 100



547 EKSEMPEL 11.12 11.6. Bruk av w-transformasjon ved syntese av diskret regulator

EKSEMPEL 11.12: Diskret PID-regulator

Et noe mer komplisert eksempel hentes fra prosessregulering der vi antar en monova-
riabel og kontinuerlig prosess med transferfunksjon

Ke—Ts
hy(s) = 11.76
) = T Ts) (15 Do) (11.76)
ved hjelp av tabell 11.1 finner vi den w-transformerte transferfunksjonen
T IT '
K(1-Zw)[1+2 (L—n)w 1—Zw )
2 T —T1> 2
hy(w) = T (11.77)
(I+nTiw)(1+ plhw) 14+ 2y
2

derm=1/T.

Vi gnsker a utforme en diskret PID-regulator med begrenset derivatvirkning som, jfr.
(11.73), far transferfunksjonen

(1+Tw)(1 4 Tyw)
T
Tiw (1 +§W>

Det vil veere rimelig a velge T; = 71Ty og T; = > T>. Da vil vi fa

he(w) =K, (11.78)

T1T2 m+1
1+ (?’2—71)”’) T,

h-1h 2 (11.79)
Tiw T

ho(w) = KK (

Antar vi at T} > T, og velger vi T = Ty, far vi

m—+1
1+0.087w) [ 1—5W
Tiw

ho(w) = KpK( (11.80)

1+ —w

NN

Faktoren (1 + 0.087w) vil praktisk talt bli uten betydning fordi dens virkning vil
komme et godt stykke over kryss*“frekvensen”.

Vi sitter derfor igjen med en slgyfe hvis asymptotiske amplitudekarakteristikk faller
med vinkelkoeffisienten (-1) innenfor hele det interessante omradet, fordi den siste
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faktoren 1 (11.80) ikke bidrar til amplitudekarakteristikken. Den asymptotiske vin-
kelkarakteristikken starter ved -90° og foretar et sprang pa —(m + 1)180° ved “fre-
kvensen” v=2/T.

Dersom eksempelvis T =275, = 2T, det vil si m = 2, vil vi fa Zhy(jv) = —180° ved
vigo = 0.536/T. @nsker vi et system med fasemargin 45°, finner vi

Zho(jv) = —135° ved v, = 0.263/T. En slik innstilling av regulatorforsterkningen
vil gi en forsterkningsmargin pa AK = 2.04 = 6.2 [dB].

[

11.7 TIDSRESPONS AV DISKRET SYSTEM

W-transformasjonen egner seg darlig til a klarlegge hvordan et diskret regulerings-
system oppfarer seg i tidsplanet. Til dette er z-transformasjonen svart gunstig, som
vi allerede har forklart i avsnitt 11.4.4. Nar vi har syntetisert en regulator i w-planet,
kan vi derfor med fordel ga tilbake til z-planet og via dette finne responsen i det
diskrete tidsplanet.

EKSEMPEL 11.13: Et lukket systems respons i det diskrete tidsplan

Figur 11.36
Tilbakekoplet sys-
tem med diskret
proporsjonal
regulator

Som et eksempel pa dette skal vi se pa det serdeles enkle tilfellet der den konti-
nuerlige prosessen som skal reguleres, er en ren integrator. Vi vil bruke en diskret
proporsjonal regulator slik som vist i figur 11.36. Vi finner den w-transformerte trans-
ferfunksjonen for den diskrete apne slgyfes transferfunksjon av linje 1.1 i tabell 11.1

T
ho(w) = —— = 2 (11.81)

w

Yo y

AT— K Hold

Innsatt z-transformasjonen fra (11.54) finner vi

I—

©

1— —1
K (1 - 1+Z1> -1
L/ g~ (11.82)

21—7"1 1—-z1
T14+z1

ho(z) =
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EKSEMPEL 11.13 11.7. Tidsrespons av diskret system

Figur 11.37
Diskret sprang-
respons

Transferfunksjonen for den lukkede slgyfen blir

y, . ho(z) KTz !
y_o(z) C1+hp(z) 1—(1—KT)z! (11.83)

I det diskrete tidsplanet kan (11.83) tolkes som
y[k] = (1 —=KT)ylk— 1]+ KTyo[k — 1] (11.84)

For en gitt verdi av produktet KT og en gitt sekvens av yglk| er det da lett & finne
sekvensen y[k|, ved a bruke den rekursive formelen (11.84) gjentatte ganger for
k=1,2, ..

Ved a sjekke polene i (11.83) finner vi at for a oppna asymptotisk stabilitet, ma vi ha
0 < KT < 2. Figur 11.37 viser den diskrete responsen y[k| for forskjellige verdier av
KT nar yglk| er et diskret enhetssprang.

Verdiene som ble funnet, gjelder bare i tastetidspunktene, men i dette tilfellet er den
kontinuerlige responsen y(¢) ganske lett a finne. Dette fordi y(¢) er integralet av det

trappeformede (p.g.a. holdeelementet) padraget u(¢). y(¢) ma da besta av rette sam-
menhengende linjestykker. Disse er markert stiplet i figuren.

0.5 s KT =05 05+

1
1.0 \ 4 p == g--—-t 1.0 r—474—7\7—0——/—+—r—0——1——&—1—1——’——0
1

1
0.5+ ) KT =15 0.51 ] \ ! v \ /
\
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11.8 DEN MULTIVARIABLE W-TRANSFORMASJONEN

Gitt et multivariabelt LTI-system med tilstandsrom-representasjonen

X =Ax+Bu
(11.85)
y=0Cx
Vi har
d = AT
. (11.86)
A(T)=A"(®(T)-1)B
Transfermatrisen H(z) blir
H(z) =C(zI—-®) 'A (11.87)
Ved & substituere (11.54) for z, far vi
~1
14+ —=w
H(w) =C Z1-o| A (11.88)
1— EW
Videre utvikling av (11.88) gir
T T !
H(w) = <1—EW)C<5(I+CI>)w+(I—CI>)> A (11.89)
Innfg@rer vi na
@ =eAT = eATers
0g
A=A"1AT —1)B
finner vi etter en del matrisemanipulasjon
T ~ s
H(w) = (1 —Ew) C(wI—A)"'B (11.90)
der
_ AT\ AT

_ AT\ ! AT
B= <7) tanh <7) B (11.92)
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Rekkeutvikling av disse uttrykkene gir

T _i 2 1 4_ 6 1 8_

A_A<I S(AT)? 4 S (AT) = o (AT) o (AT) > (11.93)
B (1— (AT + (A7) —

B_(I]2MU-+H&AH “)B (11.94)

Rekken som forekommer 1 disse to uttrykkene har som vi ser meget hurtig konver-
gens, hvilket betyr at vi som oftest vil kunne klare oss med fd ledd. Nar AT — 0, ser
vi at A — A og B — B hvilket medfgrer

H(w) — <1 — §W> CwI—A)"'B (11.95)

Resultatet 1 (11.90) kan illustreres med et eksempel.

EKSEMPEL 11.14: w-transformasjon av monovariabelt kontinuerlig system

Vi ser pa et monovariabelt kontinuerlig system karakterisert ved

0 1 0
0 —— —
T T
som gir
1
H(s) = h(s) = ——
() = h(s) ST+ T0)
Velger vi T /Ty < 1 (forholdsvis grov tasting), vil vi ifglge (11.93) og (11.94) kunne
skrive
2 1 /T\2
0 l1—— | =
imalrd 0 T B u(n)
- 12 T| | 1 1 (T\?
0 —— 0 —|(1——= =
T Ti 12 Ti
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11. Diskret regulering av kontinuerlige systemer

Sl =
N\
el I
N——

(3]

som gir

Dette resultatet kan kontrolleres mot tabell 11.1, linje 2.2 og det tiln@rmede uttrykket

for som er pafgrt nederst i figur 11.31.
|
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INNLEDNING OG MOTIVERING

I de foregaende kapitlene er det en forutsetning at alle elementene i regulerings-
slgyfen er lineare. Vi husker for eksempel at Laplace-modeller og frekvensanalysen
baserer seg pa antakelsen om at systemer er lineere. Men alle fysiske systemer blir
ulinezre hvis man bare betrakter store nok utsving vekk fra systemets arbeidspunkt.
La oss starte med et enkelt eksempel som viser ngdvendigheten av & inkludere uline-
@re fenomener i flere sammenhenger.

EKSEMPEL 12.1: Ulineariteter som folge av begrensning i padragsorgan

Temperaturreguleringen i figur 9.16 baserer seg pa varmeveksleren i figur 9.15. I
figur 12.1 har vi inkludert en ekstra blokk med en metningsfunksjon. Den angir at
ventilapningen er lik O nar padraget er negativt (1 < 0), og at ventilapningen nar
en maksimal apning nar u = ug. Dette betyr at det reelle padraget inn pa prosessen
vil vaere forskjellig fra det padraget som regulatoren beregner, nar u < O eller nar
u > up. Dersom padraget alltid holder seg i omradet O < u < uy, vil reguleringsslgyfen
vere lineer og all den foregaende teorien kan benyttes. Dersom padraget nar sin
begrensning, ma reguleringsslgyfen behandles som et ulineart reguleringssystem.
Teori for a analysere denne typen systemer er ikke et tema i denne boka.
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Figur 12.1
Regulatorslgyfe
med begrensning
i padragsorganet

v
y u z y
0 - 1 10 1
A9 i L+ Tys 1+ T,s 1+ Tys

I eksemplet ovenfor er det padragsorganet som gjgr at reguleringsslgyfen blir ulinezr.
En annen viktig arsak til at reguleringsslgyfen blir uliner er at prosessen i seg selv er
uliner.

Alle virkelige prosesser er ulinezre. Et eksempel pa dette er reaktoren som model-
leres i1 eksempel 3.6. Den lineariserte modellen avhenger av arbeidspunktet, i dette
tilfellet padrags-niva, og temperatur i reaktoren. Industrielt er det vanlig & handtere
dette ved parameterstyring. Dette betyr at en eller flere regulatorparametre, for ek-
sempel forsterkningen i en PID-regulator, endrer seg med prosessens arbeidspunkt.
Dette blir dermed en uline@r regulator. Parameterstyring vil ikke bli behandlet videre
i dette kapitlet idet fokus er ulineariteter som fglge av begrensning i padragsorganet.
Et annet eksempel pa en ulinezr prosess er vist i figur 9.45 hvor propellen har en
ulinear karakteristikk.

Begrensninger forekommer i mange forskjellige former i reguleringssystemer. Vi skal
na diskutere begrensning i padragsorganet nermere. Dette fenomenet benevnes van-
ligvis metning og er vist i figur 12.1.

Dersom et element drives ut over sin yteevne, vil dette innvirke pa hele systemets
oppfersel. En motor som har en pastemplet ytelse pa 1 [kW], kan ikke yte 2 [kW] i
lengre tid. Det er derimot ikke umulig at den i Kortere perioder er i stand til a prestere
langt mer enn sin merkeeffekt, fordi det ofte er den termiske pakjenningen som set-
ter grensen for langtidsytelsen. Store termiske kapasiteter vil som oftest sgrge for at
kortvarige overbelastninger ikke gir store temperaturstigninger i motoren.

Det forholder seg annerledes dersom motoren eller et annet element pa grunn av ef-
fektbegrensninger (metning) ikke er i stand til a yte mer enn sin merkeeffekt (padrag).
Det er tilfellet med en reguleringsventil som ikke kan gi mer enn full apning i den
rgrledningen den er montert. Likeledes vil en elektronisk forsterker bare kunne levere
strgm innenfor et begrenset omrade. Utenfor dette omradet “gar den i metning”. Der-
som et eller flere elementer i et reguleringssystem gar i metning mens de utfgrer sine
reguleringsfunksjoner, er det klart at reguleringsforlgpet ma bli annerledes enn om de
hadde vert lineere (ubegrensede). Systemet kan da ikke analyseres ut fra de linezre
metodene som er beskrevet foran, men det er ikke ngdvendigvis slik at systemet er
ubrukbart fordi elementer gar i metning en gang i mellom. Det er snarere slik at sys-
temet er litt for rikelig dimensjonert, dersom ingen av elementene noen gang nar sine
metningsverdier under utfgrelse av sine reguleringsfunksjoner.
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12.2. Metning. Amplitudebegrensning

I dette kapitlet skal vi se pa hvordan vi kan konstatere om noen av systemets elemen-
ter nar sine metningsverdier og hvor stor effekt elementene leverer.

12.2 METNING. AMPLITUDEBEGRENSNING

Figur 12.2
Elementer som
kan ga i metning

Figur 12.2 viser statiske karakteristikker for noen typiske elementer fra regulerings-
teknikken. De er alle karakterisert ved at de har en gvre og nedre begrensningsverdi,
mer eller mindre skarpt definert. Slike elementer eller fysikalske relasjoner kan fore-
komme pa de forskjelligste steder i reguleringssystemer.

)

Tu
o—_

|
4

T
|

Ap

q\ ) €4

Ap = konst. i

Reguleringsventil Transistorkrets Likestromsgenerator

Figur 12.3 viser noen enkle eksempler pa systemer med et element som kan ga i
metning, men som forgvrig kan beskrives med lineare relasjoner (transferfunksjoner
h(s)). De mest betydningsfulle inngangs- og utgangsvariable er ogsa antydet. Ved
hjelp av analysemetoder for linezre systemer kan vi na lett finne ut betingelsene for
at metning ikke skal inntre. Vi kan derimot ikke uten videre finne ut hva som skjer
dersom metning inntrer.

Kjenner vi formen pa inngangsvariabelen til hele systemet, kan vi i alle fall i enkle
tilfeller finne formen pa variabelen u foran det elementet der metningen inntrer. Et
vesentlig forhold er at de variables stgrrelse (amplitude) overalt i linezre systemer vil
vare proporsjonale. Har vi funnet formen av u for en stgrrelse av inngangsvariabelen,
kan vi direkte finne den amplituden av denne variabelen som vil medfgre metning.
I tilfeller der slik metning medfgrer darligere ytelser av systemet, har vi dermed fatt
en viktig opplysning.
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Figur 12.3
Systemer med et
element som
kan g i metning

12.2.1

r(0)  u(r) y(0) r(1)

v(t)

u(t)

b)

(1)

1 A4

/— hy hy

J\ u(t)
r(1) -
% h

Undersokelse av metning i tidsplanet

c)

Som kjent kan vi 1 et linezrt system prinsipielt finne responsen hvor som helst, for-
utsatt at inngangsvariablene er gitt. Selv om vi for a konstatere metning bare trenger
a finne maksimalverdien av signalet umiddelbart foran metningselementet, kan det
imidlertid innebare svart tidkrevende beregninger dersom disse foretas i tidsplanet.

Antar vi at det elementet som kan ga i metning, har en forsterkning lik 1 innenfor sitt
lineere omrade, finner vi for de tre systemene som er skissert i figur 12.3:

System a) “ (s) =N(s)

r
System b) —(S) = —h3hah N
System ¢) —(s) = 1NN,

1
derN———
R AN
1
derN=—
N T hihohs
1
der Ny = A
2
Vb hyhy—2
o
1
og N, =

1+ hyhs

(12.1)

(12.2)

(12.3)
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12.2.1.  Undersgkelse av metning i tidsplanet

u(t) finnes ved inverstransformasjon av u(s) i disse uttrykkene. Dette illustreres ved
et eksempel, der vi velger system a) i figur 12.3. Vi antar da gitt:

r(t) =ro <1—e_TLO) , detvil si r(s) :s(l—:—OTos)
1
h =—
1(S) Tls
ha(s) =
Da blir
roT
u(s) = 124
= T 7)1+ 1) (24
roTh (_L _L)
t) = — h—e T 12.5
)= o (7 e (125)
. . du
Vi bestemmer na i 0 og finner
To
o\ T-Tp
Umax = 10 (T()) L (12.6)
1
ved T T
= e (12.7)
To—T\ T

Nar vi kaller metningsgrensen av u for u,,, finner vi den maksimale stgrrelsen av rg
som ikke gir metning i systemet:

-1y
FOmax = Um (Fl) (12.8)

Fomax/Um fra (12.8) er vist grafisk i figur 12.4. Denne figuren viser tydelig at nar
inngangssignalet blir “mykere”, det vil si Ty stgrre relativt til systemets tidskonstant
Ti, kan det tales en stgrre verdi av r( uten at systemet gar i metning.
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Figur 12.4

Fomax /Um SOM
funksjon av Ty /T,

I
0 max

llm

4.0

2.0

Sy

Vi ser av dette enkle eksemplet at de beregninger som ma utfgres, er forholdsvis
omfattende. For et mer realistisk tilfelle ville det knapt nok vere mulig a fa fram
et hensiktsmessig svar ved analytiske metoder og uten bruk av datamaskin. Det kan
derfor vaere behov for a benytte andre betraktningsmater.

12.2.2 Undersgkelse av metning i frekvensplanet

Dersom r(t) kan beskrives med fglgende uttrykk

r(t) = risinoyt 4 rysin(@yt + @2) + ... (12.9)

finnes u(¢) for system a) i figur 12.3 pa fglgende mate

u(t) =ri |N(]a)1)] sin(w1t+ ZN(j(Dl))-i-

. . ) (12.10)
rn|N(jw)|sin(mt + @2+ ZN(jwn)) + ...
Dersom vi i (12.9) har @, = nw, vil r(t) vere periodisk med grunnfrekvens ;.
Tilsvarende uttrykk som (12.10) finnes for de andre systemene i figur 12.3.

Stgrrelsene |[N(jw)| og ZN(j) tas ut fra systemets frekvensdiagrammer. Det opp-
star imidlertid et visst problem med bestemmelse av up,x, fordi de forskjellige fre-
kvenskomponentene har forskjellige fasevinkler. En god tilnermelse til den riktige
verdien kan vi fa ved a regne ut effektivverdien ueg av u(r) og sa ansla umay ut fra
denne.

Vi har tidligere i avsnitt 6.5.1 utledet hvordan effektivverdien kan finnes, og far

et = IV RINGjon)|2 + BINGn)2 +.) (12.11)
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EKSEMPEL 12.2 12.2.2.  Undersgkelse av metning i frekvensplanet

Avhengig av amplituden og fasen til de forskjellige frekvenskomponentene, vil vi na
kunne fa forskjellige forhold mellom maksimalverdi og effektivverdi. I et virkelig
signal som har en tilfeldig natur, vil det ikke ha sa@rlig mening a angi dette forholdet
med stor presisjon. Det vesentlige er som nevnt at systemet ikke gar i metning en
stor del av tiden. At systemet gar i metning et lite gyeblikk en gang i mellom vil
vanligvis ikke vare sarlig skadelig. Vi kan derfor som oftest ansla forholdet mellom
maksimalverdi og effektivverdi med tilstrekkelig grad av ngyaktighet, nar vi vet at

u

X — V3 for u(t) = trekantkurve
Ueff
u :
max _ /2 for u(t) = sinuskurve
Ueff
u

= for u(t) = firkantkurve
Uetf

Hvis vi i et foreliggende tilfelle anslar forholdstallet (“formfaktoren”) lik e, finner vi
derfor umax = Qtuegr. Denne verdien benytter vi sa i et uttrykk helt tilsvarende det som
er utledet i (12.8) til bestemmelse av maksimalt tillatelig amplitude av inngangssig-
nalets komponenter.

EKSEMPEL 12.2: Retningsstabilisering av plattform i rullende skip

For det spesielle tilfellet at systemets inngangssignal er rent sinusformet, vil forhol-
dene bli enklere. Slik er det eksempelvis ved retningsstabilisering av en plattform
ombord i et skip som ruller, nar det antas at rullebevegelsen er ner sinusformet. Et
slikt retningsstabiliseringssystem vil gjerne ha et blokkdiagram som vist i figur 12.3
¢). Da vil vi ha

hi(s) = K; = konstant

K3
ha(s) = = (forsterker + mot
2(5) (5 Tis) (11 o) (forsterker + motor)
K3T
h3(s) = 1 j_;:s = (intern tilbakekopling)
Ky

hs(s) = — = (motor + gir)
s

Nar vi igjen antar at inngangssignalets amplitude er r; og metningsnivaet u,,, vil

forholdet .

h1N1N,

’1max

Um
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Figur 12.5
Amplitude/fre-
kvens-diagram

for dette systemet finnes av den asymptotiske karakteristikken for |2; N1 N>| som vist
ifigur 12.5.

Av det foregaende skulle det framga at det er relativt lett & finne (tiln@rmet) om et
system som er under dimensjonering vil kunne beherske de signalamplituder som
forekommer, uten at noe element gar i metning. Vi ser at systemet gjerne kan ha en
rekke metningselementer plassert pa forskjellige steder, uten at det forandrer under-
sgkelsesmetoden. Det element som fprst gar i metning vil bli avgjgrende for hele
systemet
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12.3 EFFEKTBRUK | REGULERINGSSYSTEMER

Den momentane effekten (P(r) [Watt]) som formidles av kraftorganene i et regule-
ringssystem vil, avhengig av arten, kunne uttrykkes ved:

Elektrisk effekt: ~ P(t) =e(2)i(¢) der e = spenning [Volt]
i = strgm [Ampere]

Mekanisk effekt:  P(t) =d(¢)n(t) der d = dreiemoment [Nm]
n = hastighet [rad/s]

Hydraulisk effekt: P(r) = p(t)q(t) der p = trykk [N/m? = 10° bar]
g = strgmning [m?> /s]

Variablene (spenning, strgm og liknende) i disse likningene er avhengige av inn-
gangssignalene som pavirker systemet. I et linezrt system med kjente parametre kan
vi finne disse variablenes Laplacetransformer hver for seg. Laplacetransformen av ef-
fekten finner vi av uttrykket i (4.20). I tilfelle av for eksempel elektrisk effekt, finner
vi

= %jr/e(s—w)i(w)dw (12.12)

P(s)

I" er her en integrasjonsbane som foreskrives avhengig av singularitetene i e(s — w)
og i(w).
Det er mulig 4 finne en lgsning av (12.12) i de enkleste tilfeller. Nar P(s) er funnet,

kan P(t) bestemmes ved invers Laplacetransformasjon. Av formen pa denne kan vi
sa utlede viktige dimensjoneringsstgrrelser for kraftorganene.

I uttrykkene for effekt legger vi merke til at siden begge de to stgrrelsene som inngar
i produktformen vil gke proporsjonalt med gkningen av et vilkarlig inngangssignal
pa systemet, vil effekten gke med kvadratet av inngangssignalets stgrrelse. Patrykker
vi et dobbelt sa stort signal, vil altsd effektbehovet bli fire ganger sa stort.

Nar det gjelder beregning av effektbehovet er det ogsa gnskelig med en forenklet
teknikk. Vi kan utlede en slik ved hjelp av frekvensanalytiske betraktninger.

Dersom inngangsvariabelen til et line®rt system kan beskrives med en sum av si-
nussvingninger (om enn tilnermet), slik som gjort i (12.9), vil de to komponentene
som inngar i effektlikningene (e og i), ogsa kunne beskrives med liknende summer
der de samme frekvenskomponentene forekommer.
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Vi innfgrer na frekvensresponsene:

g1(j0) = ~(jo)
; (12.13)
g(jo) = ;(ja))
og finner
e(t) =ri|g1(jo)|sin(wt+ Zgi(jor)) + ...
(12.14)

i(1) = ri|g2(jo)|sin(@r + Zg2(jon)) + ...

Uttrykket for den momentane effekten som framkommer ved a multiplisere de to
uttrykkene i (12.14) med hverandre, vil selvsagt bli ganske komplisert hvis vi har
mange forskjellige frekvenskomponenter. Men dersom vi tillater oss a midle over
en tid som er mer enn en periode av den laveste frekvensen, finner vi at den totale
effekten som formidles av systemet, kan uttrykkes ved

1
Pot = E(rﬂganz] |+ 31812/ 822] + 131813 [g23 | +--) (12.15)
der g1; = 81(j®;) 0g 82j = 82(j®;)
Likning (12.15) framkommer fordi komponenter med forskjellig frekvens i1 e og i
ikke har effekt med hensyn pa hverandre. Denne totaleffekten bestar av en aktiv og

en reaktiv komponent. Den aktive effekten er den som “koster noe”, og finnes av
uttrykket:

1
P, =~ (r}|g11]lga1| cos(ZLg11 — Zga1)+
2 (12.16)

r3)|g12]|g22] cos(Zg1a — Lgan)+

Den reaktive effekten sirkulerer i systemet. Maskineriet i systemet ma imidlertid
dimensjoneres for a yte totaleffekten i (12.15). Stgrrelsene i (12.15) og (12.16) kan
alle finnes av systemets amplitude/frekvens-karakteristikker.



563

EKSEMPEL 12.3 12.3. Effektbruk i reguleringssystemer

EKSEMPEL 12.3: Effektbruk i servomekanisme

Figur 12.6

Blokkdiagram for
servomekanisme

Vi skal se pa en servomekanisme skissert i blokkdiagrammet i figur 12.6. d og n er
henholdsvis dreiemoment og hastighet av motoren. & (s) og hy(s) er transferfunksjo-
ner for signal- og effektforsterkende elementer, og /13(s) er en stabiliserende tilbake-
kopling. J er de roterende massenes treghetsmoment referert til motorakselen, og k
er giroversettingen

= —(s) ==(s)-Js" = M(s)~ 12.1
§15) = 5(5) = 2(5) 5% = M(s) s (12.17)
(5)="(9) =2 (5) rs = M(9)- (12.18)
gzs—rs—rsks— sks .
For det tilfellet at
r(t) =n sin(a)lt)
finner vi av (12.15)
1 J rri\2 .
Ptot=§r%|g11||gz1|=§<%> M (jon)|*w? (12.19)

Fordi (Zg11 — £g21) = —m/2 for alle m, ser vi av (12.16) at

P, = aktiv effekt =0

Dette betyr bare at vi ikke har regnet med noe forbruk av effekten. Den oscillerer
bare mellom effektkilden og systemets svingmasse. Selv om den aktive effekten er
lik null, ma selvsagt motoren dimensjoneres for & kunne handtere denne effekttrans-
porten.

h ) ho Lol 1 PR I

| O P - :
hy

Av (12.19) kan vi trekke fglgende viktige konklusjoner:

Den totale effekten som formidles av motoren, er proporsjonal med:
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* De roterende massers treghetsmoment (J).

» Kvadratet av inngangssvingningens amplitude, r%, det vil si at dersom vi gnsker
dobbelt sa stor svingeamplitude, fordres det fire ganger sa stor motor.

+ Kvadratet av fglgeforholdet (|M(j®)|?). Da |M| = 1 for @ < @, betyr dette at
effekten for svingefrekvenser lavere enn @, er tilnermet uavhengig av system-
parametrene.

* Tredje potens av svingefrekvensen, @, det vil si at hvis vi gker svingefrekven-
sen for @ < @, til det dobbelte, vil effekten bli atte ganger sa stor. @nsker vi &
gke systemets bandbredde (,) til det dobbelte, fordres det atte ganger sa stor
motor. En stgrre motor vil dessuten fa stgrre treghetsmoment, slik at forholdet
blir enda verre.

Disse enkle betraktningene lerer oss at den effektmessige dimensjoneringen av ele-
mentene i et reguleringssystem er av stgrste viktighet. Alt for mange regulerings-
systemer dimensjoneres for svakt, med den fglge at de ikke tilfredsstiller rimelige
spesifikasjoner.

12.4 BESTEMMELSE AV DEN REALISERBARE BANDBREDDEN w- AV ET REGULE-
RINGSSYSTEM

De konklusjonene som er trukket i avsnittene foran, om sammenhengen mellom met-
ning/effektbegrensning og oppnaelig bandbredde, kan reformuleres pa forskjellige
mater. Vi tar for enkelhets skyld utgangspunkt i systemet i figur 12.6 og ser fgrst pa
det tilfellet at motorens dreiemoment (d) har en metningsgrense (d,;).

Av (12.17) finner vi

d(s) = M(s)%]szr(s) (12.20)

Nar r(t) = ry sin(w;¢) og nar
M(jo)|~1 for o < @ og

2 (12.21)
M(jo)| < <%> for @ > @,

vil den maksimale frekvensen (@, ) (bandbredden) som tillates uten at dreiemoment-

grensen (d,,) nas, bli
W, = (J%) (12.22)
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12.4. Bestemmelse av den realiserbare bandbredden @, av et reguleringssystem

Tilsvarende finner vi nar motoren er valgt, at den maksimale amplituden (r;) av
inngangssignalet som kan tillates, er

dpmk

Flmax = m

(12.23)
Dreiemomentgrensen (d,,) vil vanligvis veere gitt og forarsaket av den kraftforsterke-
ren som driver motoren, og ikke av motoren selv. Dersom kraftforsterkeren er rikelig
dimensjonert, kan det tenkes at det er effektbegrensningen for motoren som setter
grensen.

Utfra (12.19) finner vi den maksimale frekvensen (@) (bandbredden) som tillates
uten at motorens effektgrense (P,,) nas, av

2p, i\ 3
o, = ( J";% ) (12.24)

Tilsvarende finner vi at nar motoren er valgt, vil den maksimale amplituden (r;) som

kan tillates, vaere
2P, k2 \ 2
Flmax = <—J’(Z3 ) (12.25)

Ovenstaende resultater (12.22)-(12.25) kan etterprgves for en konkret elektrisk motor
(type INLAND TT5301A) som er karakterisert ved

P,, = 4000 [watt]
dy, =136 [Nm]
J=2-Jyuo=280-10"3 [kgm?]

Jmo = motortreghetsmoment

Anta at giroversettingen er
1

k= —
100

og gnsket maksimal amplitude
ry = 1
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Da gir (12.22) D

0., = (ﬁ) : = 4.12 [rad/s] (12.26)
og (12.24) oo 1

o, = (W) = 2.15 [rad/s] (12.27)

Nar disse to svarene er litt forskjellige, er det bare en indikasjon pa at metoden er
tilnermet, men vi far en god pekepinn om hva som kan oppnas.

Hadde vi antatt en giroversetting k = 1/10 ville vi fatt

., = 13 [rad/s] (12.28)

0g
®c, = 10 [rad/s] (12.29)

Resultater som ovenstaende vil vare helt avgjgrende for dimensjonering av regu-
latorparametre og/eller knekkfrekvensen i seriekompensatoren som ble diskutert i
kapittel 9.

12.5 PADRAGSMETNING | SYSTEMER MED INTEGRERENDE REGULATOR

Alle padragsorganer viser i praksis “metning” i en eller annen form. En ventil kan
for eksempel ikke levere mer vaske enn svarende til full apning og kan ikke mer enn
stenges.

Nar et padragsorgan med metning styres av en regulator med integrerende virkning
(I-regulator, PI-regulator eller PID-regulator), ma vi sgrge for at integratoren (inte-
gralvirkningen) ikke fortsetter a bygge seg opp selv om det etterfglgende elementet
(ventilen) er gatt i metning. En slik “integrator-overlading” (eng: integrator wind-
up) vil det kunne ta lang tid a lade ut igjen.

Dette problemet kan lgses pa flere mater. Alle kommersielt tilgjengelige regulerings-
systemer er utrustet med en “anti-overlader” (eng.: anti wind-up) i en eller annen
form.

Den mest vanlige lgsningen benytter seg av en logisk krets (eller algoritme) som
stopper integrasjonen og holder integratorens utgangsverdi, nar regulatorutgangen
overskrider padragsorganets metningsgrenser (gvre og nedre).
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EKSEMPEL 12.4: Pl-regulator med “anti-overlader”

Figur 12.7 viser et blokkdiagram som beskriver denne metoden i et system med en PI-
regulator som regulerer en prosess gjennom en ventil. Ventilen har metningsgrensene
Umax = +1 0g Umin = 0.

Figur 12.7 )
System med Yo u y
anti-overlader O K, C O h,(s)
I
_ ; A |
Lo I
B
Lo T .
I
I

K
hy(s) = o 12.30
() =7 (12.30)
Nar den lineare regulatoren velges som
1+T;s

med 7; = T, kan vi benytte forsterkningen som ble funnet i eksempel 9.6. Se ogsa
eksempel 9.18.
1 Tirm

P K14
Med eksempelvis: K =1, T =5 og T = 2 gir dette

5
Tizs,Kp:§§:1963

T
w180 = Z =0.785

T
o, = - =0.393
8



12. Begrensninger i line®re reguleringssystemer EKSEMPEL 12.4 568

Vi antar videre at yp = 0.5 = konstant og at forstyrrelsen v er en firkantpuls fra O til
—0.7 av varighet Ty = 20 [s].

Figur 12.8 viser tidsresponsen av forskjellige variable i systemet med og uten anti-
overlader-koplingen i bruk.

Figur 12.8 v
Respons i u og T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ _
utgang y ved 0 20 3 0 50 60 70 80 1[s]
sprang i v med og on J{ v

uten anti-overlader

21 ‘ — Uyten

o Umed

fysisk padrag

10 20 30 40 50 60 70 80  1[s]

0.5 - SR R — '\Y

10 20 30 40 50 60 70 80 7 [s]

Problemet oppstar altsa etter at forstyrrelsen er over, nar integratoren feilaktig er “opp-
ladet”. Responsen 1 figur 12.8 er generert med simulink-filen i figur 12.9.

Figur 12.9

Simulinkvindu

konstant

1

5s+1
transferfunk.

tids—
forsinkelse

t Integrator

oppslags- lu(t) u(h) l
- y(t)
tabell =1 for e PPy

0<x< signal fysisk
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A.1 Lineeere transformasjoner. Matriser 572
A.2 Derivasjon av matriser og vektorer 580

Dette appendiks skal gi en kort innfgring i matrisealgebra.

En mengde av tall som er ordnet i rekker og kolonner

ayil a2 - - dip
ay dzp - - dyp
A= | . . . (A.1)
| Aml Am2 - * Qmn

kalles for en matrise. Tallene 1 matrisen, a;;, Kalles for elementer i matrisen. Den
fgrste indeksen, i, indikerer nummeret pa raden som elementet befinner seg i, og den
andre indeksen, j, indikerer kolonnen.

Vi kan ogsa symbolisere matrisen som vist til hgyre i (A.1), dvs. som en “mengde av
elementer a;;”. Dette vil vi benytte senere.

Vi kaller en matrise som har m rader og n kolonner for en m X n-matrise.

Dersom antallet kolonner i en matrise er 1, n = 1, har vi en kolonnevektor. Dersom
antallet rader 1 en matrise er 1, m = 1, har vi en radvektor.
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A.1 LINEARE TRANSFORMASJONER. MATRISER

Dersom to sett av tall xj, xp, ..., X, 0g y1, Y2, ---» ¥m €r avhengig av hverandre pa
en slik mate at hvert element i det ene settet er en lineer kombinasjon av elemen-
tene 1 det andre settet, sier vi at det ene settet er avledet av det andre ved en lineer
transformasjon. Vi kan da ha

Y1 =apXxy+apxy+...+amxx,

Y2 = az1x1 +anxy+ ... + axpxy

(A.2)
Ym = A1 X1 + Am2X2 + ... + QunXp
Man kan fremstille likning (A.2) som to kolonne vektorer og en matrise
y = Ax (A.3)

T

Y= [yl V2o ym} = m-vektor
T

X:[xl X3 ... xn} = n-vektor

der T betyr transponert.

A.1.1 Egenverdier og egenvektorer

Figur A.1
Vektorer i et tredi-
mensjonalt rom

Vi skal til & begynne med betrakte linezre transformasjoner der vektorene y og x
har samme dimensjon, n. A blir da en kvadratisk n x n-matrise, og y og x vil vare
vektorer 1 det samme vektorrommet. Likning (A.3) uttrykker hvordan en vektor x
kan transformeres over til en vektor y i det samme n-dimensjonale rommet. Dette er
illustrert med et 3-dimensjonalt tilfelle 1 A.1.
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Et spesielt tilfelle er nar y er et skalart multiplum av x. Vi har da

y = Ax = Ax (A.4)
der A er en skalar.
Vi kan omformulere (A.4) til
Ax—Ax=(AI-A)x=0 (A.5)
[1 0 - - 0]
0 1 0
I=1- . . - | = identitetsmatrisen
0 0 - 1]

(A.4) er et sett homogene likninger med komponentene til x som ukjente. For at en
ikke-triviell lgsning (i.e. alle komponentene er null) av dette systemet skal eksistere,
ma determinanten til systemet vere lik null,

det(A—AD) = |A— A1 =0 (A.6)

Fullt utskrevet vil (A.6) anta formen

ajp—A  anp - - ai
ay;  axn—A - - axy
(A.7)
anl g - - am—A

Venstresiden av (A.7) er et polynom av grad n i A. Vi kaller dette polynomet for det
karakteristiske polynomet til A. Likning (A.6) kalles den karakteristiske likningen til
A.

En vektor x = m som tilfredsstiller (A.4) kalles en egenvektor og den tilhgrende ska-
lare stgrrelsen, A;, kalles en egenverdi. En n x n-matrise som den i (A.4) vil ha n
egenvektorer og n egenverdier.

En n x n-matrise har minst 1 og hgyst n forskjellige egenverdier, fordi egenverdiene
er rgttene til det karakteristiske polynomet. Likning (A.7) viser at egenverdiene vil
veere lik elementene pa diagonalen for en diagonalmatrise (a;; = 0, i # ).
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EKSEMPEL A.1: Egenverdiene til en matrise

En 2 x 2-matrise

A=

ar alZ]

azp az
vil ved innsetting i (A.7) og utregning fa en karakteristisk likning

A% —(ay; +an)A + (ayjaxn —apazy) =0

som har lgsningene

_antan+t V(a1 +axn)?—4(anan —ana)

M >

= ay +axy —+/ (a1 +axn)? —4(ajaxn —apay)
2

Egenverdiene kan vere reelle eller kompleks konjugerte. Dersom et systems orden
er stgrre enn 2, er det mest hensiktsmessig & bestemme egenverdiene ved hjelp av en
datamaskin (f.eks. i MATLAB).

Nar egenverdiene er bestemt, kan vi finne et tilsvarende antall egenvektorer ved a set-
te de forskjellige egenverdiene inn i (A.4). Siden determinanten for likningssystemet
er lik null, kan vi ikke finne alle komponentene i m;. Vi kan imidlertid velge en av
elementene i m; og bestemme de andre ut i fra denne. Dette skyldes at alle vektorer
med samme retning som en egenvektor, vil vere egenvektorer til A. Egenvektorenes
lengde er derfor ubestemte. Vi bestemmer ikke egenvektorene til en matrise A, men
et sett med egenvektorer.

Hvis egenverdiene til et sett egenvektorer er forskjellige, er egenvektorene lineaert
uavhengige. At vektorer er line®rt uavhengig, betyr at en eller flere av vektorene
ikke kan dannes ved en line@r kombinasjon av de gvrige. Dette skal vise seg a ha
betydning senere. Egenvektorer kan i likhet med egenverdier ha reelle og komplekse
komponenter. En egenvektor med komplekse komponenter kan vanskelig visualise-
res i et enkelt aksesystem som i figur A.1 siden det trenges en ny dimensjon for a
skille reelle og imaginare deler.
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A.1.2 Matriseoperasjoner

Med matriser kan man utfgre en lang rekke operasjoner som svarer til de som utfgres
med skalare stgrrelser. En kan f.eks. utfgre multiplikasjon av to matriser. Rekkefgl-
gen av matrisene er helt avgjgrende for resultatet. Dette er ikke tilfelle for skalare
stgrrelser. I dette avsnittet skal 2 matriseoperasjoner diskuteres, transponering og
inversjon.

En matrise
A = {aij}

er karakterisert ved sitt generelle element a;; i rad i og kolonne j. Den transponerte
av matrisen
T
A" ={aji}

er karakterisert ved at rader og kolonner er byttet om i forhold til den opprinnelig
matrisen.

Nér A, B, C er vilkérlige matriser har vi (ABC)” = CTBT AT,

Den inverse matrisen til en kvadratisk matrise A er definert som den matrisen vi ma

multiplisere A med for a fa identitetsmatrisen. Vi betegner den inverse matrisen med
A~ 1
ATTA=1 (A.8)

eller
AA =1 (A.9)

Den inverse av en matrise A er gitt ved

_adjA  adjA

Al = =
|A| det A

(A.10)
adj A = {AV}T (A.11)
AY = (—1)""/U;; = kofaktoren til ¢;; i A

U;; = underdeterminanten til A

Underdeterminanten til A fremkommer ved a stryke rad nr. i og kolonne nr. j i deter-
minanten til A.
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EKSEMPEL A.2: Den inverse av en matrise

Vi skal finne den inverse av

1
A= |1
1

—_— N O
N =

For a finne adj A ma vi fgrst beregne kofaktorene til A

=(-1)%(2-2—1-1)=3
R_(—1Pa-2-1-1)=-1
Bo(—D*11-2-1)=-1
= (-10-2-2-1)=
P=(-1H12-2-1)= (A.12)
B_(-10-1-0-1)=—1
M=(=1D*0-1-2-2)=—4
2 —(—1PA-1-2-1)=1
B¥—(-Db1-2-0-1)=2
Vi setter deretter sammen adj A i henhold til (A.11)
3 2 —4
adj A={AY}=|-1 0 1 (A.13)
-1 -1 2
Deretter finner vi determinanten til A
detA=1-(2-2—1-1)—0-(1-2—1-1)+2-(1-1-2-1)=1 (A.14)
Likning (A.10), (A.13) og (A.14) gir
3 2 —4
AT={ANT =11 0 1
-1 -1 2



577

A.1. Lineare transformasjoner. Matriser

Av (A.10) fremgar det at betingelsen for at den inverse matrisen skal eksistere, er at
|A| # 0. En matrise som har denne egenskapen, kalles ikke-singulzer eller reguleer.
Dersom |A| = 0 kalles matrisen singulaer.

For de ikke-singulere matrisene A, B, C gjelder (ABC)_1 =C'B 1A,

A.1.3 Similaritetstransformasjon. Diagonalisering

A undergér en similaritetstransformasjon dersom S er en ikke-singular n X n-matrise,
og en ny matrise B dannes fra A ved transformasjonen

B=S"'AS (A.15)
Vi er interessert i hvordan det gar med egenverdiene og egenvektorene til en matrise
som fglge av similaritetstransformasjonen. Vi kaller en egenvektor til A for my og

en egenvektor til B for mp.
BmB = QLBmB (A16)

Innsetting av (A.15) gir
S_IASmB = leB

Vi formultipliserer med S
A(SmB) = XB(SmB)

Vi sammenligner dette med

AmA = QLAmA (A17)
Resultatet blir at
A= Ap (A.18)
0og
my = SmB (A19)

A og B har altsa de samme egenverdiene mens egenvektorene er gitt av en linezr
transformasjon over matrisen S.
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En spesiell similaritetstransformasjon transformerer A til en diagonalmatrise.

M 'AM=A

A er en diagonalmatrise. Diagonalleddene i A er egenverdiene til A.

A, O

0 A
A=

0 0

0]
0

An

For a finne M formultipliserer vi (A.20) med M og far

Utvikling av hgyresiden gir

mi

mai
MA =

Uon!

mo1 Ay

AM =MA

mi2

ma3

ny2

myAr mphs

my Ay

(M A mpdo

mip

may

Myp |

mlnln

map An

mnn)bn_

A, O
0 A
0 0

Vi innfgrer vektorer for a representere kolonnene i M

(A.22) og (A.23) kan na skrives slik

A mp, mp,

M= [mu my,

)

ey mn] = [l]ml, Aomy,

(A.20)
(A21)
(A.22)
.
0
2]
(A.23)
(A.24)
/lnmn,] (A.25)
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Dette viser at
Ami = ),,-m,- (A26)

Likning (A.26) viser at kolonnene i M er egenvektorer til A.

Dersom en matrise A er ikke-singular og ikke har sammenfallende egenverdier slik
at egenvektorene ikke er linezert avhengige, vil |M| # 0 slik at M~! eksisterer. Det er
alltid mulig a finne en similaritetstransformasjon som transformerer A til en diago-
nalmatrise dersom disse vilkarene er oppfylt.

EKSEMPEL A.3: Egenvektorene og egenverdiene til en matrise

Vi tar utgangspunkt i matrisen

—7 4 -4
A=|4 -7 =2
—4 4 -—13

Vi vil bestemme matrisens egenverdier og deretter et sett av egenvektorer. Likning
(A.7) gir
A3 +27A7 42074 +405 =0

Rgttene til denne likningen som er lettest a finne ved hjelp av datamaskin (f.eks. ved
hjelp av MATLAB), er A; = —3, A, = —9 og A3 = —15. Likning (A.26) benyttes for
a bestemme de tre egenvektorene. Egenvektoren m; bestemmes pa fglgende mate

—Tmyy +4my) —4mz; = —3myy

4m11 —7m21 —ZM31 = —3WL21 (A.27)
—4my1 +4my — 13m31 = —3m3,

Vi kan velge ett av elementene i m; fritt fordi egenvektoren kan ha vilkarlig lengde.
Vi velger m; = 1. Den fgrste likningen i (A.27) gir my; —m3; = 1. Ved ogsa a se pa
den andre likningen i (A.27), kommer vi fram til my; = 1 og m3; = 0. Dersom vi gjgr
det samme for de to gvrige egenvektorene, finner vi til slutt en egenvektormatrise

=

Il
O = =
— = O
N O =
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Vi vil na bestemme den inverse av egenvektormatrisen ved hjelp av (A.10).
| 2 1 -1
M ! = - |-
3 2 2 1
I -1 1

Vi kan kontrollere resultatet ved a benytte (A.20)

121—1 7 4 —47[101 30 0
M—IAM:§ 22 1 4 -7 2| |110l=10 -9 0 (A.28)
1 =1 1| |-4 4 —13| (012 0 0 —15

Vi ser at den siste matrisen er lik egenverdimatrisen til A.
|

A.2 DERIVASJON AV MATRISER OG VEKTORER

Den deriverte av en tidsvarierende matrise X(z) er per definisjon matrisen av deriverte
elementer:

X(t) = {xij(1)} (A.29)
Den deriverte av en vektor (som kan betraktes som en (n x 1)“matrise” blir da

x(t) = {i:(1)} (A.30)

Den deriverte av en konstant matrise ganger en tidsfunksjon er:

d

S WAl = S Waih = F0)A (A31)

Den deriverte av et produkt av to matriser bestaende av tidsfunksjoner X (¢)Y/(¢) er:

d(X(1)Y(1))

- =X()Y(#)+X()Y() (A.32)

Vi merker oss at regelen svarer til den vi kjenner fra det skalare tilfellet. Det eneste
vi ma passe pa, er multiplikasjonsrekkefglgen.

Bevis av (A.32):
Vi definerer Z(t) = X (1) Y (¢).
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Vi har

Z(t) = {zm} = {me,y,n} (A.33)

(A.33) innser vi ved a studere figur A.2.

Figur A.2 n
Matrise-
multiplikasjon
J
1
i,
m Z”’H’I
X Z
Vi deriverer (A.33):

Z(t) = {zmn} = {% (mejyjn> } = {Z(xmﬂjn +xm]-yj,,)}

= {memn} + {chmjy]'n} =XY +XY
7 7

(A.34)

A

(A.32) kan brukes ved utledning av (3.22) slik som skissert i fotnoten pa samme side.
Dette overlater vi til den interesserte leser.
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Laplacetransformasjons-par

TABELL B.1 Laplacetransformasjons-par

APPENDIKS $

f(s) f(t)
1. |1 o(1) enhetspuls ved 7 =0
1
2. | - (1) enhetssprang ved t = 0
s
3. 2 U (1) =ty (1) enhetsrampe
4 ! ! "y (1) er et positivt heltall
= n
s" (n—1)! H P
1 _ .
5. -e® w(t—a) enhetssprang it = a
s
1 _
6. | —(1—e™) w(t)— i (t—a) rektanguleer puls
s
7. ! e
s+a
1 1
8. —(1—e™)
s(s+a) a
1 1
9. —at —bt
Gra6t) | p=a® )
10 S —e “sin(bt)
| (s+a)?+b?
1 1
11. e S sin(/1— 2ot
s2+28wys + @f | wpy/1— (2 & ant)
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TABELL B.1 Laplacetransformasjons-par

f(s) f(t)
(0] .
12. g sin(wr)
B — L (ae —pe )
| (s+a)(s+D) a—b
s+a
) I [ — —at _ b —bt
=y (@ —a)e — (o~ b)e™)
s+a
15| ———— —at bt
(s+a)*+b? e cos(b1)
s+o (¢—a)?+b> _, . b
16. Gralii ¢ sin(bt + @) , @ = arctan o—a
) p—— cos(t)
| 22+ 02
s+a o’ +o? . o
18. o) sin(wt + @) (p:arctan(a)
19. Ssmgizgos") sin(or + ¢)
1 1 b a
2. | ——— —(1- o h
s(s+a)(s+b) ab( b—a* +b—ae )
1 e e bt e ¢t
21. + +
(s+a)(s+b)(s+c) | (b—a)(c—a) (c—b)la—b) (a—c)(b—rc)

1 1 1 - b
| 4 bt — = arct. —
22 SGraZ b7 02+b2+b\/me sin( ®), ¢ arcan(_ >

1 1 1
23. et eos(y /T — 2yt — , @ = arcsin
s(s? + 28 wps + @) w0} 021 ( ¢ ®), @ ¢
1 e e “sin(bt — @) ( b )
24. + , @ = arctan
(s+o)((s+a)>+b%) | (c—a)?>+b*>  by/(c—a)?+b? ¢ c—a
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TABELL B.1 Laplacetransformasjons-par

f(s) f(t)
1
25. m 72(1 —COS(C()I))
1 e 1 (0]
26. | ——————~ i r— = arctan | —
(s+a)(s>+ w?) a2+w2+a)\/a2+w2sm(w ¢) . ¢ arcan<a>
1 1
27. —(1—e~® — gre
Sota)? az( e are™ )
28 | - La—14e
| s?(s+a) a?
s+o 1 b(a—a) . a(le—b) _
2. | ————— — — at bt
s(s+a)(s+D) ab (oc b—a © * b—a ©
30 s+o (a—a)e ™ (o —b)e™ (a—c)e @
| s+a)(s+b)(s+c) | (b—a)(c—a) (c—Db)(a—b) (a—c)(b—c)
a 1 [(a—a)?+b* _, .
— “ bt
31 s+ a2+b2+b\/ 2+ - sin(bt +¢)
| s((s+a)?+b?) b b
0= arctan( )arctan ()
o—a —a
sto a Va+o? o
32. m E—Tcos(a)t‘i‘q)) y (P:arctan <a>
s+ o 1 —a —a
33. o ra) a—z(a—ae "+ala—o)te ™)
s+ os+ o o a*—oat+ay , bP—oub+ay
34, | S TAITO o &7 RATH w T ZHNITH,
s(s+a)(s+b) ab ala—>b) b(la—>b)
2_p2 _ 24 p2 —2a)?
2(1() 2+ \/(Cl ala+a0) + ((xl a) efatsin(bt_’_(p)
3 2+ ouys+ o az+b bva*+ b?
| s((s+a)2+b2) b(oy — 2a) (2
— 1 — —_—
¢ = arctan R E—— arctan | —
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TABELL B.1 Laplacetransformasjons-par

f(s) f@)
1 3 e e sm(bt—(p)
1 c(a®>+b?) c((c—a)2+b2) Va2 +b2\/(c —a)* + b2
36. >
s(s+c)((s+a)>+b%) <b> < b )
¢ =arctan { — | +arctan | ——
—a c—a
(1/w)sin(wr + @1) + (1/b)e”“ sin(bt 4 ¢2)
4 1 VA0 + (a® + b — 0?)?
' (S2+0)2)((S+a)2+bz) B ) —2am B ) 2ab
@ = arctan oy S " @, = arctan R
1 20a (a—a)?+b> _, .
C2<at+1cz)+bcze sin(bt + @)
s+a
8. | 57— 2 2t
(st ap+b7) ¢ =ath
(o) rween(G25)
¢ =2arctan | — | +arctan | ——
a o—a
LI (c—oa)e™
c(@®+0b*)  c((c—a)*+b?)
s+o (a—a)>+b? at
39. + e “sin(bt +
erorar ) | Tvarie—apri o)
(@52) e (55) ~en (53)
@ = arctan | —— | —arctan | — | —arctan | ——
a—a —a c—a
1 2 2 1 _\2 b2
P ¢ tw sin(a)t+(p1)+g %efmsin(bﬂr(pz)
st a ¢ = (2a0)* + (&> +b* — 0*)?
40.
(s> + @?)((s+a)>+b?) 0] 2a0
= arctan —) — arctan RN
o +b:+ 0
= arctan + arctan A
- a—a a*— b + w?
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TABELL B.1 Laplacetransformasjons-par

f(s) f()
oq+a0t_oco(a+b)_ 1
Al s>+ oys+ o ab (ab)? a—b
|2
B [N A T
a—b b b2
1 1 | —at ..
42. t"'e™™ | ner et positivt heltall
(s +ay (n—1)!
o2s? 1 962
43, e( 2 ) e 20
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APPENDIKS

Utledning av styrbarhetskriteriet

Gitt systemet

x = Ax+Bu

v Cx (C.1)

Systemet sies & vere styrbart hvis det finnes en padragsvektor u(t), 0 < 7 <t
som er slik at systemet bringes fra en vilkarlig starttilstand x(0) til en vilkarlig
sluttilstand x(¢) der # > 0, men ellers vilkarlig.

Kriteriet for styrbarhet er som fglger: Vi danner styrbarhetsmatrisen
Q=|B AB A’B .. A"'B (C2)

som har dimensjon n X nr.
Systemet (C.1) er styrbart hvis og bare hvis rang (Qy) =n

Fgr vi starter med beviset, forenkler vi problemet litt. Den generelle 1gsningen av
(C.Der

t
x(t) +/eA (=DBu(t)dt (C.3)
0
Vi definerer X' (¢) = x(t) — eA’x(0) og far

t
/ Al-DBu(7)d7 (C.4)
0

Siden x/(7) alltid kan avledes av x(7) og x(0), kan vi definere styrbarhet ut fra (C.4):
A kunne bringe systemet til en vilkarlig sluttilstand nar man starter i nulltilstanden.

Fra nd av skriver vi x(¢) (dropper “merket”) og forer beviset med utgangspunkt i
(C.4).



C. Utledning av styrbarhetskriteriet 590

Bevis:

Vi deler intervallet (0, ) i n like deler

s=1 (C.5)
n

Innenfor hvert intervall forutsettes padraget & vere konstant. Vi har en sekvens av
padrag ug, ..., u,—;. Vi skriver x(1)|,_;s = x(i0) = x[i], og far med utgangspunkt i

(C.4):
9]
x[1] = / eA®~YBdru(0) = Du(0) (C.6)
0
Her er 5 )3
D=A'(*®-1B= (61+%+%+...)B (C.7)

Gjentatt bruk av (C.4) fori =2, 3, ..., n gir

x[2] = e*%x[1] + Du[1] = e*°Du[0] + Dul[1]
x[3] = ¢?A%Du|0] + ¢*°Du[1] + Du[2]

(C.8)
x(t) = x[n] = e~ VADu[0] + ... +eA%Duln — 2] + Dufn — 1]
eller »
x(t) = Y el 1=)A%Dyj] (C.9)
i=0

Problemet er altsa a finne ut hva som kreves for at det skal eksistere en padrags-
sekvens ufi], i =0, ..., n— 1 slik at (C.9) oppfylles.

Fgr vi gar videre pa dette, har vi behov for & omforme uttrykket for eA?

A2 A3
2! + 3!

AT T+ AT+ (C.10)
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Vi benytter Cayley-Hamiltons teorem, (3.49), som gjgr det mulig & erstatte alle
A/, j>n—11i(C.10) med funksjoner av A/, j=0, ..., n— 1. Dermed kan (C.10)
omformes til

AT = () + ...+ y 1 (7)A"! (C.11)

Vi ser at koeffisientene 7; blir tidsfunksjoner. Ut fra et tilsvarende resonnement kan
vi omforme (C.7), slik at vi far

D = (po(T)I+... + p,1(7)A")B (C.12)

Hvis vi na vender tilbake til (C.9), ser vi at den inneholder ledd av typen
D k=0, ..., n—1. Benytter vi (C.11) og (C.12) pd hvert slikt ledd, og Cayley-
Hamiltons teorem for a substituere for alle A/, j > n— 1, sa vil (C.9) kunne skrives

som
n—1

X(l‘) = Z (817 i+lI+€27 it1A+ . + &, ,'_HAn_l)Bll[i] (C.13)
i=0

Her er koeffisientene € konstanter som fglger pa grunn av at tidsintervallet
0 = konstant =1¢/n.

Vi kan bytte summasjonsrekkefglgen i (C.13) og far

n—1 [n—1
x(r) =Y, (Z ki1, ,-+1AkBu[i]) (C.14)

k=0 \ i=0

som igjen kan skrives

n—1
x(t) =Y A'Bv[k] (C.15)
k=0
der .
v[k] = Z €1, ir1uli] (C.16)

i=0
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eller skrevet ut:
V[O] = £, 1ll[0] + €1, 211[1] +...€1, nll[n - 1]
' (C.17)
vin—1] =g, 1u[0]+ &, 2u[l]+...&, ,un—1]
Vi skal komme tilbake til (C.17), men betrakter na (C.15):
Den kan formuleres som et produkt av en matrise og en lang kolonnevektor:

Vo
Vi

lo=v

n-r ; (C.18)

Vin-1

o x(?)

n A |AB |- ------. An—lB
Vi gjenkjenner styrbarhetsmatrisen Qjg, og definerer dessuten
Vi
V=
Va
Da blir (C.18)
x(t) = Q,V (C.19)

For at det overhodet skal vaere mulig a finne en ¥ som gir x(7), kreves det at n kolonner

i Qy er lineert uavhengige. Disse kolonnene samles i en kvadratisk matrise Q; som
da blir inverterbar.
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Dermed kan vi finne en V fra likningen

v=Q, 'x(r) (C.20)

v dannes av elementene til v, som er plassert 1 posisjoner som svarer til de n kolonne-
vektorene som er ekstrahert fra Qg, og av nuller ellers:

|

n elementer, som utgjor v

INEN

(C.21)

L x(®

n ‘
’\ n kolonner, utgjor til sammen

Q, . = 71X n—matrise

Vi har derved vist at rang Q; = n er ngdvendig for styrbarhet.

Sartil tilstrekkelig-delen av beviset: Vi vet na at vi kan finne et sett vektorer vy, ..., v,,_;
som gir X(¢), nar rang Q; = n. Men vart padrag er uo, ..., u,—_.

Formel (C.17) forteller oss at hvis matrisen

€11 - - &

E=| - . (C.22)

&1 - - - &m

er inverterbar, G = E~!, sa blir
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ul0] = guv[0] + ... +- g1nvn — 1]
(C.23)
u[n] = g v[0] + ... + gnvn — 1]
Her forer vi ikke bevis for at E alltid er inverterbar, men dette kan vises. Vi vil alltid

kunne finne et sett av padrag u;, i =1, ..., k— 1 som gir oss v;(¢) og dermed x(z).
A
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Manuell skissering av Nicholsdiagram ved
hjelp av Bode-diagrammer

Nar amplitude- og fasediagrammer er tegnet for elementene i et tilbakekoplet system,
kan man manuelt tegne den tilsvarende stedkurven i et Nicholsdiagram' (dB-vinkel-
diagram). Et diagrampapir er vist i figur D.1. Det bestar av en semilogaritmisk dia-
gramdel til hgyre, og et Nicholsdiagram i riktig malestokk til venstre. Dette diagram-
papiret er spesielt framstilt for a lette overfgringen av data fra amplitude/fase/frekvens-
diagrammer til Nicholsdiagrammer. Det benyttes to diagrampapirer. Pa det ene teg-
nes amplitudekarakteristikken. Den semilogaritmiske delen har ca. 4 frekvensdeka-
der, og langs ordinataksen er det plass til 72 [dB]. Pa det andre papiret tegnes fase-
karakteristikken med samme frekvensskala, og med faseskala som angitt pa papiret
(0° gverst, —180° midt pa, —360° nederst).

Overfgringen av amplitude- og fasedata foregar som antydet i figur D.2, idet papiret
med fasekurven dreies 90° og legges oppa amplitude- diagrampapiret som vist. Det
finnes flere andre mater a gjgre denne overfgringen pa, men en av fordelene med
denne metoden er at det ikke er ngdvendig a foreta en avlesning av amplituden og
fasen (i dB og grader), siden overfgringen foregar helt grafisk.

IDette kan selvsagt ogsa gjgres i MATLAB, via kommandoen nichols()
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APPENDIKS

Bronnmesteren

BRONNMESTEREN OG HANS 3 SONNER -
EN FABEL FOR GODTFOLK OM REGULERINGSPRINSIPPER

Modifisert pa basis av en opprinnelig dansk fabel formidlet av dosent Erling
Sonne, Danmarks Ingenigr Akademi, Lyngby

Det var en gang en gammel brgnnmester, som fglte seg mett av dage og gjerne ville
tilbringe sin livsaften i ro og fred. Brgnnmesteren hadde 3 sgnner, Peter, Ivan og
David, i landsbyen gjerne kalt PID-brgdrene. Og alle tre ville gjerne overta farens
stilling ved dennes avgang fra tjenesten.

Brgnnmesterens arbeid besto 1 at han skulle regulere tilstrgmningen av vann til en stor
hgytliggende vannbeholder (vanntarn) fra landsbyens store pumpe som var drevet av
en vindmeglle. Han skulle holde vannstanden i1 beholderen konstant, slik at det alltid
ville vaere samme trykk i landsbyens vannledninger, uansett om forbruket var stort
eller lite.

Sennene hadde hver sin mening om hvordan den riktige regulering skulle vare -
sgnner er jo ofte i deres egne gyne ikke sa lite klokere enn deres fedre. Den gamle
brgnnmester vil gjerne vere rettferdig overfor sine sgnner, og han besluttet derfor
a sette dem pa en praktisk prgve. Hver av sgnnene skulle i en viss tid fa regulere
vannstanden i beholderen, og den som klarte oppgaven best, ville han anbefale byens
borgermester a ansette i brgnnmesterstillingen.

For a gi sine sgnner et par gode rad med pa veien, ga brgnnmesteren noen retnings-
linjer for hva der etter hans skjgnn skulle kreves av en god regulering:

1. Vannstanden i beholderen skal holdes s nar som mulig den riktige hgyden,
uansett forbruksvariasjon.

2. Hvis vannstanden av en eller annen grunn er forskjellig fra den gnskede, skal
den fgres tilbake til det riktige niva i et passende tempo. Det ma ikke vare for
hurtig, for det sliter pa ventilen og kan medfgre pendlinger i vannstanden. Men
tempoet ma heller ikke vare for langsomt slik at vannstandens avvik holder seg
ungdig lenge.

Sa begynte prgvene, og den eldste av sgnnene, Ivan, var fgrst ute. Han var en grundig
og samvittighetsfull type som ikke var altfor intelligent, men arbeidet langsomt, jevnt
og rolig.
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Figur E.1
Respons og padrag
ved fall i forstyrrel-
sen (=forbruket)
ved
integralregulering

Mens Ivan stod ved ventilen, oppstod plutselig en stigning i forbruk av vann, og
vannstanden i beholderen begynte a falle. Han resonnerte da som sa: Det skal ikke
mangle pa flid fra min side; Jeg fortsetter a regulere, inntil vannstanden igjen er helt
korrekt.

Ivan begynte langsomt a gke vanntilstrémningen ved a dreie ventilen med en hastig-
het som var proporsjonal med vannstandsavviket. Han fortsatte a dreie opp ventilen
selv om han etterhvert sa at vannstanden na ikke falt mer, men var begynt a stige.
Etterhvert som vannstanden narmet seg det riktige nivaet, dreide han langsommere
pa ventilen, men han sluttet fgrst med a gke vanntilstrgmningen, da vannstanden had-
de nadd den korrekte hgyden. Til sin forbauselse sa han da at vannstanden fortsatte a
stige, og na ble han derfor ngdt til a dreie ventilen den andre veien for a lukke den.
Han vedble a dreie ventilen sa lenge vannstanden var over den gnskede hgyden og
med en hastighet proporsjonal med vannstandsavviket. Vannstanden kom derfor ikke
bare ned pa sin riktige verdi igjen, men fortsatte til et godt stykke under denne, og
Ivan matte derfor begynne forfra igjen med a apne ventilen.

I langsomme svingninger over- og underskred vannstanden hele tiden den riktige
verdien, og Ivan fikk ikke en rolig stund under sitt arbeid, idet han hele tiden var
ngdt til a regulere for de endringer som han til en viss grad selv var skyld i. Sa lenge
det eksisterte et avvik fra den gnskede vannstanden, mente Ivan, at han skulle dreie
pa ventilen, og han kunne derfor aldri na en stabil tilstand. Figur E.1 viser hvordan
vannstanden forandret seg under Ivans regulering. Ivan arbeidet som en ren integral
regulator.

Vannstand 4
Onsket vannstand

~Y

A : ‘ :
Tilfersel !

Forbruk

Om ettermiddagen fikk Ivan avlgsning av sin bror, Peter. Peter var en meget bereg-
nende fyr og hadde i forveien ngyaktig regnet ut hvordan han ville angripe regule-

~V
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Figur E.2
Respons og padrag
ved sprang i forstyr-
relsen (=forbruket)
ved proporsjonal-
regulering

ringsproblemet. Hvis vannstanden var blitt 10 cm for lav, kunne han bremse avviket
ved a apne sitt ventilhandtak 5 omdreininger og derved utlikne det gkte forbruket.
Peters regulering virket ikke darlig i praksis. Han var virkelig i stand til & utlikne det
gkte forbruket ved a dreie ventilen et antall omdreininger proporsjonalt med vann-
standsavviket. Nar han pa denne maten hadde sgrget for at vanntilfgrselen var like
stor som landsbyens forbruk, bekymret han seg ikke noe om at vannstanden faktisk
var blitt noe for lav. Han sa til seg selv, at det varte jo ikke sa lenge, for vannforbruket
ville falle igjen, og sa ville vannstanden ga tilbake pa sitt riktige niva. Da vannstan-
den en tid senere endret seg slik at den var 6 cm for lav, altsa en endring pa 4 cm
i forhold til det han hadde fgr (10 cm), dreide han ventilhandtaket 2 omdreininger
i lukkeretningen og stabiliserte dermed vannstanden igjen. Peter regulerte hurtig og
sikkert, men ngyaktigheten av vannstanden tok han seg ikke av.

Peter arbeidet som en proporsjonal regulator. Figur E.2 viser hvordan vannstanden
varierte under Peters regulering, da vannforbruket plutselig steg fgrste gang.

Vannstand A Onsket vannstand

b

A Tilfersel
|

~Yv

—\ F o‘rbruk

Om kvelden overtok David, den yngste av sgnnene, reguleringen. David var en over-
ordentlig energisk fyr, men noe komplisert i sin psyke. Han gikk fgrst igang med
arbeidet etter at han hadde tenkt ngye i giennom hvordan han ville angripe situasjo-
nen. Han mente, at hans metode var langt bedre enn noen av hans brgdres metoder.
Det gjelder, mente han, a stoppe vannstandsendringer sa fort som mulig.

Han ville derfor iaktta den hastighet hvormed vannet steg eller sank og innstille ven-
tilen proporsjonalt med dette. Hvis vannstanden f.eks. plutselig begynte a falle 10 cm
pr. minutt, ville han lynhurtig skru ventilen 10 omdreininger opp, 20 omdreininger
opp ved 20 cm pr. minutt fall osv.

Da David kom ut til brgnnen, inntraff plutselig en forbruksstigning, slik at vannet
sank hurtig i beholderen. Han begynte derfor hurtig & skru ventilen opp, som han
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Figur E.3
Respons og padrag
ved sprang i forstyr-
relsen (=forbruket)
ved
derivatregulering

hadde tenkt ut pa forhand. Derved ble hastigheten som vannspeilet sank med, re-
dusert. Da David hadde arbeidet meget hurtig, var vannspeilet bare sunket ganske
lite siden forbruksstigningen inntraff. Imidlertid matte det vaere noe galt med Davids
reguleringsmetode, for riktignok var det hurtige fallet av vannspeilet stanset, men
vannstanden sank stadig, om enn ganske langsomt. Det brydde David seg ikke om,
for etter hans prinsipper skulle det vere overensstemmelse mellom ventilstilling og
vannstandsendring og det var der. Litt senere kom der et fall i vannforbruket, og Da-
vid fikk det igjen travelt, denne gang med & skru ventilen til. Vannstandsendringen
ble igjen nesten stoppet.

Likegyldig hvor meget David slet med regulering av ventilen, maktet han verken a
holde vannstanden konstant eller i n@rheten av den korrekte verdi. David oppfgrte
seg som en derivatregulator. Figur E.3 viser vannstandsendringen ved en plutselig
forbruksendring.

Vannstand A Onsket vannstand

A Ti‘lﬁarsel

—\ F or‘bmk

Det ble etter dette ytterst vanskelig for byens borgermester a treffe en beslutning.
Ivan, som arbeidet som en integral regulator, brukte lang tid pa a fa vann-nivaet riktig,
men fikk det ikke til. Han genererte derimot en staende svingning. Hvis vannstanden
fgrst var kommet i svingninger, var det umulig a fa stanset den.

Peter som arbeidet som en proporsjonal regulator, oppnadde faktisk det motsatte. Ved
hans metode ble det ikke noen store avvik i vann-nivaet, men det riktige nivaet kom
han ikke til. Det ble diskutert om Ivan eller Peter var den beste, men man kom ikke
til noe resultat.

David gjorde det vanskelig for seg selv. Hver av hans handbevegelser var energiske
og hurtige, nesten som piskeslag. Med hans arbeide var borgermesteren og landsby-
ens innbyggere minst tilfreds, idet han tross alle sine anstrengelser fjernet vannstan-
den lengre og lengre fra den riktige.

Siden ingen av de tre brgdrene hadde demonstrert de samme egenskapene som den
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Figur E.4
Respons og padrag
ved sprang i forstyr-
relsen (=forbruket)
ved proporsjonal+
integralregulering

gamle kloke brgnnmesteren, besluttet borgermesteren at han ville prgve a la dem
regulere sammen. Forsgket var lett & arrangere da de fikk satt inn to ekstra ventiler
1 parallell med den fgrste mellom pumpen og vannbeholderen. Dermed fikk de hver
sin ventil a regulere pa. Forsgket ble fastsatt til & finne sted i den fglgende uken.

Imidlertid ble David syk, og Peter og Ivan prgvde alene sammen.

Mens de sto klar med sine ventiler, kom det en forbruksgkning som resulterte i at
vannstanden sank. Peter apnet sin ventil proporsjonalt med vannstandsavviket og sgr-
get dermed for at vannstanden ikke sank ytterligere. Ivan dpnet langsomt og rolig sin
ventil med en hastighet proporsjonal med vannstandsavviket og holdt pa med dette
inntil vannstanden var kommet pa plass. Det dreide seg for Ivan denne gangen, siden
han arbeidet sammen med Peter, bare om a gjgre Peters arbeid ferdig og korrigere
for hans ungyaktighet.

Figur E.4 viser hvordan Peter og Ivan regulerer hvis byens vannforbruk plutselig
stiger. Denne reguleringsform kalles proporsjonal pluss integral-regulering eller PI-
regulering.

Alt i alt var alle godt tilfredse med Peters og Ivans samarbeid, men man syntes David
matte fa en sjanse til a vise hva han dugde til nar han arbeidet sammen med de andre.

Onsket vannstand
Vannstand A I

A Tilforsel

—/\/

—\ F or‘bruk

~V

Et par dager etter var David kommet pa beina igjen, men til gjengjeld hadde Ivan lagt
seg syk og man lot derfor David og Peter prgve sammen.

Da de startet, begynte vannstanden a falle. Peter regulerte som vanlig med en propor-
sjonal apning av sin ventil. David apnet opp sin ventil svert hurtig og gket vanntil-
strgmningen vesentlig. Da vannstanden deretter falt langsommere, sluttet han a apne
sin ventil mere. Han sa til seg selv, at Peter jo alltid kom baketter, og at hans egen
hurtige regulering var ngdvendig for a bremse vannstandssenkingen hurtig nok. Da-
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Figur E.5
Respons og padrag
ved sprang i forstyr-
relsen (=forbruket)
ved proporsjonal+
derivatregulering

vid mente liksom tidligere at det var viktigere a regulere vannstandens fallhastighet
eller stigningshastighet enn den absolutte vannstanden. Peter hadde med sin rolige
og besindige apning av ventilen bremset fallet, og den sammenlagte virkningen av
deres anstrengelser gjorde at vannstanden sank, men den falt mye langsommere enn
da Peter regulerte alene. Figur E.5 viser hvordan Peter og David sammen regule-
rer vanntilstremningen om vannforbruket plutselig stiger. Denne reguleringsformen
kalles proporsjonal pluss derivat-regulering eller PD-regulering.

Onsket vannstand

Vannstand 4 !

Tilforsel

t
Forbruk
|

Endelig lyktes det en dag a fa alle tre brgdrene i gang med a regulere ventilene
sammen.

Vannstanden begynte a falle som den hadde gjort ved de tidligere forsgkene. Peter
apnet sin ventil proporsjonalt med vannstandsendringen som han pleide a gjgre. Ivan
tok seg som vanlig god tid og dreide sin ventil med en hastighet som var proporsjo-
nal med vannstandsavviket. Men fgr de to brgdrene hadde fatt endret sine ventiler
noe sarlig, hadde David apnet sin ventil langt opp. Derved hadde David med sitt
hurtige inngrep forhindret et stort avvik fra den gnskede vannstanden. Peter hadde
kompensert for det gkte forbruket og Ivan hadde fjernet det avviket som ble igjen.

Figur E.6 viser hvordan de tre brgdrene i fellesskap regulerer vanntilstrgmningen nar
landsbyens forbruk plutselig gker. Til sammen arbeider de tre som en proporsjonal
pluss integral pluss derivat-regulator eller PID-regulator. De utgjorde den perfekte
kombinasjon.

Til belgnning for deres mgnsterverdige prestasjon innstilte borgermesteren dem alle
tre til vervet som brgnnmester og byradet ansatte dem alle. De hadde jo tydelig de-
monstrert, at bare ved at de tre arbeidet sammen var man i stand til & fa en perfekt
regulering.
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Figur E.6
Respons og padrag
ved sprang i forstyr-
relsen (=forbruket)
ved PID-regulering

Vannstand 4

\
Onsket vannstand

~

A Tilfersel
I

Forbruk
|

Hele byen gledet seg over at det var kommet en lgsning pa det viktige problemet, og
gleden fikk fgrst et skar da neste regnskap fra byradet viste at det na var tre brgnn-
mestre pa lgnningslisten i stedet for bare en slik det hittil hadde vert.

Etterskrift til den danske fabel.

Etter at de tre PID-brgdrene hadde utfgrt sin funksjon i omtrent ett ar, skjedde det
noe underlig. Til en av landsbyens bondegarder var det kommet en ny dreng. Det var
en ung gutt ved navn Ola fra nabolandet Norge. Han ble snart kjent som en ganske
glggg gutt og hadde det vi kaller “sunt bondevett”. En dag fikk han lyst til & besgke
de tre brgdrene mens de arbeidet ved vanntarnet. Han spurte dem hva de holdt pa med
og de forklarte ham at jobben deres var a regulere ventilene slik at vannstanden holdt
seg konstant. Da han spurte om hvorfor vannstanden forandret seg, ble han forklart
at det skyldtes at vannforbruket til landsbyen varierte svert.

Ola tenkte litt pa dette og sa gikk det et lys opp for ham. Han ville helst ikke fortelle
de tre brgdrene hva han hadde funnet ut fordi de var jo ekspertene og ansatt som
brgnnmestre. Men han spurte dem om han ogsa kunne fa en ventil til 4 prgve seg pa.
Og det mente brgdrene at han jo lett kunne fa. Det skulle de sgrge for.

Sa spurte Ola om han kunne fa se det rgret som fgrte vann ut av beholderen til lands-
byen. Det fikk han. Han la gret inn til rgret for han tenkte han kunne kanskje hgre
nar vannet rant igjennom. Det kunne han. Han tenkte at hvis han kunne hgre hvor
mye vann som gikk gjennom rgret, kunne han bare apne sin ventil tilsvarende og da
ville det renne inn like mye vann i beholderen som landsbybefolkningen tok ut av
beholderen.

Neste morgen hadde brgnnmesterbrgdrene installert en ny ventil, og sa til Ola at na
kunne han forsgke seg. Det viste det seg at nivaendringen i beholderen nar vann-
forbruket endret seg, ble svert liten slik at brgnnmesterbrgdrenes arbeide ble sterkt
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redusert.

Det Ola hadde laget var en foroverkopling fra forstyrrelsen (vannforbruket) til padra-
get (vanntilfgrselen).

Da borgermesteren hgrte om Ola Nordmann som hadde sunt bondevett, tenkte han
som sa at na hadde han funnet Igsningen hvis han ansatte Ola istedenfor de tre brgd-
rene. Da kunne han spare mange penger. Han spurte Ola om han kunne tenke seg a
overta jobben som brgnnmester, men Ola ble svert betenkt. Han skjgnte jo at den
malingen han gjorde av vannstrgmmen ut av beholderen ved a hgre pa lyden i rgret,
ikke var s@rlig ngyaktig og derfor kunne det bli en differanse mellom vannstrgmmen
ut av beholderen og den som han regulerte inn i beholderen med ventilen. Derfor
tenkte han som sa at jeg ma nok i alle fall ha hjelp av en av brgdrene til & sikre at
ikke vann-nivaet endrer seg langsomt.

Da borgermesteren fikk hgre dette, ble han lei seg og innsa at han likevel kanskje ikke
kunne tjene noe serlig ved a ansette Ola. Men han roste Ola for den gode innsatsen.
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