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Abstrakt: Clanok sa zaoberd modelovanim nelinedrneho dynamického systému guli¢ka na ploche
s podporou MPT Toolboxu a poukazuje tieZ na moZnosti vyuZitia funkcii MPT Toolboxu na syntézu
regulatorov pre sledovanie referencne;j trajektorie, zaloZzeni na modernych metddach tedrie riadenia.
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1 UVOD

Autori v tomto ¢lanku poukazuji na moZnosti aplikacného vyuZitia laboratérneho modelu
gulicka na ploche a MPT Toolboxu ako volne dostupné rozsirenie funkcii programového
balika Matlab/Simulink pre modelovanie ariadenie dynamickych systémov s cielom
vytvorenia nelinedrneho simulacného modelu andavrhu stavového optimdlneho algoritmu
riadenia pre sledovanie zvolenej referencnej trajektorie.

2 VYUKOVY MODEL GULICKA NA PLOCHE

Jednd sa o laboratéorny model firmy Humusoft pod oznacenim CE 151, ktory sa sklada
z gulicky pohybujuicej sa po ploche, ktord sa mdze naklanat’ v smere osi x ay, ako je mozné
vidiet' na Obr. 1.
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Obrazok 1: Principidlna schéma vyukového modelu gulicka na ploche

Plocha je riadend dvojicou krokovych motorov (servosystém) a poloha guliCky je snimand
kamerou, ktord je umiestnend nad plochou. Obraz z kamery je spracovavany pocitatom,
vysledkom ¢oho je aktudlna poloha guli¢ky na ploche.
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Na zdklade polohy guliCky riadiaci pocita¢ vySle adekviatne hodnoty napitia na krokové
motory, ktoré naklonia plochu o taky uhol, aby sa gulicka dostala do poZadovanej pozicie [1].

KedZe neexistuje Ziadna spétnd vidzba medzi guliC¢kou a nakldnajicou sa plochou, je mozné
model rozdelit’ na dve nezdvislé ¢asti — servosystém a gulicku vol'ne sa pohybujticu po ploche —
Obr. 2.
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Obrazok 2: Blokovd schéma vyukového modelu guli¢ka na ploche s riadiacim pocitacom

Popis vstupov/vystupov:

vx(?), y,(#) - pozicia guliCky na ploche ziskana z obrazu kamery [m, m]
uq(t), up(t) - napitie ovladajuce jednotlivé krokové motory [V, V]
a(t), p(t) - uhly reprezentujice naklonenie roviny [rad, rad]
x(t), y(t) - redlna pozicia gulicky [m, m]

Matematicky popis dynamiky systému gulicky vol'ne sa pohybujicej po ploche ziskame na
zaklade nelinearnych Euler-Lagrangeovych diferencidlnych rovnic, ktorych v§eobecny tvar je:

ow
iavyk_awu r=0, (1)
dt dg, dq, Jq,

1 1

kde g, — i-t4 vSeobecnd suradnica, g, - prva derivécia i-tej vSeobecnej siradnice podl'a ¢asu,

W, - kinetickd energia systému, W - potencidlna energia systému, Q, - i-td vSeobecnd sila.

Tento systém ma Styri stupne volnosti, dva v pohybe guli¢ky po ploche a dva v sklone tejto
plochy. Po derivicidch, aplikdcii zndmych fyzikalnych vztahov a tdpravach, ktoré sd potrebné
k ziskaniu vysSie uvedenej formy Euler-Lagrangeovych rovnic, dostaneme nasledujicu
mnoZzinu nelinedrnych diferencialnych rovnic :

I e .
X: [m+r—ZJX—m(aﬁy+a2x)+mgsma':0, )
b
I, ). a2 .
yi|m+—=|y-—m(afx+B°y)+mgsin =0, 3)
z
(I, +1, +mx* )&+ m(Bxy + iy + fxy + 2¢ix) + mgxcosa = F, (4)
(I, +1, +my*) B +m(dixy + &ty + dixy + 2 Bix) + mgxcos B = F. (5)

Rovnice (2) a (3) popisuju pohyb gulicky po ploche, teda ako zrychlenie pohybu gulicky zavisi
od uhlu a uhlovej rychlosti naklonenia plochy. Rovnice (4) a (5) popisuju, ako je dynamika
naklanania plochy ovplyviiovand externou riadiacou silou, poziciou a rychlost'ou gulicky.
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Presny vyznam a fyzikdlne rozmery jednotlivych premennych je moZzné ndjst’ v [1].

Mnozinu nelinedrnych diferencidlnych rovnic (2) az (5) je moZné jednoducho previest na
nelinedrny stavovy model. Tento stavovy model by bol ale vel'mi zloZity a vel'mi taZzko
pouzitelny k d’alSej analyze ak tspeSnému ndvrhu reguldtora. Preto je potrebné tento
nelinedrny model zjednodusit’.

Nastroje MPT Toolboxu poskytuji moznost modelovat’ aj nelinedrne systémy, pricom je
potrebné hore uvedeny nelinedrny model guli¢ky volne sa pohybujicej po ploche zjednodusit’
pre pouZitie v tomto toolboxe.

Faktom je, Ze frekvencia krokovych motorov je o dost’ menSia ako akceleracny limit, z ¢oho
vyplyva, Ze nedodjde k strate Ziadneho kroku a velkost' zdtaZzového momentu teda nemoze
ovplyvnit’ aktudlnu poziciu krokového motora. Tento predpoklad mé za nésledok zanedbanie
rovnic (4) a (5). Vychédzajic z rovnice (2), dosadenim za premennu [, vztah pre zotrva¢nost’

gulicky na naklonenej rovine, I, zgmrz a vykonanim zdkladnych matematickych tprav

dostaneme vztah:
m((l+§r2jjé—(dﬁy+d2x)+gsinaj=O. (6)

KedZe hmotnost’ m a polomer r gulicky nadobidaji vel'mi malé hodnoty oproti ostatnym
veli¢indm, mdZeme ich v d’alSom zanedbat’. Potom pre os x dostaneme:

ng((dﬁy+d2x)—gsina), (7
a pre os y dostaneme:
=2 (e By) g sin ). (®)

Na z4pis takto ziskanych nelinearnych diferencidlnych rovnic pre vytvorenie modelu v MPT
Toolboxe, je potrebné ich najprv previest’ na substitu¢ny kanonicky tvar, pouZitim ndhrady

derivacie diferenciou % = x(k) = w

N

(so zndmou periédou vzorkovania Tj),

ked’ze MPT realizuje syntézu reguldtorov prave v diskrétnej oblasti. Ozna¢me teda:

[x, (k)] [ x(k) pozicia gulicky v smere osi x [cm]
x, (k) _ y(k) pozicia guli€ky v smere osi y [cm] ©)
x,(k) | | x(k) | | rychlost’ guli¢ky v smere osi x [cm.s™]|

| x,(k) | | ¥(k) ] | rychlost guli¢ky v smere osiy [cm.s]

a pre vstupy nech plati:

fu, (k)| [a(k) uhol ndklonu plochy v smere osi x [rad]
u, (k) _ B(k) uhol ndklonu plochy v smere osi y [rad] . (10)
u, (k) a(k) | | uhlovd rychlost plochy v smere osi x [rad.s™]

Lu (k)| | ,3 (k) | | uhlova rychlost plochy v smere osi y [rad.s™]
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Po prepisani dostaneme Styri diferen¢né rovnice prvého radu (11) — (14), ktoré zapiSeme
v maticovom tvare do prisluSnej Casti funkcie MPT Toolboxu urcenej pre nelinedrne systémy,
kde takisto dodefinujeme obmedzenia vyplyvajice z fyzikdlnej podstaty modelu. Tento postup
je teda rovnaky, ak by sme tieto Styri rovnice prvého radu riesili vyuZitim funkcii Matlabu.

X (k+1)= x,(k)+T.x, (k) (11)
X, (k+1) = x,(k)+T.x, (k) (12)
x(k+1)=x,(k)+T %((u3(k)u4(k)x2(k)+u3(k)2xl(k))—gsin u, (k) (13)
x,(k+1)=x,(k)+T, %((u3(k)u4(k)xl(k)+u4(k)2x2(k))—g sinu, (k)) (14)

Druhou nezavislou ¢ast'ou celého modelu je servosystém (krokové motory), ktorého tlohou je
naklananie plochy v smere osi x a y. Krokovy motor je vo vSeobecnosti reprezentovany
idedlnym integratorom, ktory mé konStantné otacky. Jeho rychlost’ ale zdvisi na frekvencii
impulzov od karty, ktord tieto motory ovlada. Prave softvérové ovladace karty a jej elektronika
predstavuje dodato¢né nelinearity. S touto ¢astou modelu sd spité dva parametre, t.j. statické
zosilnenie K, (K ;) a nomindlna rychlost’ krokového motora. Ich hodnoty su uréené na zdklade

experimentdlnej identifikdcie, pricom podrobnosti a zjednodusSujice predpoklady mozno ndjst
v[1].

KedZe pri ndvrhu reguldtorov v MPT Toolboxe musi byt vo vicSine pripadov zndmy
linearizovany model systému, je potom potrebné urcit' linearizovany model servosystému —
Obr. 3 a linearizovany model guli¢ky vol'ne sa pohybujticej po ploche.

1__,

Servosystem alfa' -» alfa

Obrazok 3: Linearizovany model servosystému pre os x

Odvodenie linearizovaného modelu kompletnej dynamiky celého systému gulicky na ploche
zhfia experimentdlnu identifikdciu parametrov modelu, zjednodusujice predpoklady pre
gulicku, ktord uvazujeme ako homogénnu (nep0sobi na fiu trenie).

Stavovy vektor pre os x celého systému (servosystém a gulicka na ploche) v ¢asovej oblasti ma
nasledovny tvar:
x,(1) v, (@) pozicia gulicky [-]
xX(t)=|x,(t)|=| y,() | | rychlost’ gulicky [s']]. (15)
X, (1) a(t) ndklon plochy [-]

Ak budeme uvazovat’ podl'a Obr. 2 ako vstup do systému napitie u, ovladajice krokovy motor
nakldajici plochu v smere osi x, priom u, e<-1,+1> aako vystup budeme uvaZovat’ y_,
ktory predstavuje poziciu gulicky v smere osi x, prifom y e€<-1,+1> modZeme vytvorit
stavovy opis modelu v ¢asovej oblasti (16) a (17), v substitu¢nom kanonickom tvare:
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01 0 0

X(t)= Ax()+ Bu(t) , x(t)=|0 0 K |x@®)+| 1 |u, (), (16)
00 ——- 1
L 7:11_ _7:11_

y. () =Cx(t), y ()=l 0 0]x(@). (17)

Pre os y je stavovy opis rovnaky. Zuvedenych rovnic vyplyva, Ze prezentovany model
z hladiska tedrie riadenia predstavuje nestabilny systém tretiecho rddu s astatizmom druhého
radu.

3 RIADENIE NELINEARNEHO VYUKOVEHO MODELU GULICKA NA PLOCHE

Ako uz bolo uvedené MPT Toolbox umoZiuje navrh tzv. multiparametrickych regulatorov,
jednad sa o triedu optimdlnych a prediktivnych regulatorov, ktoré transformujui problém riadenia
(optimaliza¢ny  problém) na matematicki  dlohu linedrneho, kvadratického ¢i
multimaprametrického programovania. Cielom tohto toolboxu je zabezpecit' efektivny
vypoctovy apardt, prdve pre navrh spitnovdazobnych reguldtorov rbéznych typov
optimalizacnych uloh s ohranieniami v programovom prostredi Matlab. Prave vyuZzitim multi-
parammetrického programovania je moZné riesit’ linedrne a kvadratické optimalizacné dlohy
off-line 1 on-line. V naSom pripade rieSime tuto tlohu off-line, ¢ize realizujeme navrh tzv.
explicitného reguldtora. ZjednoduSene povedané, princip spociva v rozdeleni stavového
priestoru na mnoZinu mnohostenov, ktoré reprezentuji tzv. regidny, priCom pre kazdu takito
Cast’ je vypocitany akény zdasah ako presne definovand afinnd funkcia stavu [2].

Nasim cielom je ndvrh takého stavového reguldtora pre nelinedrny dynamicky systém gulicka
na ploche, ktory je vytvoreny takisto s podporou funkcii MPT Toolboxu, ktory bude schopny
sledovat’ zvolent referenénu trajektdriu napr. tvaru Stvorca, elipsy, alebo hviezdy.

Syntéza optimdlneho reguldtora podla kvadratického kritéria pre sledovanie referencnej
trajektorie vychddza zo stavového opisu systému (16) a (17), prepisaného do diskrétnej oblasti,
pouzitim zvolenej periédy vzorkovania. Ked'Ze sa nejednd o konStantnd hodnotu referencnej
trajektorie, ale jej hodnoty sa menia v Case, je potrebné vhodne rozsirit matice stavového
priestoru. Zo stavového opisu (16) a (17) vyplyva, Ze referencnti trajektériu by mala sledovat’
prva stavova premennd (pozicia gulicky). Z toho dovodu je potrebné rozsirit’ stavovy vektor x
referenénym vektorom Yy, ., t. pridat ho do stavového opisu modelu. KedZe v kroku k je
vlastne vstupom do systému zmena vstupu Au(k), potom u(k—1) je tiez potrebné zahrniut’ do

stavového vektora [2]:
x(k+1) A B 0| x(k) B
u(k) =10 I Oflutk-=01|+| 1 |Auk) (18)

Dalej predpokladajme, nech je t¢elova funkcia definovand v tvare:

J=x(N) PNX(N)+EX(k)TQX(k)+M(k)TRu(k)+ (y() =y, (k))T 0, (y(k)=y,, (k) (19)

k=0

pricom objekt riadenia a fyzikdlne obmedzenia vstupov, stavov a vystupov su definované ako:
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x(k+1) = £, (x(k),u(k))
u, Suk)y<u,, (20)
ymin S gdyn (x(k),u(k)) S max

kde P, je pozitivne semidefinitnd vdhovd matica koncového stavu, @ je pozitivne
semidefinitnd vdhova matica stavov, Q  je pozitivne semidefinitnd vdhova matica vystupov,

R je pozitivne definitnd vdhova matica vstupov a N je kone¢ny pocet krokov.

VyrieSenim takto zadefinovanej optimalizacnej tlohy, ako matematickej tlohy kvadratického
programovania pre rozSireny systém (14), ziskame reguldtor pre sledovanie zvolenej
referencnej trajektorie, priCcom ak¢ny zdsah v k-tom kroku je definovany v tvare:

u(k)=F'x(k)+G", 21)

kde horny index r oznacuje aktivny region, t.j. regién (Cast’) stavového priestoru, ktory
obsahuje dany stav x(k) . Postup na ziskanie ak¢ného zdsahu pre dany stav x(k) sa redukuje na
jednoduchy test prislusnosti do regiénu [2]. Ako ndhle je region identifikovany, je mozné
vypocitat’ akény zdsah podla (21).

V pripade, Ze je problém optimalizicie formulovany pre kone¢ny pocet krokov N, ktory
v literatire mozno ndjst’ pod skratkou CFTOC (Constrained Finite Time Optimal Control) -
optimdlne riadenie s ohrani¢eniami na kone¢nom Casovom intervale, tak vypoctom akénych
zéasahov podrla (21) dostaneme vektor riadenia, ktory bude minimalizovat’ dany funkciondl:

U =[u(©) u()’ ... u(N)' | 22)

Takto off-line vypocitané akcéné zdsahy su pouzité na riadenie systému v uzavretom
regulacnom obvode, ale len prvy ¢len u(0) postupnosti akénych zdsahov je privedeny na vstup

systému. Tato stratégia sa nazyva metdédou ustupujiceho horizontu. Podrobnejsi popis
algoritmov moZno ndjst’' v [1], [4] a [5].

Ked’ze navrh regulatora realizujeme na zdklade linearizovaného simulacného modelu a riadime
nim nelinedrny simulacny model, ktory reprezentuje len dynamiku gulicky volne sa
pohybujicej po ploche je potrebné do ndvrhu simulacnej schémy — Obr. 4, zahrnit aj
dynamiku servosystému — Obr. 3. Vysledky sledovania vybranej referen¢ne;j trajektérie réznych
tvarov je mozné vidiet’ na Obr. 5, Obr. 6 a Obr. 7.
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Inicializacia systemu a regulatora pre MPT | Nacitanie referencnej trajektorie Vykreslenie grafov

I:i
ek :

Senosystem alfa’ -> alfa
I
x(t)
XY Graph
u(t)
Gulicka na ploche

xref

MPT regulator pre os x

h 4
.

\A 4
—

beta' -> beta

yref Senosystem

yref

MPT regulator pre os y

Obrazok 4: Simulacnd schéma riadenia nelinearneho modelu gulicka na ploche s vyuZzitim funkcii MPT Toolboxu
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Obrazok 5: Pozicia guli¢ky na ploche pri sledovani trajektdrie Stvorca
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Obrazok 6: Pozicia gulicky na ploche pri sledovan{ trajektérie kruhu
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Obrazok 7: Pozicia guli¢ky na ploche pri sledovani trajektdrie hviezdy




International Conference February 10 - 13, 2010
CYBERNETICS AND INFORMATICS VYSNA BOCA, Slovak Republic

4 ZAVER

Tento ¢lanku poukazuje na moznosti vyuzitia MPT Toolboxu, ako vol'ne dostupného rozSirenia
programového prostredia Matlab na modelovanie a riadenie simula¢ného vyukového modelu
gulicka na ploche. Nakolko simulacny model vychddza z redlneho modelu, ktory zahfiia aj
obmedzenia, dd sa na moZnost’ ich zaddvania v tomto toolboxe pozerat’ ako na vyhodu. Dalej
prezentuje navrh optimélneho stavového regulétora pre sledovanie referencnej, predpoklady pre
jeho syntézu a navrh simulac¢nej schémy pre riadenie odvodeného simula¢ného nelinearneho
modelu. Ked’Ze vysledky sledovania referencnej trajektorie pre simulacny model sd viac nez
dobré, dalsim dolezitym krokom bude vyuzitie MPT Toolboxu pre riadenie redlneho
vyukového modelu gulicka na ploche.

Na zdklade tychto faktov moZno povedat’, Ze MPT Toolbox poskytuje adekvatne prostriedky
pre modelovanie linedrnych, nelinedrnych a hybridnych dynamickych systémov, hlavnym
prinosom vSak stale ostdva ndvrh regulédtorov.
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