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Jpθ̈ −mplẍ cos θ −mpgl sin θ = 0

−mplθ̈ cos θ + (mc +mp)ẍ−mplθ̇
2 sin θ = F.È ¸ÑÓ
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1

Jp

[
v(mcJp +mpJ

′
p +m2

pl
2 sin2 θ)

−m2
pgl

2 sin θ cos θ + Jpmplθ̇
2 sin θ

]
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J ′p
�l���R�1�w�#�W�\���y�¶�;�>�l�1���R�`�l�'�;�>�R�1�~�-���1�>�1�l�1�

�P���R���`���R�-�����¥�`�ý���R�«���N�y�`���§�^�\�#�W�`�N­T�R�1�Ä�N�W�y�R�`�W�
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v
­]�R�W�R�1���\�R�1�W�é�R�1���s���`�l�1�

�Z�W�R���
F
��µ&�W�`�l���¦�`�1�s���R�1�«�R�`�W�>�G�Z�s�`���s�`�l�W�¡���W�ý�-�

�1�W�1�E�W�l�W�1�s�l�����l���R�1�E�`�R�W�`���`�1�s�����`�l�1�N�
Jp ≤ mpl

2 �
 G�y�`�R�c�1�1�N���>���`�1���1�W�R���W�l���N�W�`�l�W�1�

x1 = θ x2 =

√
Jp
mpgl

θ̇ x3 =

√
mpl

Jpg
ẋ

u =
v

g
τ =

√
mpgl

Jp
t

È ÿsÓ
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ẋ1 =x2

ẋ2 = sin θ + u cos θ

ẋ3 =u.

È �sÓ

µ'�W�R�l���w�`�1�s���`�>�w�`�R�W�R�
x
�1�s���-���N���h¾1���l�1�1���+­^�-�����s�1�`�

�`�1�'�W�l�	�;���`�1�'���s�y�`�R�W�-�R�c�`�`�N� �l�]�`���N�1�W�1�l�T�W���l�k���l���
���W�y�R�`�s���^�/�`�1���N�W�`�N�
�P�1�#�NÉy�>���l�l�1�R���r�^�&�`�>�%�-���1�>�1�l�1� �s�`�

x1 = 0
�s�1�

x1 = π
�P�1�l�j�¦�R���1�`�N�`���c�R���#�`�W�>�1�l��ÈZ�1�1�R�`�s�1�l� Ó �s�1�

���N���y�`�N��ÈZ�R�`�W�>��� Ó �R���`�-�N���`�l�W���l�^���+�l�1�N�W�`�l���s�`�l�W���^���`�1�
���c�>���cÈ �sÓ �P�l�`���R���`�-�N���]�`�'�R�1�w�1�>�`�`�s�1�l�w��Éc�1�l���l�1�R�l�1�
�-�W�l�y�

x = (0, 0, 0)
�l�<�W�l�W���%�y�

ẋ =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


x+




0
1
1


u. È �cÓ
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 G���`�1�]�V�W�l�l���P�l�1�w�l���P�l�l�^�-�w�W�R�`�1�#�����R�1�W���`�1�~�N�W�y�R�`�W�
���>�1�1�w�^���R�1�®�`�c�`�R���úÈ �WÓ �l�~�`�1�süh���N�P�`���`�>�T�Z�W�l�l���P�l�1�
�`�`�s�1�1�s�`���R�W�R�1�`�s�`�l�W�

satu0
(u) =




u0 u ≥ u0

u −u0 ≤ u ≤ u0

−u0 u ≤ −u0.
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�~���l���W�P���R�P�h¾1�`���>�`�l�W�r�R���`�>�����W�R���P�1�N� |x1| ≤ π
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ù��l�1� ÿ �'���W�1�1�>�W�`�l�����^�1�R�1�w���W�y�R�`�s���l�s�1�l���l�G�<�`�N�W�l�W�1�+�Z�s�
|x| < π/2

�l���Z�1�l�>�l���1�N�w�W�>���Z�s� |x1| ≤ α = 2.35�l���1�s�`�1�����l���>�����^�P�1�P���l�`���l���w�`�1�;�¡�`�1�P�1�1�`�R�W�1�l�
��Éc�1�l�l�l�1�`�l���s�1�©�`�>���s�`�`�;�P�®�`�>���Â�R�1���>���R�����R���s�
�^�/�`�1���W�����R�W��
6���l�+�6 G�%�R�1�l�<���s�`�

u0 = 3
�

(±�)
6�`�R�®�>�W�`�l���E�R�1�W�&�\�Z�W�'�����W�>�`�`�s�y���W���N���l���`�s�`�l�W�
u0
�R�1���`���l�&�s�«��Éc�1�l�l�l�1�`�l�1� �W�

x0
1 = arctanu0

�W�1�
x0

2 = 0
�*(ý�1���¥�R�1�\�W�N�����l���`�s�`�l�W�Ä�1�s�E�`�1�����s�1�`�R�W�y�

���s�l�1�
u0
­c�`�>�&��Éc�1�W�R���s���^���#�W�R���s�E�^���`�1�&�-�N�1�1�1�l�1�

���s�%�¶���l�y�`�N�W�`�s�`���r�R���s���W�

1

2
x2

2 = − cosx+ u0 sinx1 + C

1

2
x2

2 =
− cosx1 cosx0

1 + sin x1 sinx0
1

cosx0
+ C

= −cos (x1 + x0
1)

cosx0
1

+ C.
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+ ÊLqý[]H;f�D�q�, |x| < π/2
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(x0
1, 0)�W�>�

(−x0
1, 0)

� �+�l�1�N�W�`�l���s�`�l�W�r�s�`�s�1�1�«�`�1����Éc�1�l���l�1�R�l�
�`�>���P�®�`�1�s�&�`�1���r�s�`���`�W�>�1�l�����+�P�1���`�`��üh�N���`�s�`�l�����s�`�
�`�>���R�`�W�>�����R�W�l�1�R���s�1�<�^��È 	WÓ �`�1�R�W�1�s�%�R�1����Éc�1�l���l�1�R�l�1�
�P�1�l�<�s�l�^�N�

C = ±1/ cosx0
1

�W�>�%�`�1��� ¾k�>�`���R�`�l�W�1�

f+
π/2(x1) =





√
2

1− cos(x1 − x0
1)

cosx0
1

, −π
2
≤ x1 ≤ x0

1

−
√

2
1− cos(x1 − x0

1)

cosx0
1

, x0
1 ≤ x1 ≤

π

2
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�`�>�����l�`�R�W�w�^�/�`�1���>�1�-���T�¶�W�1�1�>�W�`�W­1�>���1���

f−π/2(x1) = −f+
π/2(−x1).

È ÍWÓ
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u0 = 3
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+ ÊË{Â[]H;f�D�{ |x| < π
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α
�
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α
�s�1�

u0
�

α = π − arctanu0 + arccos
( 2u0√

1 + u2
0 − 1
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u0 = 4/3
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α
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α = π
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α
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x1 = ±α ­ x2 = 0
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α > 0
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x2 = f+(x1)�;�/�`�>�����W�y�R�`�s���l�s�1�l���l�G���R���W�l�W���

f+
α (x1) =





√
−2

cos (x1 + x0
1)

cosx0
1

+ C1
Ø 2 π

2
≤ x1 ≤ α

√
−2

cos (x1 − x0
1)

cosx0
1

+ C2
Ø 2 −π

2
< x1 <

π

2

√
−2

cos (x1 + x0
1)

cosx0
1

+ C3
Ø 2 −α ≤ x1 ≤ −

π
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C1 = 2
cos (α+ x0

1)

cosx0
1

C2 = 2
cos (π/2− x0

1)

cosx0
1

− 2
cos (π/2 + x0

1)

cosx0
1

+ C1

C3 = 2
cos (−π/2 + x0

1)

cosx0
1

− 2
cos (−π/2− x0

1)

cosx0
1

+ C2
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�1�1�l�1� �`�R�W�`�N�

x1
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x2
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���s�y�`�R�W�l�l���§�#�����s�1�l���R�`�s�1�l���l���?�`�1�ª�`�c�`�R��� �l� ÈZ�
�`�>�1�`�����;� Ó �`�1�~���W�c�`�`�s�l���s�1�l�/�R���W�l�W��­Ñ�P�1�l�j���l�~HwF-IhXZO;IhX
¢c�1���P���
 G�é�R�1�#�Z�s�l���;�P�l�1�1­��R�1���N�W�`�©�;� |x1| ≤ π/2

�P�l�l���-�
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�l�l�1���W�<���s�y�`�R�W���l���

u = satu0
(−l1x1 − l2x2),

È ¸'�sÓ
�P�1�l�j�\�l�k���W�l�l���R�`�s�1�l���l���N�w�W�l�R���R�1�'�1�s�c°G���l�1�N�W�]�`�c�`�R���
È �sÓ �� G�£�l�¦�1�s�¦���l���s�±�`�1�s�¦�R�1�j�¿�Æ���W�c�`�`�s�l���N�£�W�l�`�
�W�h�1�l���W���«�R�����Ë°G�W�l�W�1�W�T�R�`�s�1�l���l���s�`�l�W����¼'�`�l�1�3�W�:� �
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�`�R�W�1�l�l�l���W­-�s���W���¦�R�1�W���R�1�����s�y�`�R�W�l�l���&�V�1�;
6�l���'�`�1���Z�W�Ë°
�l���P�l�1�<���~�&�`�</��N���N�y���N�W�1�1�l�R���s�1���;ù����R�`�R���W­��`�1�~�`���s�l�W�
�;���`�1�r�R�`�s�`�r�`�>�W���©�P�1���R�r�R�1�r���W�c�`�`�s�l���N���W�¶���`�s�`���
�l�l�1���W�R�l�����1�`���-�'���y�R���R���l�����W�y�R�W�l�1���������`�1�'���s�y�`�R�W�Ë°
�l�W�1�l�l�l�����`�N���1Ãc�N���W�1�>���W­y�`�1�'�`�W�l�1�R�l�W���;�+�R�1�T�W�l�s���1�`�s�l�
¹P�l���N�W�`����Éc�1�W�R�l�W�+­

P
­��`�1�s�1�l�«�1�R�c�1�>�����=�+�W�W�>�1�1���

�Z�1�>���`�l�W�����W�>�1�l�1�W�R�;­
V (x) = xTPx

­��`�1�j���R�1�W���R�1���`�
�l�®�%�`�</����l���c�`�l�©�l�W�R�W�E�R���W�l�s�«�1��
-�1���§�y�

V (x) ≤ c�l�©�P�1�l�j�
V̇ (x) < 0

��ùk�`�s� �R�1�>�+�W�W�1�>�1���r�`�`�s�1�l�l���G�
�`�>���W�R��� �l�®�Z�s���l�;�P�&�`�1�s� {x : xTPx ≤ c |x → 0} ��P�1�?
6�R�`�§���s�1�1�l�`�l�W� �l�±�`���#�W¢W�¥�`�1�R�3�`�1�s�£�N���s�`�
�`�Ä�R�1�«�-�W�1�>�1�W�R���N���;�E�`�1�«���s�y�`�R�W�l�l�W�1�l�l�l���§�`���N­P�`�>�
���s�y�`�R�W�l�l���<���<�`�W�R�1�`�s�`�����> G�%�`�>���<�`�l�`�1�s�`�l�W��­c�`�R�Ñü �����`�^°
�`�l���<�P�l�l�6�W�1�>�`�W�s�j���R�1�®���N�y�`���'�^���`�1�����W�y�R�`�s���l�s�1�l���l�G�
�`�N�#�W�1�?�`�>�©�l���>���W���`���s���s�+�w�P�1�©�`�N���W�1�Æ���W�>�1�l�`�l�W�
�l���R�©���1�R�1�`�%�`�>�W�E�W�l�]�`�`��üh�N���`�s�`�l�����R�`�W�R�`�l�1�©�s�1�`�R�l�1�
�;�T�R�1�����l���l�1�R���>��
6�1���¡�c�

xTPx ≤ c
�P���l�]�W���R�1�W�l�l�

���y�R���¥�l���� G�£�l�¦�1�W�£�1�;/����1�l�«�R�@
-�1�	�Æ���W�c�`�`�s�l���N�
�`�>�W�'�Z�1�;
6�l�l�P�R�1���`�NÉy�>���R�����N�y�`�N���Á���c�1�l���s�=�R�l�`�1�s�`�l�W�
�l�E�R�1���P�Ä�l�Äù����s�1�`� � �=�'�����W�Ä�-�#�`������­]�s�§���l�l�l�1�`�
�1��
-�1���¥�y�

xTPx ≤ c
ÈZ�¶�W�l� Ó ���W�§�-�A
6�R�`���¥�l�1�`�l�1�

�`�>�«�`�N�W�l�W�3�l�?�P�>���h�
V̇ ≤ 0

ÈZ�1�s�`�c°G�1�s�`�`�N�ý�-�s��� Ó �
ùk�>�`�`�>����­¶�`�1���N�W�y�R�`�W�l�l���P�W�-���R�W�R���'�l�#�l�l�1���W�<���c�>�T�l�
�`�>�¦�`���s���s�3�>��
6�1�����y�3�`�1�¦�1�W�c°G�-�s���?�1�s�`�c°G�1�s�`�`�N�
�l�l�1�����s G���1�N�1���P�V�W�l�l���P���`�>�W�]�W�l�k�`�R�Ñü �����`�s�`�l���~�R�`�W�R�`�l�1�
�l�1�`�l�1���^�<�R�1�����W�c�`�`�s�l���s�1�l�l���G�%�`�N�W�l�W�¡ÈV�1�W�R�1���¥�-�W�l� Ó
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�;�T�`�1�����s�y�`�R�W�l�l����­/�W�>�§�W�l�`�r�s�1�`�s���±�s�±���l�l�l�1�`���R�1�W�
�����¶���`�R���#�W�l�l�W�1�N�¡�P���R�é�`�>�r���W�y�R�`�s���l�s�1�l���l�G�£�`���s�l�W�+�
�'���~�N�^�N��­¶�R�`�W�>���l�l���\�W�>�%�R�1���`���s���s���;���s�`�`�R�W���R�l�W���;�
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���;�

u = satu0
(−l1x1 − l2x2 +m),

È ¸s¸ÑÓ
�P�1���`�

m
�R���1�`�N�`���y�R���`�1���R�`�s�j¢c���>�#�R���`� �P�1�l�j�¦�P�l�l�
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�W�l�W���#�c���`�>����Éc�1�W�R���s�

tanx1 = sat(−l1x1 +m).
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�P�1���c�1���-�N�&�;�~��Éc�1�l�l�l�1�`�l�\�`�1�N�£�1���-�N�1�1���s�

m
�+ G�
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m
�����£���s�l�y�`�s�Ë�£�`�R�W�1�l�l�l���£���
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�1�`���c�l�W�>���W�1�s�l�y�R�l��­s�l�~�l�~���l���s���`�1�s�~�����W�>�`�`�s�y�<�s�1�W�l�
x0

1

­6���W�R�`���R�-�W�>�1���`�������s�1�`�R�W�y�&�W�����N���N�`�W�R�l�W�
u0 �6���

���1�W�>���/�Z�s�`���R�`�W�h¢y�l�1�>­Ñ�V�Ú�;�N�l�W�R�W���s�������l���R�W�`�l�s���`�;�~�W�`�>�
�`�1�®�R�h�Z���R���1�����W���l�k���l���^­k�l�~�l���`�c�1�<�1�N�`�l�`�s�1�l�®�`���W�l�l���
�Z�W���l�W�R�W�����s�l�1���\�;�

m
�C���é�`���l���N�`�l�1�Ä�R�1�©�`�`�s�j¢c�l�1�

�`���R�
m
�s�

m = sata(l3(r − x3))
È ¸ÑÿWÓ
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�`�R�W�R�
x3
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�-���G�~�����¦�R�`�W�>���l�l�����s�1���-���Õ�Z�W�R���W�>���;�>�P�1�®�Z�����>�1�W�j¢
�W�s�l�

l3
�l�¡�N�W�y�W���1�l���c�`�l� ���s�l���1�l�W�R��� �1�`�l�1�F� ��¹�°

�1���R�l�W�+­6�`�>�W�P�W�l�W���P�R�1���1���R���R���«�l�c���s�¶�-���>���c�l�W���>�P�1�
�j�1�s�l�����;�/�R�1���`�s�`�1�R�W�`�l�s�%�l�������

a
���<�s�1�l�1���%�y�

b�D�K�K�H�qWÊ'·��s�1�`�l�1���

a =

{
a+(x1) = l2(f−π/2(x1) + d)− u0 + l1x1

a−(x1) = −l2(f+
π/2(x1)− d)− u0 − l1x1È ¸'�sÓ

�P�1���R�
a+(x1)

�W�1�
a−(x1)

�W�`�¥�`�>�§�-�s�`�l�`�l�W�±�W�1�
�1���s�W�R���W�r�`�W�R�1�`�s�`�l�W�?�l�l�����`���;��È ¸ÑÿsÓ �W�1�

0 ≤ d ≤
dmax

�&�P�>���Â�`�>�¥�R���W�l�s���-�s�1�1�1��� �y�
f+
π/2(x1) −

d
�W�>�

f−π/2(x1) + d
�l�«�-�W�R�l�`�l�W���l�ª�l�y�;�W�R���s�y��­&�Z�Ú�;�l­

�`�R��üh�����R�W�`�l���E�R�`�W�R�`�l�1���l�¦�`�1�l���`�N�W�l�W�£�P�l���=�`�N���W�l�©�l�
�l�<�`���s�W�`�>���N�`�'�^�/�`�1���R�h�Z���R���1�������W�l�1�

r
�

G�I`O�O`Q',¶�P�1�&�>�`�c�^���l�w�E�R�`�R�W�l�W�y�]�V�W�`�~�s�`�\�s�1�1�l�l���W�R�l�W�
�;��µ'�s�W�1�#�W���`�1���s�`���«­c�`�R�W�R���>�E�`�>�W�w�Z�W�~�����l�W�`�N�#�R���
S ∈ Rn

­ S �l���-�s�`�l�`�l�W���l�©�l�y�;�W�`�l�s�y�&�Z�W���`�1���`�c�`�R���
ẋ = f(x)

­^�Ë�6�s�1���W�>�����Ë�6�R�1�C
6���l�
f(x)

�-�s�l�y�`�/�`���`�1�
�l�y�`�N�`�l�W�P�;� S �Z�s�<�W�l� x ∈ ∂S �-Ãc����È��~�l�W�>�j�1�l�1�V­ ¸�ÌWÌWÌsÓ�Z�s���>���`�s���l�N�
�P�1�����s�y�`�R�W�l�l���®È ¸W¸�Ó �P�l�`�#�`�W�R�1�`�s�`�l�W�#�l�l�����`���>��
6�1���
�y� È ¸H�WÓ ­��W�¶���`�s�`���Ä�l�	�`�s�`�1�R�W�`�N� ���c�>�§�P�1�N�1���W���
x2 ≥ f+

pi/2(x1) − d �s� x2 ≤ f−pi/2(x1) + d
�¶ G�®�`�1���

�Z�s���l�;�P�w�Z�`�s� �\�1�1�s�`�E�1�l�W�1���W�R�W�1�#���y�<�`�1�s�T�`�R��üh���h°
�`�s�`�l�����`�`�s�`�R���>�T�s���`�>�]�¶�W�1�1�>�W�`�&�N�1�`�W���

f+
pi/2(x1)−d�W�>�

f−pi/2(x1) + d
�P���l�>�W�>�1�`�s�W�j�#�`�1�&�l�y�R���`�l�W�~�^���`�1�
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�`�>���W���`�R���N�W���l�l�1���`���s�����y�R�T�-�s�1�1�1�l�1���`�>���`���s�l�W���W�
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f−π/2(x1)
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�`�l�#�1�l�����h¾1�1�`���R�`�l�W�>��­'�s�\�l�s�1�§�W���`�>�«���s�1�1�l�`�l�W�?�^�
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